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ALGEBRE. 


SEllIES  ET  LOGARITHMES. 


CIIAPITlli:  1. 

NOTIONS  sur.  LES  SÉRIES. 
PrélIniinalrcM. 

1.  On  nppcllc  si'ju'e  une  suite  indéfinie  de  termes  proec- 
d;nit  suivant  une  loi  déterminée. 

D'après  celle  définition,  l'on  doit  toujours  pouvoir  cal- 
culer tin  ternie  de  rang  donné,  soit  directement,  soit  au 
moyen  de  ceux  qui  le  précèdent  (*).  Autrement  dit,  si  les 
termes  d'une  série  sont  désignés  par 


«'i,  iii,  ih, î'„,  

le  terme  général  u,,  est  fonction  de  n. 

{*)  Par  exemple,  le  vingl-neuviéme  leniie  de  la  progression 

3,  7,  il,  lo, 

peut  être  obtenu,  soil  dircclcmt'nt,Au  moyen  de  la  formule  i/„=3-t--l(îi  — 1), 
soit  par  des  additions  successives. 
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t.   Diverses  espèces  de  séries.  —  Désiiiuons  par  S„  l;> 
somme  des  n  premiers  termes  (runc  série;  savoir  : 

S„  =  w,  -»-  J/i  -H  M,  -+    -+-  u„. 


Cette  sormnc ,  aussi  bien  (jiic  «„,  est  une  foiiclioii  de  /(. 
Cela  posé,  il  peiK  se  présenter  trois  eas  : 

\°  Si  la  somme  S„  des  n  premiers  termes  tend  vei's  une 

limite  finie  et  déterminée  S,  lorsque  le  nombre  n  croit  indé- 
liniinent,  la  séi'ie  est  dite  converfjente ; 

2°  Dans  le  eas  contraire,  e'esl-à-dire ryj/n>K/  la  somme'S,, 
peut  croître  (en  valeur  absolue)  au  delà  de  tonte  limite,  on 
dilcpie  la  série  est  diverr/ente ; 

0°  Enlin,  s'il  arrive  que  la  somme  S„,  sans  eroili-c  au 
delà  de  toute  liinile,  n^iit  pas  de  limite  déterminée,  la  série 
Ji'est  ni  convertjonle  ni  divergente  :  on  lui  donne  le  nom  de 
série  indéterminée  (*). 

Par  conséquent  :  \°  une  progression  par  fpiolient,  illi- 
mitée et  décroissante,  est  une  série  convergente;  '2"  une 
progression  par  quotient,  illimitée  et  croissante,  est  une 
série  divergente;  5"  la  progression 

^    1,  -    I,  ->-  1,  -1,  -+-  I.  ..., 

dont  le  terme  général  est  ( —  1)"  ',  constitue  uni'  série 
indéterminée  ;  car  S„  égale  1  ou  0,  sui\anl  que  n  est  ////- 
l)air  ou  pair. 

\a^s  séries  con\ergentes  sont  les  seules  (|u"ii  soit  utile  de 

['}  La  |ilu|iarl  dos  aiilcms  fiml  rciilicr  rt-tto  lioisk'iiu>  ospOco  de  série 
dans  la  calèf^oii»'  dos  svrw.s  (lircrytiilcs.  CoUo  classifioalioii  nous  parail 
conliairo  à  i'otyinoin^'io  ol  à  la  sifjnitioatioii  liahiUiollo  du  mot  divergent. 
La  donominalioii  do  scrie  iiuL'lcrvunic  a  olc  proposoe  par  M.  L.  Olivier. 
(Juitniat  de  Crcllc.  l   11.) 
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consiilcrcr  (*).  Kii  c-oiis(''(|iit'iic'0,  nous  niions  iii(!i(|ii(  r  (|iic|- 
ques-uiis  des  caraclèrcs  iiu  moyen  desquels  on  peut,  dan.s 
certains  cas,  reconnailie  (|n"inio  série  proposée  est  ou  n'esl 
pas  eonvergenU'. 

(*)  Il  y  a  plus;  les  expressions  :  limilc  d'une  sérii',  aontnu'  cVune  acrie, 
reste  d'une  série,  n'ont  aucun  sens,  lorsque  la  série  n'est  |)as  convergente. 
On  peut  donc  s'étonner  que  de  savanls  géomètres  aient  énoncé  les  propo- 
sitions suivantes  : 


1  — 1-+-1-1-+-I-H- 


^f Lacroix,  Calcul  intc(jral,  t.  III, 
-2    p.d-i6); 


1 

1—  -2  +  3  —  4 -h  d  —  <)-+-.     .     .     =-  (Ihid.) ; 

4 

1  _  1  .-2  +  1 .2.5  —  1 .2.3.4  +      .     .     =  0, 103  628  36  {Ibid.,  p.  590j  ; 

,  _  ,  '  (  Poisson .   Journal  de  l'Ecole 

cosp-cos-2F-f-cosop-cos4-rH--"-=5  ^,^/y,,,^./^„,^,,,   ,  XI,  p.  515); 

<9 
l_l^l__l_f-l_l-4-.     .     .     =^  Vn-\m,J.  de  C  relit',  \..\U)\ 

3 

12      -)a      -2_  f^      ^3_('-  ..{S,\n\oi\oï ,  Mi-moire  sur  les  sé- 

'   ~  -""*"'*  ~     ^'^"  "*~  ~      ries  des  nombres  aux  puis- 

etc.  sauces  harmuniques); 

A  piopos  de  la  première  formule,  on  peut  l'aire  les  remarques  sui- 
vantes : 

X  étant  une  fraction  propremoiil  dite,  on  a 

1  -H  j; -H  x*  -i-  r'H -+-  .r"  '  -+-  •••; 


1  -œ 
et,  par  le  changement  de  x  ea  —  x  : 

=  1  —  .r  -f  j;*  --  .r'  -+-•••  zt  x"~  '  qp  •  •  - 

1  -H  X 

Ainsi,  .\  étant  moindre  que  runilé.  la  somme  S„,  des  n  premiers  termes 

du  second  membre,  a  pour  limite 

Mais,  si  l'on  suppose  x  =  1 ,  la  série  devient 

1  _  1  -t-  1  _  1  -+-...  : 

la  somme  S„,  aliernalivemenl  égale  à  1  et  à  0,  ne  tend  vers  aucune  limite: 
et,  en  cousé(|uence,  la  formule  dont  il  s'agit  est  absurde. 

Laplace  rapporte  (Introduction  à  la  théorie  des  Prohabililés)  que  le 
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Tbcorènii'<<  Niir   lu   roiivcrsenrp. 

».  Tiii  oRKMR  I.  —  Dans  toute  série  convergente,  le  terme 
(fénêral  a  pour  limite  zéro. 

Désignons  pnr  S  la  limite  vcis  laquelle  tend  la  somme  S„ 
des  n  picmiers  termes,  el  par  R^  le  reste  de  la  série;  en 
sorte  que 

S„  -4-  R„  =  S. 

Changeant  n  en  n  —  I ,  nous  aurons 

S„_,  -1-  R„_,  =  S. 

On  eonelut,  de  ces  deux  équations, 

S„  —  S„^, -+-  R„  — R„^,  =  0, 

ou 

î/„-+-R„-R„^,=0. 

Dans  cette  égalilé,  faisons  ci'oitre  indéliniment  la  \a- 
riablc  n  :  par  hypothèse,  chacun  des  termes  11,,,  R,.  ,  tend 
vers  zéro  ;  donc 

lim  j/„  =  0  (*). 

p.  Grandi  en  avait  conclu  la  possibilité  de  la  Création!  Ces  rêveries élaienl 

excusables  dans  le  siècle  dernier.  Aujourdliui,  les  auteurs  qui  admetlenl 

l'équation 

1 

-  =  1  -  1  -t-  1  —  1  -H  •■• 

ne  possèdent  pas  les  premières  notions  de  l'Analyse. 

(*)  Il  est  bon  d'observer,  à  propos  de  cette  pro|K)sition  fondamentale, 
que  la  convi-rgrucc  nr  dcpeiiil  pas  drs  premiers  termes  :  la  série 

10       lO*         10» 

1 1 H 

I         \.i       I.-2.3 

dont  les  termes,  abstniclioii  fuite  du  si-ne,  vont  d'abord  en  augment:int. 
rsl  converiienle. 
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4.  Théorème  II.  —  Dans  loiifc  série  conrertjcntc,  la 
sominc  (Vnn  nombre  (fuolconfjue,  mais  déterminé,  de  termes 
co)iséci(tifs  a  pour  limite  zéro. 

CoMscrvanl  los  notations  du  niirncro  |)rô(*é(Jenl,  représen- 
tons pMF  S,,^^,  la  sonnne  des  n  -\-  p  premiers  leiines;  nous 
aurons 

S„  -+-  R„  =  S ,     S„^,,  -»-  R„+p  =  S. 

Ces  deux  équations  donneni 

M„+,  -t-  ii„+t  -+- -*-  11,,+,,  -+-  ^n+p  —  R„  =  0; 

puis,  si  le  nombre  n  croil  indéfiniment, 

lira  {ti„+i  -+-  u„^^  -+- 4-  i{„^y)  =  0. 

5.  Remarques.  —  I.  L'énoncé  et  la  démonstration  du 
dernier  théorème  supposent  (|ue  le  nombre  [)  des  termes 
consécutifs  est  constant  :  il  peut,  d'adleurs,  être  aussi  grand 
(ju'on  le  veut  (*). 

II.  Les  tliéoi'èmes  précédents  expriment  deux  conditions 
auxquelles  satisfont  toutes  les  séries  convergentes.  Consé- 
(juemment,  toute  série  qui  n'y  satisfait  pas  ne  saurait  être 
convergente. 

Ajoutons  que  ces  deux  conditions,  nécessaires,  sont  loin 
d'être  suffisantes  :  on  verra  bientôt  (ju'une  série  dont  tous 
les  termes,  supposés  de  même  signe,  décroissent  indéfini- 
ment, peut  être  divergente. 

III.  Le  second  théorème  est  une  conséquence  du  pre- 
mier; car  si  des  quantités,  en  nombre  limité,  tendent  cha- 

(*)  Moyennant  une  eert.iine  condition,  Je  nombre  p  peut  êlre  variable 
,'l  indé/iiiiinent  croissant.  (Voir  plus  loin  ^  p.  7.) 
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cunn  vers  zi-ro,  leur  sonnnc  n  jtonr  linillc  zéro  (*).  Il  rf>iiltc 
de  l;j  que  si  les  ternies  d'iine  série,  roui  er(jente  ou  (Jiier- 
fjcnte,  0)if  pour  liniile  zéro,  on  en  peut  toujours  trouver  |> 
consécutifs  dont  lu  somme  soit  inférieure  à  un  nombre 
donné  o. 

En  cnVi,  pour  snlisfnirc  ;i  riii('-i:;ilil('' 

w„4.,  -♦-  î'„+ï  -+- -+-  ?'„4  ,,  <  0, 


(liiiis  Iii(|ii('ll('  (oiis  les  ternies  sont  supposés  posilil-,  il  ^iillil 
de  rendre  eliîiein)(>  des  p;n  lies  du  premier  ineninre  moindre 

\V.  Il  y  !>  celle  diU'érenee  entre  les  séries  convergentes 
et  les  séries  divergentes,  que,  dans  toute  série  convergente, 

la  soin  me  de  |i  termes  ronséiutifs  tend  vers  une  liniil<,tjuand 
le  nombre  \)  auf/menle  indéfiniment,  et  (pie,  dans  les  séries 
diverrp'ules,  cette  somme  croit  indéfiniment  avec  j),  quel  (pie 
soit  le  raiifj  du  premier  des  ternies  considérés.   Ces   <lrn\ 

(*)  Si  cfi  nombre  augmeiitiit  iiul(Tiiiiinoril,  l:i  proposition  poiirr:iiI  t"tr»' 
en  défaut.  Soit  l'idcntilo 

1       1  1 

1  =  -  -4-       -+- -H       . 

H       ;(  n 

dans  l:ii|iiilli'  ?(  drsi^no  le  noinliir  dos  pniiii's  do  funilo.  Appli(|u:uil  le 
IhiMiicmo  cnoiioé,  on  osl  conduit  ii  ccito  absurdité  : 

1  =  0 -t- 0 -»- 0 -+- 0 -4- 


(■')  Dans  la  plup:irl  des  cas,  les  lornies  de  la  série  vont  en  decroi>sanI. 
du  moins  à  partir  de  l'un  d'eux.  S'il  en  t  si  ainsi,  l'inepilile  ci-dessus 
sera  vérilice  dès  ([ne  l'on  aura  : 

l'n-t-l    <   — 
P 

Exemple  : 

i  1  I 

■-+-  ,-4- H <  '^. 

n  -t-  1        »>  -f-  2  n  -4-  /) 

Olte  condilion  est  remplie  dès  que  m  -h  I  surpasse  '■ 
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proprit'Ics,  (|ii('  l'on  pominii   rojînrdcr  comme  évidentes, 
résiillcnl  (rès-siiiiplcmciit  dos  principes  prccédeiils. 
Kii  ellet,  si  la  série  est  convcrgciKc,  on  a  (j) 

puis,  en  supposant  »  constant  et  p  variable, 

ou 

.  li'"  {S..+P  -  SJ  -  S  -  S,, 

Au  contraire,  la  série  étant  divergente,  la  somme  S„^,, 
peut  dépasser  toute  limite;  et  il  en  est  é\idemnient  de 
même  pour  (S„+p  —  SJ  (*). 

O.  Théorème  III.  —  Dana  toute  série  convergente,  la 
somme  (Vun  nombre  indéfiniment  (/rand{**)  de  termes  con- 
sécutifs tend  vers  zéro,  lorsque  le  rang  du  premier  de  ces 
termes  angniente  indéfiniment. 

Dans  Téqualion 


t-  R„H.  -  R„  =  0, 


supposons  que  p  soit  une  fonction  de  n,  qui  devienne  infinie 
avec  cette  variable.  Nous  aurons,  en  passant  à  la  limite, 

liin  (î/„_f.,  +  u„^.2  -f- -H  u„_^_J,)  =  0  ; 

comme  dans  le  cas  où  p  était  supposé  constant  (4). 

î.  Remarque.  —  Cette  proposition,  beaucoup  plus  gé- 
nérale que  le  Théorème  II,  n'exprime  pourtant  pas  une 
propriété  qui  appartienne  exclusivement  aux  séries  conver- 
gentes :  la  somme  d'un  nombre  indéfiniment  grand  de 
termes  consécutifs  peut  avoir  pour  limite  zéro,  sans  que  la 
série  soit  convergente  (***). 

(*)    Toujours  en  supposant  n  constant 

(**)  Indéfiniment  grand  signifie  ici  :  qui  croit  indéfiniment. 

(**•)  Voir  p.  15. 
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H.  TiiKor.i.Mi:  I\'.  —  Si  les  termes  d'une  série  sont,  eu 
valeur  (ifjsoUw,  respecticeinent  moindres  que  ceux  d'une  série 
couve rrj('7ite  dont  tous  les  termes  ont  même  sifjne,  la  pre- 
mière série  est  convergente. 

Décomposons  la  somme  S„  des  n  premiers  termes  de  la 
série  <onvciiriHie  en  deux  pjirlics  «„,  6„;  o„  n-présenlanl 
rcnsemhle  des  termes  correspondant  anx  termes  positifs 
de  la  première  série,  et  6„  la  somme  de  ceux  qui  corres- 
j)ondcnt  aux  termes  négatifs  de  celle-ci.  Désignons  par  SI, 
On,  l^„  l<"s  (|iKinlilés  analogues,  relatives  à  la  première  série. 
Nous  aurons 

^n  =  (In  Kl         ^„   =  «n    -+-   ^n" 

La  seconde  série  étant  convergente,  les  sommes  positives 
croissantes  fl„,  6„  ont  des  limites  a,  p;  donc  les  sommes 
positives  (roissantes  a'„,  h'„,  respectivement  moindres  que 
les  pre/t,!ires,  ont  des  limites  a',  (i';  et  la  somme  S,  a 
pareillenienl  une  liinile,  égale  à  x  —  |3'. 

9.  Reinurfjues.  —  I.  Il  est  visihie  que  le  même  théorème 
>ul)sisle  si  les  termes  de  la  première  série  sont  égaux  à 
ceux  de  la  seconde,  respectivement  multipliés  par  des 
quantités  positives  ou  négatives  quelconques,  mais  finies. 

II.  Si  la  série  convergente  donnée  n'avait  pas  ses  termes 
de  mèm  ■  s'gne,  la  proposition  pouirail  èiro  en  défaut  :  en 
effet,  la  différence  rt,, —  />,  peut  avoir  une  limite,  hien  que 
les  sommes  a,,,  b.,  croissent  indéliniment  ['). 

(•)  Par  oxiini)l(',  ainsi  qu'on  le  verra  |)lus  loin,  la  si-rie 
I        1        I        t        I        I        I 


1 

•1       ô        i       .')       (>        7       « 


t'sl  conwrgi'iilc,  et  la  série 


1        1        I        I        1        I        t 

I  -+-  -  -1 » i-  -  -\ i 1-  - 

-'       .")        i       :>       G       7       8 


«•si  divenjentc. 
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10.  Applications.  —  I.  La  série 

111  1 

I        1.t>       l.iJ.Ô  \.-2.7y...{n—\) 

dont  les  termes,  ;i  p;ir(irclu  (|u;ilriciiic,  sont  respeclivemcnt 
moindres  que  ceux  de  la  i)rogression 

I         I  I 

-    H r  -t-  H :,   -+- , 

est  converfjente. 
\\.  La  série 

I  1  I 


±7Tr^ — -. 7T^- 


I         1.2      ,1.2.0  I.2.ô...{/J-1) 


esf  convergente. 


«H-f       (o-+-c)(2rt -+-(')  (« -i-c)...(a  — la-+-f) 

I -H  - —   -H- h- -+- -^i::^ ■+- , 

6-4-c       (6  +  f)(26-4-r)  (6-Hc)...(n-l6-+-f) 

dans  laquelle  a,  h,  e  so?jf  des  quantités  positives,  est  con- 
vergente si  a  est  inférieure  à  h.  Dans  le  cas  contraire,  elle 
est  diverger  te. 

En  effet,  dans  le  premier  eas,  les  termes  sont,  à  partir 
du  troisième,  respectivement  moindres  que  ceux  de  la  pro- 


gression 

décroissante 

1  -f- 

a  -\-  c        /a  ~\-  i-y 

b  '^-  c       W)  -+-  cy 

H; 


etc. 

(*)  A  cause  de 


iia-+-c       a  M-  0 
n6  -+-  c        b-\-  c 
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■»r   In   méric   liarnionique. 

II.  (lelle  série  :i  poiii-  icriiics  les  iiiverse.s  des  ii()ml)re> 
naturels,  c'esl-ii-dirc 

11111 

2    3    4  n    w  -t-  1 

Ou  lui  donne  le  nom  de  série  harmonique ,  parce  que  (rois 
termes  eonsécuiifs  quelconques,  ou,  plus  lîéuéralrment, 
trois  ternies  cquidistants  quelconques  sont  en  proportion 
harmoni<ine  (*). 

Il  est  facile  de  prouve)-  (]ue  cette  série,  dont  les  termes 
diminuent  indéfiniment,  est  divergente.  En  effet,  groupons- 
les,  à  partir  du  troisième,  de  la  manière' suivante  : 


1      1 

— 1 — > 
5       4 

1        1 

H 

l)           (i 

-1- 

1111                             1 

—  4-      ,     —  .+.  —  -^.  ...  -H   —  •   . .  • 
7        8       !)         10                  Kl 

1 

1                           1  . 

'■1'    '   H- 

1 

v)<        1      ^     WJ                                            ^t 

(*)  Trois  nombres  a,  i),  c,  sont  en  proportion  harmonique,  quand 
l'excès  du  premier  sur  le  deuxième,  est  à  Pcxcès  du  deuxième  sur  le 
troisième,  comme  le  premier  est  au  troisième  ;  c^sl-Si-iWre  lorsque 
a  —  h       a 


h  ~  c        r 
Il  Psl  aisé  (lt>  recoiinaitic  (iiit>  los  frnctions  — :>  -. salisfoiil  ii  i-cUi- 

■  1»—*        H        »-+-t 

relaUon. 

La  déiiomiiuKion  do  proportion  Itarmmxique  se  ialt;»clie  à  un  |iheiio- 
mène  d'acousliciuo:  quand  on  veut  faire  rendre  à  une  corde  les  sons  com- 
posant Vaccnrd  parfait  majeur,  on  fait  vjlwer  la  corde  entière,  jiiiis  les  '  . 
puis  les  I  de  la  corde.  Or 

4 

I 

î>  _  I 

l  ~1~  î 


sftiui:s.  u 


MOUS  jiurons 


112       11114 

— f-  -  >  —  )     — 1 j-  -  -f-  _  ^  _. 

3       4       4       ii       (5       7       8       8 


I 


>< .  I 


ou   1)1011 


1       I       1      I       I       1       I       I 

3       4       2      ;i       6       7       8       2 


I  1 


> 


2*1  -4-  1        2*"'  -+-2  2         2 

Donc,  en  supposant  n  ==  2'  : 

k 
S„  >  1  -^  -• 
2 

L'expression  -  pouvani  eroitrc  nu  delà  de  loule  limite,  il  en 
est  de  même,  à  plus  forte  raison,  pour  S„  (*). 

t*.  La  série  dont  nous  nous  oecupons  est  excessivement 
pe\i  divergente;  c'est-à-dire  que  la  somme  S„  croit  très-len- 
tement avec  n.  Pour  le  faire  voir,  gro(!])ons  ainsi  les  2* 
premiers  termes  : 

1  1      1        I        I        I 

1, 1 1 1 \ V-      1  '•■■) 

2  3      4        5       (i        7 
il  i  11 


(*)  On  peut  encore  employer  la  démonstralion  suivante  : 
Évidemment, 


Sj/i  —  î*«  -t- 


/Il                      1\ 
h H 1 

\n-\-\       n  -+-  2  271  ' 


n  i 


La  somme  entre  parenthèses  surpasse  2- =  2-  Donc  le  reste  (s'il  y  en 
avait  un),  serait  toujours  supérieur  à  ^;  et,  contrairement  à  la  définition  (S), 
il  ne  tendrait  pas  vers  zéro. 
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nous  aurons 


2      4  2*-'       i 

S     /t    -4- 1 h--H H -> 

2       4  2*-'       2* 

OU 

et  même,  dès  que  Texposant  k  surpasse  2  (*), 

S„  <  k. 

Ainsi,  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série  har- 
monique est  inférieure  à  l'exposant  de  la  puissance  de  2 
égale  à  n. 

Si,  par  exemple,  A-  =  12,  on  aura  n  =  i  096, 

S.9C<    12, 

et,  en  même  temps, 

de  sorte  que  la  somme  des  4  096  premiers   termes  est 
comprise  entre  7  et  12  (**). 

De  même,  Â;  =  20,  ou  n  =  1  048  .j76,  donne 

Il  <  S„  <  20. 

1».   Remarque.  —  Il  est  fniilc  de  vérilier  l'identité 


i  i  I  III  < 

H      h  •••  -f 

«  -t-  I         ;;  -»-  2 


_I_-^___  + (A) 

Vil 


Le  second  membre  représente  la  somme  des  2/i  premiers 

(•)   k  >  i'  donne 

/l       n        1 

\2      5'       5*   ^ 
(**j  Par  d'autres  considérations,  on  trouve  S,  g^^  =  8,89.... 
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termes  d'une  série  convcrgenic  ,  donl  la  limile,  comme  on 
le  verra,  est  le  logarithme  népérien  de  2.  Done 


lim 1 \-  — 1 I 

Vn  -*-  1       71  -h  "i  '■In/ 


-=1.2. 


14.  Dans  la  série  harm()ni(|ue,  prenons  ;)  lernies  à  j)ar- 
lir  du  w""";  puis,  supposant  n=/)'^,  faisons  croître  p  indé- 
finiment :  je  dis  que  les  sommes  ainsi  formées  ont  pour 
limite  zéro.  En  effet,  cliaciuie  des  fractions 


1 


jr  -H  p 


est  inférieure  à  — .  Donc 
p- 


ou 


P 

S,.^,-S„<i; 
P 


et,  par  conséquent. 


lim  (S„+p  —  S„)  =  0. 

Ainsi,  comme  nous  l'avons  déjà  dit  (î)  :  la  somme  d'un 
nombre  indéfinimenl  çjt'nnd  de  termes  consécutifs  peut  avoir 
pour  limite  zéro,  sans  que  la  série  soit  convergente. 

Suite  des  théorèmes  sur  la  convergence. 

15.  Théorème  V.  —  Dans  toute  série  convergente,  com- 
posée de  termes  positifs,  le  produit  du  terme  général,  par  le 
rang  de  ce  terme,  a  pour  limite  zéro. 

Si,  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  n,on  avait  constam- 
ment 

nv,,  >  a, 
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a.  éuiiil  une  coiislunic  |)()silivc,  on  atniiit  aussi 


puis 


S„+,-S„>a --+-■ . 


La  (|uanUlé  entre  parcnlhèscs  eslla  somme  de  p  termes 
consécutifs  de  la  série  harmonique  :  en  prenant  p  sulTisani- 
meiit  grand,  on  rendra  celle  somme,  et  son  produit  par  a, 
supérieurs  à  tout  nombri;  donné  (5.  Re/ii.  W).  La  série 
considérée  serait  donc  divergente. 

te.  Théorème  VL  —  Une  série  est  convergente  si,  à  par- 
tir irun  certain  rany,  le  rapport  d'un  terme  au  ternie  pré- 
cédent, pris  en  valeur  absolue,  est  constaniinent  inférieur  à 
un  nombre  donné,  moindre  que  runité. 

D'après  le  Théorème  W,  il  siilïit  de  considérer  le  cas 
où  tous  les  termes  sont  |)()silifs.  Or,  si  Ton  a 

<  ^^ ,  <«,....,    <a. , 

a  élanl  une  conslante  positive,  injéiieure  à  lunilé,  \\  en 
résulte  (|iie 

ttn  +  i,      Un+i,  ,      "„:,.-  

soni  resjjeclivenienl  moindres   i|ue  les  teiines  de  la  pro- 
gression décioissante 


c-"»/,, , 


Et  eomme  celle  proi;rcssion  loimc  une  séiii'  chuni  rgcnte, 
il  en  esl  de  même  pour  la  série  projiosée  (^H). 

lî.  ReniartiUfs.  —  l.  Ordinain-menl  ce  ihéorème  peui 
cire  énoncé  ainsi  :  /  ne  série  csl  conierycnic,  si  le  rapport 
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d'un  tcrtnv  au  lenuc  précèdcnf,  pris  eu  iakur  uhsoluc,  Icud 
cers  une  limite  inférieure  à  l'unilé. 

II.  Ccpcndaiil  l;i  |)remièro  proposition  csl  plus  i>«'néral<' 
(|iie  la  seoondc  :  il  j)ciil  aiiivcr,  en  cfl'ct,  (|iic  !<•  rapport 
'^■^  iTail  i)as  de  limilc  déU'iinioôc.  CVsl  ce  (iiii  a  lie"!,  par 
excmpli',  pour  la  série 

sin*  y  siii*  tt  sin^  12» 


1  H-  k  cos'^  p        '  (i  -t-  /c  cos^  y)  (I  -+-  le  ces'''  2y) 

"^  '      (I  -V  A-  cos'  -,)...  (I  -4-  Â:  cos'  n-j) 
dans  la(inelle  on  suppose 

0</v<l,         0<y<77. 

Celle  série  esi  convergente,  rnr  le  rapport 
le 


'n+i        ,        sinUn  ^-  I)  ? 


M. 


1   -H  /i  COS*  (/«-+-    1)  -f 


est  inféi'ieur  à  k  (*). 

m.  ^Sï  ^o»s  les  ternies  ont  même  sifjne,  et  que  le  rapport 
^^  ait  pour  limite  l'unité,  la  série  peut  être  divergente. 

Dans  la  série  harmonique,  que  nous  savons  être  diver- 
gente (11),  le  rapport 


^n+l 


n 

=  i 


donc 

lini =  1 . 

u„ 

(*)  Excepté  pour  les  valeurs  de  n  qui  donneraient  sin^  (?n-  1)  f  =  1. 
Mais,  dans  ce  cas,  iarc  f  serait  coniniensurabie  avec  la  circonférence; 
et,  à  cause  de  sin  (2/i  h-  2)  j-'  =  0,  la  série  se  réduirait  à  un  polijnômr. 
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IV.  En  conservant  les  notations  précédentes,  et  en  sup- 
posant tous  les  termes  positifs,  on  ;i 


1  —  a 

En  ellet,  les  inégalités 
don Ment 


R„  <  a»„  (  I  H-  «  -f-  a-  ^- )  ; 

et,  à  plus  forte  raison  , 

\  —  a 

18.  Applications.  —  I.  La  sc/'/c  exponentielle 


X  X 

1 


1        1 .  i>  I .  ^J .  3  . . .  (m  —  I  ) 

es?  convergente,  quel  que  soit  x. 
En  effet, 

liin =  Uni  —  =  0. 

i/„  // 

11.  La  série  logarithmique 

—  H \ 1- f —  -t- 

1         '■2         ù  n 

est  convergente  pour  toutes  les  râleurs  de  \  comprises  mire 
-h  1  ct—\. 
E(T(etiveinent, 


lui) 


w,.  ;j  H-  1 
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donc,  en  ViihMir  ;>!)S()1ik', 

lim  -^  <  1  (•). 

III.  La  série  du  hinùmc 
m  in{)n — I)  7n(m—i)...{ni—ii) 

\  -^ X  -\ X  -4- -\ ; ; X"    '-«- 

i  1.2  \.±ô...{n—\) 

est  (•onverr/entc  lorsque  ta  variable  x  est  comprise  cnlre  +  1 
et  —  \. 

Dans  ce  cas , 


donc 


w„+,       m  —  n-\-\ 

n  - 

-  m  — 

1 

u„                n 

n 

X, 

lim = 

—  x; 

«„ 

ileur  absolue, 

lira  "■«  < 

1  n- 

19.  Théorème  VU.  —  Si  les  termes  décroissent  indéfi- 
niment, et  qu'ils  soient  alternativement  positifs  et  négatifs, 
la  série  est  convercjente. 

Soit  la  série 

w,  —  î/2  +  ih  —  w*  -+- -+-  u„_i  —  î^„  -+-  w„+,  — , 

dans  laquelle  nous  supposons 

«i>M2>"3>   ••••  >  w»-i>  w„>  w„4-,  > >  0("*), 

(*)  La  série  logarithmique,  divergenle  pour  a:  =  -h  1  (•  •),  est  conver- 
gente pour  x^=  —  1  (iO). 

(**)  Cette  série,  développement  de  (1  -\-œ)'",  est  encore  convergente 
lorsque a;=dbl,  m  étant  positif,  ou  lorsque  j:=  1,  m  étant  compris  entre 
0  et  —  1.  (Comptes  i-endus  de  l'Académie  des  sciences,  "26  oclobre  1857.) 

(***)  Si  les  premiers  termes  ne  salisfaiiaient  pas  à  ces  conditions ,  on 
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et,  en  outre, 

liin  w„  =  0. 

Si,  poui-  fixer  les  idées,  nous  supposons  ?j  pair,  nous 
aurons 

S,  =  î/, , 

Sj  =  («,  —  Ms)  -t-   «3  =  «,  —  (»i  —  «3)  , 

S«  =  (Mi  —  Wi)  -+-  ("3—  U^)=U^  —  (Ui—  J/j)  — t/i, 

S„  =  («,  —  Ui)  -+-  («3  — "i)  -+-  -+-  (w«-i  — w„), 

=  M,  —  [u.,  —  */:,)  —  (M4 — î^s) •    —  ("„-■*—*',- 1) —  w,.. 

On  voit  que  les  sommes  de  rang  impair  \ont  en  dimi- 
nuant, et  les  autres,  en  augmentant.  En  outre,  chaque 
somme,  à  indice  impair,  surpasse  la  somme  à  indice  pair, 
qui  la  suit  innnédiatement.  On  a  donc 

S,  >  S3>S,>  >s„_., 

S2<S,  <Se< <.S„, 

s,  >S„  S3>S,,  S,>So, s„_,  >s,. 

Ainsi  :  1°  les  premières  sonmies  ont  une  limite;  "2"  les 
secondes  sommes  ont  une  limite. 
D'ailleurs,  In  diiïérence 


représciUerail  par  m,  le  terme  à  partir  duquel,  la  série  devenant  »v</u- 
lière,  elles  sont  veriliet-s.  Par  exemple,  dans  le  cas  de  la  série 

10       10»        10^ 

1 1 :; h , 

1         1.2       1.-2.5 


oilee  plus  haut  (S),  011  ferait 

lO»"  10"  10  10» 

'       1.2.5...10  1.15...11       11  11.1:2 


si;  lui:  s.  19 

a  j)oiir  liinile  /('to  ;  donc  ces  deux  liniilcs  oiif  une  idlcur 
coiiniiunc  S,  (otn]))i.se  citirc  deux  .sommes  (•onséculircs  quel- 
ion  (^  nos. 

«O.  Remarcivos.  —  I.  Lo  raisorinemcnl  prceédnil  peut 
t'iro  rcmlii  l'iicoi'c  [)Iiis  cliiir  au  iiioyon  d'imc  coiisInicdOii 
fii''omclri(jue. 

L 


X     0  Aj         A,     A„  A„  ,  A3         A,     y 

Sur  une  droite  indéfinie  xy  portons,  à  partir  d'un  point 
fixe  0  ,  et  de  gauche  à  droite,  la  distance  OAj  proportion- 
nelle à  Uy-,  puis,  à  partir  de  Ai ,  et  de  droite  à  r/aur/ic,  la 
distance  AjAo  proportionnelle  à  «2'  P"'^^  '^  paitir  de  A2, 
et  de  gauche  à  droite,  la  dislance  A2A5  proportionnelle  à 
u^;  etc.  A  cause  de  «2  <Cu^  ,1e  point  Ao  tombe  entre  0  et  Aj. 
De  même,  à  cause  de  ?«-  <  w.,'  '^^  point  A^  tombe  entre  A, 
et  Ao;  etc.  De  là  résulte,  jxxm-  ainsi  dire,  (pie  les  points  à 
indice  impair  marclienl  de  droite  à  gauche,  et  cpie  les  points 
à  indice  pair,  toujours  situés  à  la  gauelie  des  |)remicrs, 
marchent  de  gauche  à  droite.  D'ailleurs  rinlervalle  A„_,A„, 
proportionnel  à  ?/„,  a  pour  limite  zéro. Donc  les  points  A|, 
A3,  Ajj, ...  A„^,,  d'une  part,  et  les  points  A2,  A4,  A^,  ...  A„, 
de  l'autre,  tendent  vers  un  point-limite  L,  compris  entre  A| 
et  Ao,  entre  A5  et  A4,  ...  entre  A„_^  et  A„;  ou,  ce  qui  est 
équivalent  :  les  sommes  décroissantes  Sj ,  S5,  S^i,... S„_,,  et 
les  sommes  croissantes  S2,  S4,  Se, ...  S„,  convergent  vers  une 
limite  commune  S,  représentée  par  OL. 

II.  Si  les  termes,  alternalivement  positifs  et  négatifs,  et 
décroissants,  lendaieni  vei's  une  limite  /  diiïérente  de  zéro, 
la  série  serait  indétermi)iée.  Vm  clTel ,  les  sommes  S,,  S-, 
S-,  ...  S„_,  iiaieiit  encoi'c  en  diminuant,  et  les  sonunes 
S2,  S4,  ...,  S„,  respccticcmeni  moindres  que  les  premières, 
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iraient  encore  en  augmentant;  en  sorte  que  les  unes  et  les 
autres  auraient  des  limites.  Mais,  à  cause  de 

lirn  î/„  =  iim  (S„  ,  —  S„)  =  ; , 

on  aurait 

lirn  .S„_,  —  Iim  S„  =  >. 

Ainsi,  la  limile  des  .sommes  de  ranrj  impair  serait  éfjalc  à 
ta  limite  des  sommes  de  ranr/  pair,  aurjmentée  de  1  (*). 


(•)  Exemple  : 

2       3       4 


1-254 
Si  l'on  prend  un  nombre  pair  de  termes, 

/4       ;)\  /     2h  2/1-4-1 

S„  =  I  - 


1        2/        ^î       4/  \2n  —  1           2n 

lit  1 

1 1 1-  ...  -\ — - 

1.2       5.4       5.G  (2«  — l)2n 

lit  11 


2      5      4  2/«  -  1       2n 

donc  (la)  //m.S„  =  1.2. 

Si  l'on  en  prend  un  nombre  impair, 

S    =  2  -  (-  -  1^  -  f-  -  -  l  -       -  (""'^'  _  -"  "^  '' 
'"       "       \2       5/        \4       5i     ■  '"        \     2/1  2/j-i-l 

_o       J_         '  1 


2.5       4.5  2/j  (2/i  -+-  1  ) 

1111  1 

=  1  H-  1  -  - 


5       4       5  2/i       2/»  -+-  1 

lirn  S„  =  t  H-  1  .  2. 

Du  re,-;le,  la  coiistriiclion  indi(|Ufi"  conduit  ;i  la  môme  conclusion  :  les 
poinis  .\,,  .Aj.  Aj,  ... 

h-J:i 

X       0  A,       A,  As  Aj     .\,  A,       (/ 

tendent  vers  un  poinl-limile  I,,.  tandis  (jue  les  poinis  .\j,  .\4,  A,, ...  tendent 
vers  un  autre  poinl-lunilc  !.„.  De  plus,  la  ilislaiice  I',L,  est  proporliou- 
nelle  à  ). 
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III.  Une  série  à  tenues  nUernalivemenl  positifs  et  néga- 
tifs, dont  le  tetme  (/ênéral  a  pour  limite  zéro,  peut  être 
divergente. 

Pour  jusiilicr  cette  proposition,  il  stidit  de  considérer  la 
série 

1114  1  1 


\/2-1      t/2-+-l      \/d-I      V/3-t-l      l/4-i      t/4-+-l 
la  somme  des  2w  premiers  termes  est 

I       1       1  W 


S„.  =  2  ,  ^ 


donc  la  série  est  divergente. 


,h 


Cette  conclusion  n'est  pas  contradictoire  avec  le  Théo- 
rème VII.  En  effet,  l'énoncé  de  ce  théorème  suppose 
Wj  >  «2  ^  ^'5  /  ^'i  •■■  '■>  ctj  dans  la  dernière  série,  les  termes 
sont  tantôt  croissants,  tantôt  décroissants. 

IV.  En  général,  on  ne  peut  pas  grouper,  arbitrairement, 
les  termes  d'une  série  (*).  Soit 

11111111         I 

S=l 1 1 1 — H 

^5450789        10 

I  111111 

'"TT~T2'*"lô~'T4'^T5"'Ï6'*"T7  ' 


d'où 


iJS  =  !2  —  1-4--  —  -H -H- H- 

0       2       5       5       7       4       9       5 

!2        1        :>        1        2         1         2 
"*'lT~6'*'T3~7"^T3~8"*'T7 


C)  Voir,  plus  loin,  le  Théorème  de  Dirichlet. 
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Si  l'on  réduit,  on  iroiivc 

11111111 

2S  =  1h \ 1 -(-- ► 

5       ïi       5       5       7       o       9       8 


ou 


2S  =  S; 


conchision  absurde,  nltendu  que  la  liinilc  S  est  comprise 
entité  1  et  ^  (t»). 

'il.  TiiiionLMK  VIII. —  Les  inémcs  choses  élinil  /josrrs  fp(e 
dans  la  Théorème  VU,  l'erreur  i  que  l'on  commet  en  pre- 
nant la  soiJDne  S„ ,  au  lieu  de  sa  limite  S,  est  inférieure  au 
ternie  u,,^,  qui  suit  celui  duquel  on  s'arrête. 

1"  Si  n  ost  |);iir-,  on  a 

S„<S<S„^,; 
d'où 

S  —  s„  <  s„+,  —  s, , 

e'est-à-dire 

e  <  "«+!• 

2"  n  élanl  iin|j;iir,  on  a 

S,,  _  S  <  S„  —  S,,^,  : 


puis 
et  enfin 


««.  Rejuarqiie.  —  L'cnrur  -■ ,  |>ii^t'  positisiMncnl  on 
négalivcnicnl ,  snixanl  (juc  n  osl  pair  ou  inipaii-,  l'sl  ciialL' 
an  resio  U„  de  la  séiic. 

l'IXt'IlipIt'N     «If     .•il-rll'.»*. 


93.   Prkmif.u  KXKMiM.i::.  — -  Considérons  d  ahoi'd   la   sciic 


I  I  1 

I    H 1 1 

1         l.t>        l.±3 
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dont  le  (crmo  général 


,-  (*)• 


Nous  savons  (|MC  cette  série  est  converiz;entc  (18,  I).  On 
désigne  ordinairement  par  la  lettre  e  la  limite  de  la  somme 
de  ses  termes;  en  sorte  que 

J         I  1  I 

e  =  1  H H 1 1 


\M       1.2.0  i.±7)...{n—\) 

3Î4.  1"  Le  no)nbrc  c  eut  compris  entre  2  et  ô.  La  pre- 
mière partie  de  la  proposition  est  évidente.  Pour  démon- 
trer la  seconde,  observons  que  les  fractions 

111  I 


1.2    1.2.3     i.2.:^.4  1.2.ô...(;i  —  1j 

sont  (la  première  exceptée)  respectivement  moindres  que 
les  ternies  de  la  |)rogression 


1 

1 

1 

1 

2 

2'^' 

5' 

2"- 2 

La  limite  de  la  somme  des  termes  de  cette  progression  est 
l'unité;  donc  e  <  5. 

2"  Le  nombre  e  est  incommensurable.  —  S'il  était  égal 
à  une  fraction  irréductible^,  on  aurait,  en  mettant  en  évi- 
dence  le  terme  dont  le  dénominateur  se  termine  par  le 
facteur  q  : 

p  \         \  1  1 


1        1.2  1.2.5. ..7       1.2.3  ...7(7 -H  1; 

(*)  Le  premier  terme  échappe  à  cette  loi. 
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puis,  en  mdilipliant  les  deux  membres  par  1.2. 5. ..7  : 
\  i  1 


(7-+-0      (7  +  l)(7-+-2)      (7-+-l)(7  +  2)(7-+-3) 

E  et  E'  désignant  des  nombres  entiers. 

Cette  dernière  égalité  est  impossible,  car  elle  donne 


1  I  i 

7^  "^(7+^  "^(7^1)' 


E<E'-^         .       ..       ..,      ,        .. 


ou 

ce  qui  est  absurde,  à  eause  de  E  >  E'. 

25.  Calcul  de  e.  Limite  de  l'erreur  commise.  —  La 
métbode  au  moyen  de  la(|ucllc  nous  venons  de  prouver 
l'incommensurabilité  du  nombre  e  donne  aussi  la  limite  de 
l'erreur  z  que  Ton  commet  quand  on  prend  seulement  les 
n  premiers  termes  de  la  série.  On  a 


\M.ô...n       \.'i.o...n{n  -+-  1) 
donc,  parle  calcul  précédent, 

I       r  1  \  -| 

f  < 1  H H  : rr-t-  •••     , 


ou 


ou  encore 


f  < 


1.2.5  ;..(/«  —  l)n* 


71  -4-  I 


En  faisant  usage  de  cette  formule,  el  en  observant  que 
les  termes  de  la  série  se  déduisent,  les  uns  des  autres,  par 
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des  divisions  siicccssivos  trôs-simplos,  on  penl  calcnlcr 
rapidomciit,  avec  nnc  jj;rnndo  npproxininîion,  In  vnlciir  do  e. 
Par  exemple,  si  Ton  se  hoine  à  neul' (U'cinialos,  on  aura 

1-4-1  =  2 


2~" 

■■  0,500  000  000 

1 
2.3 

0,100  000  060 

1 

2.5.4 

:  0,041  000  000 

i 

:  0,008  353  353 

±ù.i.b 

1 

2.3...() 

:  0,001  588  888 

\ 

2.5...7 

1 
2.3. ..8 

1 


=  0,000  1 98  41 2 
=  0,000  024  801 
=  0,000  002  755 


2.-V..9 

1 

-   =  0,000  000  275 
2.3...10 

1 

=  0,000  000  025 


2.5...11 


1 

=  0,000  000  002 

2.3... 12       J 

2,718  281  823 

Si  nous  n'avions  pas  négligé  les  décimales  qui  devraient 
suivre  la  neuvième,  nous  aurions,  d'après  la  formule  pré- 
cédente, 

14 

f  <  0,000  000  002  .    -: 
15 
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el,  à  plus  forte  rnison,  i  <  0,000  000  000  2.  Ainsi  les  neuf 
décimales  obtenues  sei-iiienl  exactes.  Pour  tenir  eompte 
des  rctonuos,  calculons  une  décimale  de  plus:  en  la  prenant 
par  défaut,  nous  devrons  ajouter,  au  résultat  précédent, 

6-t-G-t-5-+-8-+-(i-f-Ii-+-7-+-o-H0-H0-+-  1  uiiilésdu  lO' ordre  décimai, 

ou 

0,000  000  004  7. 

En  prenant  par  excès  la  dixième  décimale,  nous  avons,  pour 
nouvelle  somme, 

0,000  000  00;J  8. 
Ainsi 

S,3  >  2,718  281  8«23  -+-  0,000  000  004  7, 

S,3  <  2,7 1 8  28 1  823  -4-  0,000  000  OOd  8  ; 
ou 

S,3  >  2.718  281  827  7.     S,;  <  2,718  281  828  8. 

D'un  autre  côté,  le  dernier  terme  calculé,  j/|3,  est  cerlai- 
nement  inférieur  à  0,000  000  002  2;  donc 

f  <  0.000  000  000  2. 

Par  suite,  la  valeur  de  c  est  eomj)rise  entre 

2,7 1 8  28 1  827  7     et     2,7 1 8  28 1  829  0. 

En  i'iïet , 

e  =  2,7 1 8  28 1  828  451)  04o    . .  (*). 

«6.  Les  détails  dans  lesquels  nous  venons  denlrer  à 
propos  de  rineommensurahle  o  sont  justiliés  par  l'inpor- 
tanee  de  ce  nond)re,(|ue  l'on  rencontre  dans  une  foule  de 

(*)  En  écrivant  lS-28  deux  fois  ilc  suite  à  la  droite  de  il.  on  a  la  valeur 
de  e  avec  neuf  décimales. 
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rccluTclics;  nous  vcitoiis  hiciiiô!  ((ii'il  scri  de  hiisc  au  sys- 
tôino  (les  logarithmes  nojH'ricus. 

^"i.  Deuxième  exemple.  —  Soi!  la  série 

I  1  1  i 

1.2       2.3       3.4  n(«-t-1) 

dans  hujuolle 


n  in  -t-  I 


Il  est  évident  que  lim  */„  =  0  el  que  lini  /;//,,  ■-=^  0.  Ainsi,  la 
série  est  pent-clre  convci'genle. 

Pour  rcconnailrc  si  elle  Test  réellement,  elien  lions  la 
limite  du  rapport  -^^  : 


1 

1 

Vn 

Jl 

— 

\ 

n 

U„.-i 

n 
lim 

u, 

i 

-1 

1 

1. 

-4- 

r 

done 


D'après  Tune  des  remarques  du  n"  17,  on  ne  pf'ut  encore 
rien  afïirmer  sur  la  convergence  ou  la  divergence  de  la  série 
proposée.  JVIais,  si  Ton  fait  attention  que 

i  1         I         1        I         I         I        1 

ÏÏ2~      ~^'     ±Z~^Ty'      Ja~^~~X 

on  a,  pour  somme  des  n  premiers  termes, 

1  1       1       i       1  1        I  1 

S,,  =  1 1 — h H 1 J 

2  2       3       5       4  n       n      n-\-\ 

ou 

1 

s„=i r; 

n  -t- 1 
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et,  conscquemment, 

limS„  =  S  =  1. 

La  série  proposée  est  donc  convergente;  ci  la  somme  de 
ses  n  premiers  termes,  égale  à  1  — ;^^, ,  a  pour  limite 
l'unité, 

ZH.  Remarque.  —  Le  procédé  que  nous  venons  d  em- 
ployer est  souvent  applicable. 

a».  Troisième  exemple.  —  Considérons  la  série 

\       \       \       \       \       \        \       \  \ 

2       5       4       o       (i       7       8       9  P 

dont  les  termes,  abstraction  faite  des  signes,  sont  égaux  à 
ceux  de  la  série  barmonique.  Afin  de  reconnaître  plus  aisé- 
ment si  elle  est  convergente  ou  divergente,  écrivons- la 
ainsi  : 

1  \\       l\       \       \\        l\        1        1\ 

2  5/        \4       5       0/        \7       8       1»/ 

Il  est  maintenant  visible  que  le  /<"""  rjroupc  de  (roin  tcrtncs 
de  (1),  ou  le  n'""'  terme  de  (2),  est 

\  \  \ 

Un  =  ^ 7,^ r~~(*)' 

dn  —  2        ôii  —  i        on 
ou,  après  la  réduetion  au  dénominateur  commun, 

9/j*  —  2 

(ô/i  —  2)  [on  —  1)  ô« 

Cette  IVaction  est  |)osilivc  à  partir  de  ;)--=l  ;  donc  la  série (\  ) 

(*)  Pour  justiliiT  celle  transformntiuii  île  scrie,  il  suflît  (lolisorvor  (|ue, 
le  terme  gcncral  de  la  série  (1  )  ni/ani  pour  limite  zéro,  les  séries  (\)  ri  (i) 
S07it,  en  même  temps,  eonvergeiites.  dircnjenles  ou  indéterminées.  En 
efft't,  il  cause  de  p  =  5/i,  im  on  -+-  I ,  ou  on  -h  îî,  S„  ne  peut  liitlVrer,  de  S,, 
que  d'une  quanlile  donl  la  limiie  osl  zéro. 
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a  tous  ses  (ormes positifs.  De  plus,  ils  diminnoiil  iniléfini- 
incnt  à  mesure  que  n  auguieule.  Mais  comme 

2 
9n*  —  2  ^  ~  ^ 


(on  — 2)  (3w  — 1)3        /         2\  /         l\ 

le  produit  m\„  a  pour  limite  ^  (*).  Ainsi  la  série  (2)  est 
divergente  (14);  et  la  série  (I)  Test  aussi. 
30.  QuATiiiÈME  EXEMPLE.  —  Soit  cnfin  la  série 


1 

2       1        1 

2        1         ! 

<-> 

_ 

1 H 

1 1 

_ 

-2 

3        4       1) 

(5        7        8 

y 

2       3       4       y       (5        7       8       y  ^  ' 

Opérant  comme  dans  l'exemple  précédent,  nous  aurons 
I  1  2  9»  — 4 


ùti  —  2       on —  l        un       (3«  —  2)  (on  —  1)  3n 

Cette  fraction,  qui  est  positive,  diminue  indéfiniment  à 
mesure  que  n  augmente.  De  plus,  le  j)roduit  ««^  a  pour 
limite  zéro  (**).  Ainsi ,  il  est  très-probable  que  la  série  pro- 
posée est  convergente.  IJne  transformation  fort  simple  va 
changer  cette  probabilité  en  certitude.  Écrivons 

i  ] 


on — 2       ôHj        \ùn  —  i        on 

(*)  En  général,  soil  une  fi action 

AxP  -t- Bjp-*  h j-Tj;-4-U 

A'xP'  -+-  M'xP'-^  H h  Tx  -4-  C 

donl  les  ternies  sont  des  polynômes  entiers,  et  dans  laquelle  on  fait  croître 
indéfiniment  la  variable  x.  l"  Si  p  =  p',  In  fraction  tend  vers  *;;  2»  Si  p 
surpasse  p',  la  fraction  croit  au  delà  de  toute  limite;  5"  Si  p'  surpasse  p, 
la  fraction  terni  vers  zéro.  Il  suffit,  pour  démontrer  celte  proposition,  de 
diviser  les  deux  ternies  par  xp. 
(**)  Voir  la  note  précédente. 
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el  posons 


i  1.1  1 


—  — '      u. 


on  —  2       on         "       on — 1       5n' 
d'où  rrsulte 

puis,  en  désignant  par  S„,  S^,  Si,',  les  sommes  correspon- 
danlos  : 

Les  séries  ayant  u'„,  i('„  pour  termes  généraux  sont  conver- 
gentes (i9);  donc  la  série  (5)  est  convergente.  De  plus . 

IimS„  =  IimS;-i-limS;if). 

\.  TiiKoriKMi:.  —  La  sôrie 

\  1  I 

^-        -+- H  ••• 

i"'        2'"        5'" 

estconverçjenlc  truand  m  surpasse  runité. 

II.  TiiKOHKME.  —  La  série 

î/,  -+-  Wj  -1-  «3  -+-  •••  -+-  t/„  H-    ••, 

dont  tous  les  termes  sont  positifs ,  est  convergente  ou  diver- 
gente suivant  Cjue  vu,,  tend  vers  une  limite  inférieure  ou 
supérieure  éi  F  uni  té. 

III.  TiiÉOHÈME.  —  Kn  représentant  j)ar  n  uu  nomii-e  plus 
fjrand  <jue  Vunilé,  on  a 

I  d.2  1.2.5  a 


a-\-\       (fl-v  !)(«-+- 2)       («-+-l)((j-+-2)(a-»-5)  a-\ 

(')  Les  valeurs  do  ces  diverses  liniilos  scroiit  données  plus  loin. 


si:r.ii:s.  z\ 

IV.  Les  si'iics 

1       1       1       i       1       1        I        1        i         11 

i  H 1 1 1 1 » 1 H  •  •  •  , 

3  2  5  7  4  î»  Il  (i       15       15       8 

1  I  I  1  I  I  I  II 

r>  ;i  2  4  7  î)  M  G      8 

1  1  i  1  I  I  I  i        1        i         1 

•I 1 1 1 1 1 !-•••, 

2  5       5      4      C       7       i)       Il       8       10       12 
déduites  de  la  série  convergente 

1  I        I        I        I        I       1 

i H H 1 H  •  •  • 

2  5       4       5       6       7       8 

sonl-elles  conv(.'rgenles?  Si  elles  le   sont,  ont-elles  même 
somme  (|iie  celte  dernière  séi'ic? 

V.  Sommer  la  série  dont  le  terme  général  est 

n'  —  w  -»-  I 


il  [n  H-  2)  {n  ■+-  3)  {ii  -+-  4) 
VI.  Proiivei'  que 

III  i 


1.2.5       2.3.4       -  ) . 4 . 5  4 

\  II.  Théorème  de  Goldbacii.  —  Si  Von  donne  aux  entiers 
m  et  p  tontes  les  valeurs  possibles,  supérieures  à  Vunilê,  on 
aura 

hm  > — ■ =  I; 

^  m''—  ! 

pourvu  que,  clans  cette  somme,  on  ne  compte  qu'une  seule 
fois  une  même  fraction  (*). 

(*)  Ainsi  le  théorème  consiste  en  ce  que 

111  lit  il 

—  H 1 1 1 1 1 1 1-^  ^ 1 —  =  1. 

5       7       13  8       :2G       80  Gô       i'S-j 

(Voir  Journal  de  Liouville,  lonio  Vil,  p.  1.) 
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VIII.    r  Quel  et  le  n'^'"'  terme  de  la  série 

\       i\       [\        1        1\        /l         1         \ 
3       il        \o       7       3/        \î)        11        0 

2"  Cette  série  est  convergente. 

3°  La  sonnine  S„  de  ses  n  premiers  termes  est  comprise 
entre r  et 


in  —  1  2?i-+-l 

i"  Si  Ton  représente  par  A„  la  somme  des  n  termes  qui, 
dans  la  série  harmonique,  suivent  les  n  premiers,  on  a 

S„  =  A,„  —  -  A„. 

S"  D'après  cela,  en  adniellant  (jiie  lim  A,  =  /.2  (*)  : 
1  I  I  I 


4  l.i>.3       0.G.7       9.10.11 

IX.  Trouver  la  somme  des  n  priiniors  termes  de  la  série 
1.2.3  2.3.4  3 . 4 . D 


4. 5. G. 7        5.0.7.8       (J.T.S.'J 

et,  si  la  série  est  cunverr/eiite ,  déterminer  la  limite  de  cette 
somme. 

X.  Démontrer  la  convcrrjence  de 

/JL^_L]_(±,M^(±^2]_(_L^M^.... 

\\/\     V/2/      \\/->    V '*'     V^     l/tJ/     \V/7     V   8/ 

et  la  divergence  de 

/  1  \    \       \       ;   1  i  \  1  ^    \       ^ 


(*)  Voir  ci-ilossiis  (13). 


SÉUIES.  35 

Xf.  Drinoildcr  les  irlalions  siiivanlcs,  dans  lesquelles  a 
est  un  nombre  entier  donné  : 


y        *       _    '  y  \ 

^^  n  (n  -4-  a)      «  *^,  « 

5"        1           '  y     ^    . 

"^1  M  (w  -4-  a)  {n  -4-  2a)       2a  -^i  n  [n  -+-  a) 

2  -                            2 

\ 

n      <0\n 

n. 


XII.  De  quelles  natures  sont  les  séries  ayant  pour  termes 
généraux  : 

1  1 


n  -H  1  -+-  cos  nn  "       (?i  -4-  1  -+-  ces  «tt)^ 

1  I 


n  sm —  n  cos  —  n  sm n  cos  ^ 

2  2  \  2  2/ 

Xin.  Evaluer  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la 
série 

(  I  -f-  X)  -+-   (X^  -t-  X*  -t-  X^)  -+-  (X*    4-  x'  -+-  x"  -H  x")  H 

Vers  quelle  limite  tend  celte  somme,  lorsque  x"^  est  infé- 
rieur à  l'unité? 

C)  Dans  CCS  diverses  égalités,  la  lellrc  2  (sigma)  désigne  une  somme; 
les  indices  de  celte  lettre  sont  les  i-aleurs  extrêmes  du  nombre  entier  n. 
Si,  par  exemple,  a  =  5  et  p  =  5,  la  dernière  relation  exprinne  que  la  série 

1  1  1 

+  „ -t- 


1.4..7. 10.13      2.5.8.11.11       3.6.9.12.15 
a  pour  somme  : 

1  r    1  1  1  1     -] 

T2  Lm.7.10  "*"  2.5.8.11  "*"  3.6.9.12  "*"  4.7  lO.lsJ' 
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XIV.  Admettant  que 

i       \        1 


trouver 


i 

4       9       1 G 


1        I         i 

S=  1 1 

4       9       d  G 


XV.  S  désignant  la  somme  de  la  série 


i       i       1 

:2       5       4 


prouver  que 


^^__U—    Ih 1 — 1h 1 h-    -H  ■••=  — 

2      5\        2/      4\        2      5/      o\        2      5      4/  2 

XVI.  Théorème.  —  Si  l'on  a 

0  <ui  <  ii2  <  •••  <  ï',.-i  <  "„  <  u„^i  <  •••, 
et 

Uni  î(„=  ) , 

/  e^oHf  une  quantité  finie;  la  série  est  indéterminée  (*). 

XVII.  Théorème.  —  S/  a  -4-  1  surpasse  h,  et  que  2b  soit 
un  nombre  entier,  on  a 

\  1      -'         1 

5  — — ,---y  — — (**)• 

■^1  [n  -+-  a)"  —  b-       26  •*^,  /<  -+-  a  —  6 

(*)  On  peut  comparer  ce  théorème  avec  celui  (juc  nous  avons  démontre 
ci-dessus  (îo.  Rem.  II). 
(**)  Par  exemple, 

111  2 


,._iiv  3=-fir  .i.-/ir 


si:  lui:  s.  35 

XVIII.  TiiÉonÈME.  —  Soit  u)ic  .série  à  lenncs  jjositifs  et 
(lécroissaiits  : 

i         \         l  1 

A,        A,        A3  A„  ^    ' 

A  H  moijcn  des  différences  positires 

Ai  —  A ,  =  rt, ,     A3  —  Aj  =:  «2 ,  . . .  A„^,  —  A„  =  a„ , 
on  forme  une  seconde  série 

I        1        d  I 

1 1 (-•••H »-•••  (2) 

o,       Ui       «3  a„ 

Cela  posé  : 

1°  Si  la  série  (2)  est  convergente,  on.  si  elle  n'est  pas 
plus  divergente  que  la  série  harntoniqiie ,  la  série  (1)  est 
Convergente  ; 

2"  Si  la  série  (2)  est  plus  divergente  que  la  série  harmo- 
nique, et  que  le  dénominateur  a^  tende  vers  une  limite,  la 
série  (I)  est  divergente. 

XIX.  Théorème  de  Dirichlet.  —  La  somme  d'une  série 
convergente  n'est  pas  altéréepar  un  changement  dans  l'ordre 
des  termes  lorsque  ceux-ci,  pris  positivement,  forment 
encore  une  série  convergente. 

XX.  Théorème  de  Riemann.  —  Soit  une  série  conver- 

gente 

Ui  —  Ui  -4-  */3  — "i  -H  •••, 

qui  cesse  de  l'être  quand  les  termes  sont  pris  positivement. 
Si  l'on  change  l'ordre  de  ces  termes,  la  série  peut  :  1"  rester 
convergente  ;  2"  devenir  divergente  ou  indéterminée.  En 
outre,  dans  le  premier  cas,  la  somme  de  la  nouvelle  série 
peut  être  prise  arbitrairement. 

XXI.  Théorème.  —  5/  la  série 

u,  —  »2  -+-  u-,  —  a.  -\-  ■■■ 
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est  convergente,  les  séries 

(?/,  -+-  W3)  —  (?/2  -H  Ui)  -+-  («5  -f-  V-)  —  [Vf,  -+-  î/g)  -+-  •••, 
(«,-+- î/n+î/j)  —  (M2-+-Wi-t-î/c)-+-(w7-+-t/,j-t-?/„)  —  ('/8-H?/,o-+-»')î)- 

o«<  7»ê»îe  somme  que  la  première. 


CHAPITRE  II. 

ARRANGEMENTS  ET  COMBINAISONS. 
néflnItloiiH. 

31.  1°  On  nppcllo  arrangements  de  n  lettres,  p  à  p.  les 
mots  composés  de  p  lettres  prises  parmi  les  n  lettres  don- 
nées (*). 

D'après  cette  définition,  deux  arrangements  quelconques 
diffèrent,  soit  par  les  lettres  qui  y  entrent,  soit  par  l'ordre 
(le  ces  lettres. 

Ainsi  les  arrangements,  trois  à  trois,  des  cinq  lettres  a, 
h,  c,  d ,  e,  sont 

ahc,     bac,     bca ,     bdc ,     cda ,     dbe.... 

2"  Les  permntalions  de  n  lettres  sont  les  arrangements 
formés  avec  ces   lettres  prises   tofitcs   ensemble  (**).   Par 

(*)  r.t'Ilf  (lolinilion ,  asso7,  clillYMonle  dos  (lofinilions  onlinaiivs,  nous  a 
sciiilili'  |iioprc  à  ompècher  los  élèves  de  eonfoiulre  les  arrangements  el  les 
i;oml)inaisons.  11  osl  peut-être  superflu  d'ajouter  que  les  assemblages  dt* 
lettres,  auxquels  nous  donnons  le  nom  de  mots,  peuvent  n'avoir  aucune 
signilioalion;  ils  peuvent  même  n'être  pas  prononçables. 

{**)  Les  permutations  sont  donc  un  cas  pailiculior  des  arrangements. 
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exemple,  les  lettres  a,  h,  c  (loiiiieiit  les  six  pcrimitalions 

ahc ,     ach ,     hac ,     hra,     euh,     cba. 

3°  Enlin ,  on  a|)[)eile  combinaisons,  les  arranr/ements 
dont  la  composition  est  <lifj'érei(te,  c'est-à-diic  les  arrangc- 
nieiils  tels,  que  deux  (juelcoinnics  d'enlrc  eux  difTèrenl  au 
moins  par  une  lettre. 

Les  combinaisons  des  letties  a,  b,  c,  cl,  e,  |)rises  liois  à 
trois,  sont  donc 

abc,     abd,     abe,     acd,     ace,     ade,     bcd,     bce,     bde,     cde. 

S2.  Remarques.  —  I.  L'ordre  des  lettres,  dans  une 
combinaison  donnée,  est  indifférent  :  pour  plus  de  simpli- 
cité, on  clioisit  ordinaii'ement,  comme  nous  venons  de  le 
faire,  l'ordre  alpliabéti(|ue. 

IL  Tant  de  lettres  que  l'on  voudra,  prises  toutes  ensem- 
ble, donnent  lieu  à  une  seule  combinaison. 

IIL  Pour  effectuer  les  arrangements  p  à  p  de  n  lettres, 
on  peut  combiner  d'abord  ces  lettres  p  àp,  et  permuter 
ensuite  les  p  lettres  entrant  dans  chaque  combinaison.  Il 
est  visible,  en  effet,  que  si  l'on  opère  ainsi,  il  n'y  aura  ni 
arrançjement  omis,  ni  arrangement  répété. 

Les  combinaisons  écriles  ci-dessus  donneraient,  de  celte 
manière,  les  soixante  arrangements,  trois  à  trois,  des  cinq 
lettres «,  b,c,  cl,  e;  savoir: 

iibc ,  cdjd ,  abe,  cde, 

acb,  culb,  aeb,  ceit, 

bac,  bad,  bue,  ....  dce, 

bca,  bdu,  bea,  dec, 

cab,  dab,  eab,  ecd , 

cba,  dba,  eba,  edc. 
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Pr(»hli*ni«'H   priiicipiiiix. 

»3.  Pf<OBLKME  1. —  Trouver  le  nombre  des  arrcnifjeinenls, 
|j  à  jj,  de  n  lettres. 

Soit  A„,p  ce  nombre.  Pour  le  déterminer,  observons  (jue 
si  Ton  connaissait  les  arrangements  p  —  1  à  p  —  1  des 
H  lettres  données,  arrangements  dont  le  nombre  sera  dési- 
gné |)ar  A„,p_i,  on  formerait  aisément  les  arrangements 
j)  à  p  des  mêmes  lettres.  En  effet ,  à  la  droite  de  chacun 
des  ar)angenienls  composés  de  p  —  1  lettres,  inscrivoits, 
successivement,  chacnne  des  n  —  (p —  1)  lettres  (jui  n;/ 
entrent  pas  :  nous  obtiendrons,  sons  ojnission  et  sans 
répétition,  les  arrangements  cherchés.  D'ailleurs,  chatjiic 
arrangement  de  p —  1  lettres  a  produit  n — /)  h-  1  arran- 
gements de  p  lettres  ;  donc 

A„,  ,,  =  (;<—/>  -H  I)  A„,,,_,. 

Cette  lelalion  générale  donne,  pai'  le  changement  de  y>  en 
/.-1,;)-2,\..,5,2: 

A„.„_,  =  (»  —  ;>  -+-  2)A,„,,_,, 


A,„5=(«-2)A„.,, 
A,,.  =  (/i-  1)A„,,. 

D'ailleurs,  A,,,,,  ou   le   nombre  des  arraiigements  de  n 
lettres  prises  I  à  I,  est  éviilcmnicnt  /(.  Vnv  suite, 

K.  =  n{n-\)...{n-p-^  I).  (A) 

Telle  est  la  loninde  cbcrebéc.  Klle  exprime  que  lo  nombre 
des  arra)iijrmrnls  |)  (/  p,  de  n  lettres, est  ér/al  au  produit  de  p 
)iombres  entiers,  consécutifs  et  décroissants,  dont  lepremier 
est  n. 
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34.  Problème  IF.  —  Traîner  le  nombre  P„  dea  permuta- 
tions de  n  lettres. 

Si,  dans  la  formule  (A),  on  sii|)|)osc  ])  =  n,  on  trouve 

A„,  „  =  n  {n  —  I) ...  i, 
ou 

P„  =  1.2.5...  n.  (H) 

Ainsi,  le  nombre  des  permutations  de  n  lettres  est  égal  au 
produit  des  n  premiers  nombres  naturels. 

35.  Problème  III.  —  Trouver  le  nombre  des  combinai- 
sons, pop,  de  n  lettres.  D'après  la  Remarque  III  (3«),  cha- 
cune de  CCS  combinaisons  donne  autant  d'arraniremenls  que 
l'indique  le  nombre  P„  dos  permutations  de  p  lettres;  donc 
le  nombrç  A„,p  des  arranrjetncnts  de  n  lettres,  p  à  \),est  égal 
au  nombre  C„_p  des  combinaisons  de  ces  n  lettres,  multiplié 
par  le  nombre  Pp  des  permutations  de  p  lettres;  donc  aussi 

C.,  „=^-  (C) 

36.  La  formule  (C)  peut  être  écrite  de  différentes  ma- 
nières. D'abord,  si  l'on  remplace  le  numérateur  et  le  déno- 
minateur par  leurs  valeurs  tirées  des  formules  (A)  et  (B), 

on  aura 

n{n—\)...{n  —  p-^\)^ 

•    i.2.D...p 

ou,  en  observant  que  les  deux  termes  contiennent  le  même 
nombre  de  facteurs, 

n    n  —  1     n  —  2      n  —  »  -+-  I 

C„,  = E) 

■'^12  3  p 

Ainsi,  le  nombre  des  combinaisons  de  n  lettres,  p  à  p,  est 
égal  au  produit  des  p  fractions 

n      n  —  1      n  —  2  n  —  p  -v-  I 

T'        2     '        3     '       '  n 
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Enfin,  si  l'on  multiplie  les  deux  termes  de  la  fraction  (D) 
par  1.2. 3  ...  (n  —  p),  on  obtient 

1.2.3...  n 

r      _= .  (F) 

"•"       1.2.3...p.1.2.D...(n  — p)  ^  ' 

37.  Remarques.  —  I.  Les  combinaisons  de  n  lettres  sont 
nécessairement  en  nombre  entier;  donc  la  fraction  (D)  doit 
être  réductible  à  un  nombre  entier,  ou,  ce  qui  est  équi- 
valent : 

Le  produit  de  p  nombres  entieî's  consécutifs  est  divisible 
par  le  produit  des  p  premiers  nombres  naturels  (*). 

II.  Le  second  membre  de  la  formule  (F)  ne  change  pas 
(|uand  on  y  remplace  p  par  n  —  p;  donc 

C,,p  =  C„.„_,;  (G) 

ou ,  en  d'autres  termes  ; 

Le  nombre  des  combinaisons  de  n  lettres,  prises  y  à  p,  est 
égal  au  nombre  des  combinaisons  de  ces  lettres,  prises  n  —  p 

38.  Applications.  —  I.  Combien  les  10  lettres  du  mol 
LOGARITHME,  pviscs  1  à  1 ,  2  »  2 ,  ... ,  1 0  «  1 0 ,  pouvcnt-etles 
former  d'arrangements? 

La  formule  (A)  donne,  successivement  : 

A,o,,=  10,     A,o,î=  10.9  =  90,     A,o.3  =  90.8  =  7-20, 

A,„.4=  720.7  =  D  040,     .4,o.s  =  y  040.G  =  50  240, 

A,o, 6  =  50  -2 iO. 0  =  1  :i  1  200 ,     A,o.  7  =  1  o  i  200.4  =  (iOi  800 ; 

A,p,g  =  G04  800.5  =1814  400 , 

Aïoig  ==  A,„,  ,0  =  P,o  =  1  814  400.2  =  5  628  800. 

(*)  Oïl  poul  cloniontrer  ci*  tiiéorcme  par  dos  considérations  puremenl 
arithniéliquos. 

(**)  Celle  propriété  est  presque  évideiile  :  à  cliaque  combinaison  ren- 
fermant p  des  n  letlrâs  données,  correspond  une  combinaison  formée  des 
Il  —  p  autres  lillres ;  donc  le  nombre  des  premières  comliinaisons  est  épal 
au  nonii)re  des  dernières. 
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Ainsi,  avec  les  10  lelircs  données,  on  pciil  former  10 
mots  d'une  leltre,  90  mois  clo  deux  Ictdes,  ...,  5  028  800 
mois  de  dix  lellres  :  en  lout,  9  8G4  100  mois.  Il  esl  évident 
que  ces  nombres  seraient  eonsidérablemcnl  réduits  si  Ton 
rejetait,  par  exemple,  tous  les  mois  reiifermanl  trois  con- 
sonnes conséeulivcs  (*),  tous  ceux  qui  ne  contiennent  pas 
de  voijelles,  etc. 

II.  De  combien  de  manières  12  personnes  peuvent-elles 
occuper  \^  j)laces  autour  d'une  table? 

Ce  nombre  esl 

P„=  1.2.5.4.0.6.7.8.9.10.11.12  =  479  001  GOO  (**). 

III.  Dç  combien  de  manièirs  peut-on  choisir  5  cartes  dans 
un  jeu  de  piquet? 

L'ordre  dans  lequel  les  5  cartes  choisies  ou  tirées  étant 
indifférent,  le  nombre  cliercbé  est  celui  des  combinaisons 
de  32  lettres  5  à  o,  c'est-à-dire 

52.51.30.29.28 

C3,  s  = =52.51.29.7=  201  576. 

1.2.5.4.0 


Permutations  et  eonibiiiulsons  avec   répétition. 

39.  Dans  ce  qui  précède,  les  lettres  arrangées  ou  com- 
binées étaient  essentiellement  différentes.  Quand  cette  con- 
dition est  supprimée,  on  a  des  arrangements  ou  des  combi- 
naisons avec  répétition.  Par  exemple,  on  peut  se  proposer 
la  question  suivante  : 

(*)  Ordinairement,  ces  mots  ne  sont  pas  prononçables  :1e  mot  locja- 
rithme  fait  exception. 

(**)  Si  les  12  personnes  effectuaient  une  permutation  [lar  minute,  et  si 
elles  consacraient  à  ce  travail  12  heures  par  jour  et  560  jours  par  année, 
il  leur  faudrait  1848  ans  pour  venir  à  bout  de  leur  tâche  ! 
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Quel  est  le  nombre  N  des  permutations  de  n  lettres,  parmi 
lesqiielles  se  trouvent  a  fois  la  lettre  a,  Çj  fois  la  lettre  Ij,  ..., 
0  fois  la  lettre  l? 

Pour  effectuer  ces  permulations,  il  sufifiriiit  de  faiie  occu- 
per, i)ar  les  n  lettres,  n  places  données.  De  ces  n  places, 
y.  peuvent  être  occupées  par  les  a  lettres  a ,  d'autant  de 
manières  que  l'indique  le  nombre  C„, ^  des  combinaisons 
de  n  lettres,  x  à  y..  De  même,  [3  des  n — a  places  restantes, 
peuvent  être  remplies  par  les  [3  leltri's  h,  d'un  nombre  de 
manières  égal  à  C„_^,,3;etc.  Enfin,  quand  toutes  les  lettres, 
autres  que  t,  auront  été  employées,  il  restera  0  places,  dont 
la  répartition  entre  les  0  lettres  /  se  fera  d'une  seule 
manière,  ou  d'un  nombre  de  manières  éizal  à  Co.o  (38.  II). 
Par  suite, 

OU 

1.2.5.../? 


J.2.5...aX  1.2.5...  iX  ...X  1.2.5  ...0 

40.  RcDiarque.  —  La  formule  (H)  est  la  iiénéralisalion 
lie  la  formule  (V).  Klle  moniro  (pie  si  un  nombre  entier  u 
est  égal  à  la  somme  des  nombres  entiers  a,  jj,  y,  ...,  0,  le 
produit  1.2.5  ...  n  est  divisible  par  le  produit 

1.2... a.  1.2...  3...  I.2...0. 

41.  Application.  —  De  combien  de  manières  peut-on 
permuter  les  "21  lettres  du  mot  constiti  tionm-.i.lkmkm? 

Ce  mol  coniioiit  2  lois  \\\  leiire  o,  i  fois  la  li'iire  // ,  cic; 
donc 

1. 2.5.4. ri. <;. 7.8. 9...  21 


N  = 


1 .2. 1 .2.5.4. 1 .2.5.4. 1.2! .2.5. 1.2 
y.7.!).l().ll.7.i:i.l(;.  I7.IS.I!).20.I  I, 
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OU 

N=  I42  14G7I8  yfiOOOOC). 

4«.  Combinaisons  arec  répétition  (**).  —  Supposons, 
|)our  fixer  les  idées,  que  trois  lettres  o,  h,  c  aient  été  com- 
binées 7  à  7,  (le  la  nuuiiùre  suivante  : 

aaabbhb,     ablibbcc,     bbcrccc,     uaaaacc,   (I) 

Dans  chacune  de  ces  combinaisons,  substituons,  à  cliaque 
lettre  répétée,  le  rang  qu'elle  occupe  dans  la  combinaison  : 
la  suite  (1)  sera  remplacée  par 

«256507,     abôi'Scl,     62c4d()7,     a234oc7,   (2) 

Cette  nouvelle  suite  contient  toutes  les  combinaisons 
simples  des  trois  lettres  a,  b,  c  et  des  six  chiffres  2,  5,  4,  î>, 
6,  7.  Le  nombre  des  termes  de  la  suite  (1),  égal  à  celui 
des  termes  de  la  suite  (2),  est  donc  Cj+g.t,  ou  56.  Le  même 
raisonnement  subsiste  dans  le  cas  de  n  lettres  combinées 
])  à  p.  Donc  la  formule  des  combinaisons  complètes  est 

(*)  Quand  une  perniut;ition  oITre  un  sens,  elle  prend  le  nom  iVana- 
gramme.  Quelques  anagrammes  sont  célèbres  :  dans  frère  Jacques  Clé- 
ment, on  trouve  :  c'est  V'enfer  qin  m'a  créé;  un  poëte  composa  cette  ana- 
gramme pour  Marguerite  de  Valois  :  Salve,  Virgo,  Mater  Dei.  Enfin, 
Révolution  française  donne  lieu  à  deux  curieuses  permutations  :  Un- 
Corse  la  finira  ;  Veto.  —  La  France  veut  son  roi. 

Au  lieu  de  permuter  des  lettres,  on  peut  faire  des  permutations  de  mots  : 
une  scène  du  Bourgeois  gentilhomme  contient  un  exemple  de  ces  jeux 
d'esprit.  En  voici  un  autre,  moins  connu  : 

Saint  Honoré 

Dans  sa  chapelle, 

Avec  sa  pelle, 

Est  honoré. 

Ce  quatrain  en  produit  vingt-quatre,  exprimant  tous  la  même  idée. 
{**)  On  dit  aussi  combinaisons  complètes. 
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43.  Application.  —  Quel  est  le  nombre  des  termes  d'un 

polijnôme  homogène  complet,  du  degré  p,  renfermant  n  let- 
tres a  ,  I),  c,  ...  l? 

Si  Ton  fait  abslraction  des  cocfficienls,  un  terme  quel- 
conque (lu  polynôme  a  la  forme  cv^yc'  ...t'',  pourvu  que 

a  -4-  p  -\-  y  -+-•••  H-  0  =  p. 

D'ailleurs  l'expression 

a^-b^c'...  t^  =  aaa  ...  hhb  ...  nr ...  tt ... 

peut  cire  regardée  comme  une  combinaison  renfermant 
a  fois  la  lettre  a,  [i  l'ois  la  lellrc  b,  etc.  Donc  le  nombre 
cherché  est  N„,p. 

Par  exemple,  le  développement  de  (a  -hb  -h  cj'^  contient 
5G  termes.  De  même,  le  nombre  des  termes  du  déNcloppe- 
mcnt  de  (a -h  b -+- c -+- d -i- e -h  f -h  gy  est  Cj^-.,  3  =  8i. 

TriaiiKie  aritbnii-tique. 

44.  La  formule 

I  2  p 

peut  être  écrite  ainsi  : 

n  —  î9  -t-  1        /»-+-! 
r      — r         . L f         r 

p  p 

Mais, 

■  ^fi,  ;)-!  =  ^'N+).u' 
P 

donc 

ou,  si  l'on  rem|)lace  n  par  n  —  1  : 

r.„,„  =  c„  ,,^_,  H- ('.,,.,.  (K) 
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Ainsi,  le  nombre  des  combinaisois  de  n  lettres,  p  à  p,  est 
égal  à  la  sonune  du  nombre  des  co7)ibinaisons  de  n — ■  1  let- 
tres, p  —  1  à  p  —  1 ,  et  du  nombre  des  combinaisons  de  n  —  1 
lettres,  p  à  p. 

Ce  théorème,  qui  permet  évidemnienl  croblenir  les  nom- 
bres (le  combinaisons,  par  (les  additions  successives,  parait 
en  dt'faui  dans  le  cas  de  p=\.  Mais,  comme  la  relation 
C„,,,=  C„,„_p  devient,  si  l'on  suppose /)  =  0,  C„  (,=C„,„  =  1, 
on  peut  convenir  que  V expression  C„  „  èjale  l'unité. 

Cela  posé,  si  l'on  part  de  G,,  o=  1  et  de  C,, ,  =  1 ,  et  que 
l'on  applique  la  formule  (K),  on  formera  le  tableau  suivant, 
connu  sous  le  nom  de  Triangle  arithmétique,  de  Pascal. 
Dans  ce  tableau,  le  p'"""  terme  d'une  ligne  horizontale  de 
rang  n,  égal  à  C„  ,,,  s'obtient  en  ajoutant  le  terme  de  même 
rang,  dans  la  ligne  précédente,  avec  le  terme  qui  précède 
celui-ci. 

I     i 

4     2     1 

15     3     1 

14     6     4     I 

I     5     10     10     5     1 

1     G     15     20     15     6     1 

1     7     21     55     5d     21     7     1 


45.  Remarques.  —  D'après  la  manière  dont  le  triangle 
arithmétique  est  formé  : 

1°  Dans  une  ligne  horizontale  quelconque,  les  termes  à 
égales  distances  des  extrêmes  sont  égaux  ;  et,  conséquem- 
ment,  la  somme  des  termes  de  rang  pair  est  égale  à  la 
somme  des  termes  de  rang  impair; 

2°  Chacune  de  ces  sommes  égale  la  somme  des  termes 
contenus  dans  la  colonne  précédente; 

5°  La  somme  des  termes  de  la  n'*°'  colonne  est  2°; 
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4"  Le  p''"*  terme,  de  la  n"""*  colonne,  est  ér/al  à  la  somme 
(les  termes  de  ranrj  p  —  1  dans  toutes  les  colonnes  précé- 
detites  ; 

l)"  D'après  cela,  la  somme  des  nombres  de  combinaisons, 
\)  à  \),  de  p  lettres,  de  p  -+-  1  lettres,  ...,  de  u  lettres,  éyale  le 
nombre  des  combinaisons  de  n  +  1  lettres,  p-f- 1  «  p  h-  1  (*). 

Par  exemple, 


ou 


ou 


y.8.7.G       8.7.C       7.G.U       fi.a.i       5.4 

= h 1 1 1-  4  -f-  I , 

1.2.3.4        1.2.3        1.2.5       1.2.3        1.2 

1 20  =  oG  -+-  55  -t-  20  -+-  10  -+-  4  -+-  1 . 

Mlarefrireg. 

I.  Quelle  sérail  la  hauteur  d'une  pile  foiniée  j)ar  \v  ))apier 
nécessaire  pour  écrire  toutes  les  pernuiiatioiis  îles  k-tires 
composant  ce  vers  : 

Qui  n'a  pas  ce  qu'il  veut,  doit  vouloir  ce  qu'il  a? 

L'épaisseur  des  rames  empilées  les  unes  sur  les  autres  est 
de  5  cenliiuètres;  eliacpierame  contient  (lOO  feuilles;  chaque 
feuille,  4  pages;  chaque  page,  45  lignes;  et  chaipie  ligne, 
2  permutations. 
Réponse  : 

iO  549  548  759  409  515  505  11  G  800  mètres  f  *). 

(*)  iNous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  démontrer  ces  propriétés  inté- 
ressantes. La  dernière,  <|ue  l'on  peut  lurniiiler  ainsi 

n-    p 

2       C,,+i,  ;,  =  Ck^-i.  ,,4.1 , 
0 

est  une  consécpienee  de  l'équation  \K). 

(•*)  eSUSO  120  433  2S0  fois  la  dislance  de  la  Tcrn'  au  Soleil' 
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II.  Combien  y  a-t-il  do  pailics  de  domino  csscnliellemenl 
(liiïéreriles?  I.e  jeu  se  eoniposc  de  28  dés,  et  chaeim  des 
deux  joueurs  eu  prend  7. 

Réponse  :  157  080  171  200. 

III.  (]ond)ien  y  n-l-il  de  parties  (.Vkarté  essenlieiicment 
di  lié  rentes''^ 

Réponse  :  oU  883  858  oGO. 

IV.  (jonibien  y  a-t-il  de  mots  formés  de  trois  voyelles  et 
de  six  consonnes? 

Réponse  :  dS  ioij  ÙOi  GOO. 

V.  Les  deux  faces  d'un  jeton  de  forme  hexagonale  sont 
partagées'  chacune,  par  trois  diamètres,  eu  six  triangles 
équilatéraux  égaux  entre  eux.  On  applique,  sur  chaque 
triangle,  une  des  sept  couleurs  primitives,  de  manière  que 
deux  triangles  appartenant  à  la  même  face  ne  soient  pas  de 
la  même  couleur.  Combien  peut-on  former  de  jetons,  esseu- 
liellement  inégaux,  satisfaisant  à  ces  conditions  ? 

Réponse: '■2  iUSOO. 

VI.  De  combien  de  manières  peut-on  appliquer  quatre 
des  sept  couleui's  primitives  sur  les  quatre  faces  d'un  té- 
traèdre régulier? 

Réponse  :  70. 

Vil.  Ayant  pris  sur  un  plan  n  points  a,  b,  c,  ...,tels,  que 
trois  d'entre  eux  ne  soient  pas  en  ligne  droite,  on  les  joint 
deux  à  deux  par  des  droites  ab,  ac,  bc,  ...,  qui  se  coupent 
en  de  nouveaux  points  A,  B,  C,  ...  Quel  est  le  nombre  ^' 
de  ces  points? 

Réponse  :  ^ 

.\  =  -n(n  _1)(«_2)(m-d). 
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VIII.  Quel  temps  fandraii-il  pour  ranger  dans  une  boite 
y  dominos,  de  toutes  les  manières  possibles,  les  vingt-huit 
dés  composant  le  jeu?  On  suppose  que  chaque  rangement 
puisse  s'effectuer  en  une  minute  et  que  les  dés  soient  tou- 
jours tournés  dans  le  même  sens. 

Réponse  : 

504  888  444  Cil  71 3  8G0  301  504  000  000  minutes , 

ou  environ  5  800  quintillions  de  siècles! 
IX. 

m       m  (m  —  i)  w (m  —  i) ...  (m  —  p  -+- 1) 

~T"^  Ta  4.2.../> 

{m-i){m-^)...{m-p) 
"  1.2...;>  ^^■ 

X.  Théorème.  —  1°  Les  combinaisons  de  2n  lettres, 
prises  n  à  n,  sont  toujours  en  nombre  pair; 

2°  Ce  nombre  pair  est  divisible  par  n-h  \  et  par  2n —  1 . 

XI.  TiiKùRÈME. —  1"^  étant  la  fraction  irréductible  équi- 
valente à 

1 .  2  .  5  ...  (a  -H  6  —  n 

; i_  =  c 

1.2.5...rt  X  1.2.5...6         ' 

le  dénominateur  D  divise  a  et  b  ; 

2"  C  se  réduit  à  un  nombre  entier,  si  a  e/  b  sont  premiers 
entre  eux. 

XII.  Si  a  et  h  .^ont  premiers  entre  e^ir, 

1. 2.5...  (2a)  XI. 2.3.. .(2^) 

^  entier  ('*). 


1.2.3...aXl.2.ô...6xl.2.D...(a-t-6) 


(*)  Formule  de  M.  Gcnocchi.  {XouvcUes  .innahs,  1869,  p.  132.) 
(**)  Los  trois  dernières  quoslions  apparliennent  plutôt  à  la  théorie  des 
nombres  qu'à  la  liiéorie  des  combinaisons. 
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CHAPITRE  III. 

FORMULE    DU    BINÔME. 


â6.  Afin  de  découvrir  la  formule  qui  donne  le  dévelop- 
pement de  la  puissance  ni'^""  iVwu  binôme  x-i-o,  m  étant 
supposé  entier  et  positif,  cherchons  d'abord  à  ordonner, 
suivant  les  puissances  descendantes  de  x,  le  produit  P  des 
m  binômes 

X  -II-  Uy     X  -i-  h,     x  -+-(•,...,  X  -f-  /r ,     X  -h  l. 

A  cet  efiel,  observons  que  si  l'on  multipliait  x  -h  a  par 
x-t-  6,  puis  le  produit  par  x-i-c,  etc.,  et  qu'on  ne  fit  aucune 
réduction,  un  terme  quelconcjue  de  P  serait  égal  au  produit 
de  m  facteurs,  pris  respectivement  dans  les  m  binômes 
donnés. 

Conséquemment  : 

1°  Le  premier  terme  de  P  est  x"'; 

2°  Pour  former  un  terme  contenant  x"*"',  on  doit  prendre 
le  premier  terme  x  dans  m  —  1  des  binômes;  et,  dans  le 
binôme  restant,  prendre  le  second  terme  :  le  coefficient 
de  x'""*  est  donc  la  somme  S\  des  seconds  termes  des 
binômes; 

ù°  Pour  obtenir  un  terme  contenant  x'""^  on  doit,  dans 
m  —  2  des  binômes,  prendre  le  premier  terme  x;  et,  dans 
les  deux  binômes  restants,  prendre  le  second  terme  :  le 
coefficient  de  x""  "  égale  donc  la  somme  S^  des  produits 
deux  à  deux  des  seconds  termes  des  binômes  ;  etc. 

4°  En  général,  le  coefficient  de  x""''  est  égal  à  la  so7nme 
Sp  des  produits  p  «  p  des  seconds  termes; 

i 
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o"  Enfin,  le  deinier  terme  de  P  est  le  produit  abc  ...  A7 
des  seconds  termes,  produit  que  nous  représenterons  par  S,,,. 
On  a  donc 


(<) 


(x  -+-  a)  (x  -+-  b)  (x  -+-  c) . . .  (x  -+-  k)  (x  ■+-  l) 

=  x"'  -4-  S,x""'  -f-  SiX"'~*  -+-  •••  -+-  S^x'""''  ■+■ H  ^„,.j 

4î^.  Dans  la  formule  (1),  supposons 

/j^c  =  -'-  =  /:=^/  =  a: 

le  premier  membre  deviendra  (r-h  a)"'.  En  même  temps  : 

1°  S)  =  a  -h  6  -+-  r  -h  ...  H-  A-  H-  /  se  réduit  au  produit 

le  a  par  le  nombre  )n  des  seconds  termes  : 


( 

m 
S,  =  j  a  ; 

2°  Sa  =  o^  H-  rtc  H-  ...  6c  -h  ...  -+-  kl  se  réduit  au  pro- 
duit de  a'^  par  le  nombre  des  combinaisons  deux  à  deux 
des  lettres  a,  b,  c,  ...,  k,  l  : 

m{m—\)    .^ 

bj  = a-  ; 

1.2 

etc. 

5°  En  général,  Sp  se  réduit  au  produit  de  a''  par  K- 
nombre  des  produits  p  à  p  ou  par  le  nombre  des  combi- 
naisons, ;)  à  p,  des  lettres  a,  b,  c,  ...,  A-,  /  : 

S„  =  C„,p.a''; 
4"  Enfin, 

S,„  =  a-. 
Par  suite  : 

in 

(x  -^-  a)'"  =  x'"  H «x'"  '  H H-  r„.p«''-E'"  *"  -< •-  ""'•  (2) 

Telle  est  la  formule  du  binôme,  duo  à  Newton  (*). 
C)  Ou  plutôt  à  Pascal  {Nouvelles  Annales  de  Mathém. ;  inia  1869). 
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éH.  Iîo)uar(jncs.  —  I.  j^c  (lévi'loppcinont  de  (x -h  n)'"  csl 
homogène  cl  du  degré  m  :  ce  iésiil(;il  es(  dû  à  l'homogé- 
néilé  du  binônie  (x-+-a)  (*). 

II.  Le  dévol()|)|)('iiit'iil  coiilieiil  m -h  \  (crmes. 

III.  Le  ter)iic  (pli  ('»  <i  p  avant  /<;/,  (juc  l'on  appelle  terme, 
f/énéral,  a  poui-  expression 

^  ^  mhn — ])(in — 2). ..(m — p-^\] 

J.2.5  .../j 

IV.  Les  coefficients  des  termes  également  éloignés  des 
extrêmes  sont  égaux. 

Le  coefficient  de  T^^,  est  C„  p.  Mais,  le  nombre  des 
termes  étanl  m  +  1 ,  le  ternie  gui  en  a  p  après  lui  en  a 
m-^p  avant  lui;  son  coefficient  a  donc  pour  valeur  C,„^  „,_,„ 
ou  C,„,p(34,  II). 

V.  Pour  les  aj)pli('ali()ns,  il  est  commode  de  reiidi'C  !<■ 
premier  terme  du  binôme  égal  à  l'unité.  Or 

(x  -+-  a)'"  =  x'"  f  I  -+-  -  1  =  x'"  (  1  -+-  z)"\ 

pourvu  que 

a 

X 

D'ailleurs,  comme  une  puissance  quelconque  de  Tuniié 
est  égale  à  l'unité, 

m  m  (m  —  i) 

Cette  nouvelle  formule  subsiste  quel  que  soit  m,  pourvu 

(*)  Il  u\v  a  pas  lieu  d'ajouter,  coiDine  on  le  fait  quekiiicfois,  (]ue  les 
exposants  de  x  L'u)il  en  diminuant,  et  ceux  de  a,  en  augmentant;  car  on 
s'était  proposé  de  développer  (x  -\-  a)™  suivant  les  puissances  décrois- 
santes de  X. 
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que  la  variable  z  soit  comprise  entre  H-  1  et  — 1 .  Celle  pro- 
position ,  dont  on  verra  plus  tard  la  démonstration,  doit 
être  entendue  ainsi  : 

Le  second  membre  de  l'équation  (4),  composé  d'un  nom- 
bre limité  de  termes  quand  m  est  entier  positif,  devient 
une  série  dans  tous  les  autres  cas.  Si  z  est  compris  entre 
-f-  1  et  —  1,  cette  série  est  convergente  et  a  pour  somme 

(1  +  zT. 

49.  Formalion  des  termes.  —  La  formule  (3)  donne 
m  (m  —  \)...(m — p)    ^,  ,       ^      m  —  pa    ,., 

Par  conséquent,  pour  passer  d'un  terme  au  terme  sui- 
vant, on  multiplie  le  coefficient  par  l'exposant  de  x  ;  en  le 
divise  par  l'exposant  de  a  augmenté  d'une  unité;  on  aug- 
mente d'une  unité  Vexposant  de  a  et  l'on  diminue  d'une 
unité  l'exposant  de  x. 

Appliquons  cette  règle  au  développement  de  {x  -+-  a)^. 
lNous  aurons,  successivement, 

9  8  7 

x\    -ax\    9.-a-x'  =  56aV,    3G.^aV  =  84oV, 
'12  5 

84. -«V=  12Ga*x^  etc.; 
4 

et  enfin 

(a-  +  af  =  X»  -t-  9(/x»  -f-  36aV  -+-  84fl*j«  -4-  I26a*j 


4^5 

-+-  l2C«*x*  -+-  84aV  -+-  ôCm'x-  -\-  9o''x  -¥-  a' 


.>0.  Rang  du  terme  qui  a  le  plus  grand  coefficient.  — 
Kcpréscnlons  par  C^^,  le  cocllicicnt  ilu  terme  de  ranj: 
/j  H-  1  ;  nous  aurons,  à  cause  de  la  formule  (a), 

m  —  /) 
Cp+î=  rCp+i-  (C) 

p  -*-  \ 
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Pour  de  pclitcs  valeurs  dey),  l;i  IVacl  ion  ^^^  surpasse 

l'uuilé;  donc  C^,^2  >  C^^,  :  les  coefficients  vont  d'ahord  en 

aïKjmcnlant.  Celle  augmenlalion  cesse  dès  que  le  fadeur 

^^^^^  devient  égal  ou  inférieur  à  Tunilé.  Par  conséquent,  le 

rang  du  plus  grand  coefficient  est  égal  à  la  plus  petite  valeur 

de  ])  -+-  \  qui  vérifie  la  relation  "'  ~  ^  ^  1- 

Elle  donne 

ni    \-  I 

P-^  1  >^ 

Donc,  1°  si  m  est  impair,  le  rang  du  plus  grand  coeffi- 
cient est 

m  -+-  i 
p  -»-  i  = ; 

2"  si  m  est  pair,  le  rang  du  plus  grand  coefficient  est 

m 

*  2 

Dans  le  premier  cas,  le  développement  a  un  nombre  pair 
de  ternies  ;  et  comme  p  -h  l  =  -^—  suppose 

m  —  p 

— r='' 

p  -i- 1 

//  y  a  deux  ternies  du  milieu,  dont  les  coefficients,  plus 
grands  que  tous  les  autres ,  sont  égaux  entre  eux. 
Dans  le  second  cas,  le  terme  du  milieu,  de  rang 

m 

p  -t-  1  = \-  \, 

^  2 

a  le  plus  grand  coefficient. 

51.  Développement  de  (x — a)'". — Si,  dans  la  formule (1), 

on  change  a  en  —  a,  on  obtient 

(X  -(/)"'=x'"-— «.i."'^'-+----+-(-  l)''C„yi''x'"-''-4-- ■  +  (-«)'".  (7) 
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53.  Uenicirqucs.  —  I.  Dans  les  formules  (I)  et  (^J),  fai- 
sons x-  =  o^l  ;  nous  aurons 

ni       m  {m —  I) 

2"'  =  1  H 1 j-  •••-+-  C„.  „  H H  1 , 

I  1.2  ' 

ï>j       m  (m  —  I  )  ,        > 

I  1.2  ^       ' 

Pai'  conscMiiieiit , 

1"  La  somme  des  coefficients  du  dêveloppemenl  deix-har 
égale  2'"; 

2°  La  somme  des  coefficients  de  rang  pair  est  égale  à  la 
somme  des  coefficients  de  rang  impair  (*). 

IF.  Si  Ion  rt'|iréscnte  par  P  la  somme  des  no)nbres  de 
combinaisons  de  m  lettres  prises  en  nombre  pair,  el  par  I 
la  somme  des  nombres  de  combinaisons  de  ces  m  lettres 
prises  en  nombre  impair,  on  aura,  en  se  rappelant  ([uc 
{\^^  ^z=  1  n'est  pas  iin  nombre  de  combinaisons  (-lO), 

P-t-  1  =  2'"-  I,     I  — P=  I; 

d'où 

I  =  2'"  S  P  =  2"'-*  —  1  i"). 

tC.rf'i-cirft. 

I.  Trouver  le  coenieienl  de  j*  dans  le  développeinenl  de 

(I  -+-  X  -H  j'-f-  •••  -+-  x"-')". 

I^n  conelure  le  n()nd)re  de  manière  de  former  fine  sonune  s, 
par  le  Jet  de  p  dés  à  m  faces.  (On  adnieilra  la  formule  du 
l)inôme  pour  le  eas  île  ICxposanl  entier  néiiatif.) 

(*)    Le  triangle  aritliinotitino  l'Uidiiil  aux  im'infs  conséquences. 
(**)  Ces  dernières  valeurs  cloimeiil  lieu  à  une  reniartine  assez  curieuse  : 
au  jeu  de  pair  ou  iioti,  il  y  a  aranlaje  à  parier  pour  impair. 
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IF.  Quoi  est  le  nombre  des  solutions  onliùrcs,  positives, 
(le  l't'(|iiation 

a-,  -+-  a-j  -H  Xj  -+-  a-4  -+-  x,,  -+-  Xq  =  57  ? 

Rrpnnso  :  570  992. 
III.  Vérifier  la  relation 


-V»  jf  or  T*  X 


I  — X       I— x^       I     X*       ]—j'      1— x" 

X*"  X**  x^'  x^" 


1-x"     l-x*'     l-x''     l-x'»     1-x"     l-x"     1-x' 


0 


IV.  Développer, en  série  ordonnée  suivant  les  puissances 
entières  'et  positives  de  .r,  la  lonetion 


2x^  3x'  ix* 


1  —  X       1  —  x"       I  —  5^       I  —  X* 

Quel  sera  le  eoelïicient  de  x"?  La  série  est-elle  conver- 
gente? (1  >  X  >  0). 

V.  Démontrer  la  formule 

''m+m'+ii  -1,11  =^    ('-'in+i-^l,  1    X    *-'»»'+«     i -I,  .i-i)î 

II 

dans  laquelle  i  est  une  variable  qui  reçoit  les  valeurs  0,  1, 
%  5,  ...,n. 

VI.  Démontrer  la  relation 


5  c„„,xc„,,„  ,  =  c 


m+m : p  ■ 


(*)  La  variable  x  est  comprise  entre  —  1  oH- 1 .  Le  ternie  général,  dans 
le  second  membre,  étant  représenté  par  dr  ^  ,,>  les  facteurs  premiers  de  n 
sont  impairs  et  inégaux  :  le  signe  -+-  répond  au  cas  où  ces  facteurs  sont 
en  nombre  pair. 
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VU.  Démonlrcr  que  les  deux  sommes 
p 

0 

P' 

^     '-'m'— i,  m'— p'    X    ^m+-i4-l,p 
0 

sont  équivalentes. 

VIII.  Démonlrer  la  relation 

2"c..,.XC,„_,,„_,  =  2»". 

0 

IX.  Démontrer  que 

^p,  n    X    '-'p-n,  q     n  =^  ^j,  n    X    ^p.  if' 

X.  Théorème.  —  La  somme  des  carrés  des  coefficients  du 
développement  de  (x-ha)"  égale  le  nombre  des  combinaisons 
de  2m  lettres,  prises  m  à  m. 

XI.  Dans  le  développement  de  (I  -4-  x/'",  la  somme  des 
carrés  des  coefficients,  pris  avec  des  signes  alternés,  égale, 
en  valeur  absolue,  le  plus  grand  de  ces  coefficients. 

XII.  Prouver  que 

(,»  ^  1)  (,„  _+- 1))...  (:2m)  =  2.(;.l().l'i- ...  [im  —  2)  (*). 

XIII.  Quelles  sont  les  valeurs  des  inconnues  a,  b,  c  qui 
rendent  identique  l'égalité 


a[a-*-b) ...  {a  -+-  ni  —  |/>)  =  (r-f-  m  -+-  l)(<'-4-  »i  -+-  2)...  (r -+-  2m), 

ni  étant  un  nomhre  enlicr  quek'{)n(|uo? 

Réponse  : 

a  =  '■2,     />  =  4,     f  =  0. 

(*)  La  question  suivanle  iiiontiv  i'oinl>ion  cette  égalilo  est  remarquable. 


APPLICATIONS  DU  BINOME. 


XIV.  Trouver  la  somme  des  produils  deux  à  deux  el  la 
somme  des  produils  trois  à  (rois  des  n  premiers  nond)res 
ciilicrs.  (On  sup|)()sc  (jue,(liins  clia(iue  produit,  les  fadeurs 
soiU  inégaux.) 


CHAPITRE   IV. 

APPLICATIONS  DE  LA  FORMULE  DU  BINÔME. 
Quelques  séries. 

53.  La  formule 

m        m  (m — I)  7ii()n—  \)(in — 2)    , 

'  I  l.'i  1.2.3  ^  ' 

subsiste,  avons-nous  dit  (48,  V),  pour  toute  valeur  de  m, 
pourvu  que  la  variable  z  soit  comprise  entre  -+-  1  et  —  J . 
Admettant  ce  théorème,  dont  la  démonstration  sera  donnée 
dans  le  Calcul  différentiel,  appliquons-le  à  quelques  cas 
particuliers  remarquables. 

54.  En  premier  lieu,  si  m  = — p,p  étant  entier  positif, 
l'égalité  (1)  devient 

p       p{p-^\)  ,    p(p-4-lJ(p-t-2)  ^ 

i  1.2  1.2.5  ^ 

et,  par  le  changement  de  ^  en  —  z  : 

1  p       p(p-^\)  ,    />(p-H  1  )(»-t-2)  ,         ,  , 

^        '        {\-zY  I  1.2  1.2.3 
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Pfii'  f.\eni| 

.le: 
d 

1  -»-  z 

I 


1  —  z 

1 
1 


=  1— z -+-z^  — z^-H  .-,  (4) 

=  \  -i-  z  -hz'  ^  z--^  ...,  (5) 


{i-zf 
1 


=  1  —  2z  -+-  5z'  —  4c'  -+-  5x' ,  (G) 

=  1  -t-  2c  -t-  3z-  -H  4z'^  -H  oz*  H-  •••,  (7) 


I 


=  1  —  ôz  -+-  Gz-  —  lOz'^  -+-    -,  (8) 


^^_^^3=I  +  ôz-^Gr-4-10z'H-...  (9) 

etc. 

55.  Remarques.  —  I.  Dans  la  formule  (5),  le  coefficient 
(le  7"  est  èfjal  au  nombre  clos  combinaisons  complètes  de  p 
lettres,  prises  n  «  n  (»9). 

II.  Les  formules  (4),  (o),  démontrées  dans  les  éléments, 
donnent  la  limite  de  la  somme  des  fermes  d'une  prorjression 
par  quotient,  décroissante. 

III.  La  série  (7),  convergente  si  z  est  une  fraction  pro- 
|)rement  dite,  a  pour  eoefïîeienls  les  nombres  natuiels.  La 
comparaison  avec  la  formule  Ç'))  i.rouvc  (|ue 

I  I  -^  z  -t-  z-  -f-  z-'  -H  .••]■-=  I  -H  2r  -f-  ôz-  -+-  '.  :^  -»-  ;ir'  -+-  ••■  (  1 0) 

Kn  eflet,  si  Ton  multiplie  par  elle-niènio  la  progression  (5\ 
en  obser\anl  les  règles  de  la  mullipliealion  des  polynômes, 
on  trouve  la  série  (7). 

\\ .  Si,  à  ICxeniple  des  anciens  liconiètres.  on  admctiait 
les  séi'ics  non   convei'i^cnlcs,   on  arii\erait  à  îles  résultats 
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paradoxaux  ou  ahsiirdes,  painii  les(|uels  nous  in(li(|Ucroiis 
seulement  ceux-ci  : 

1 

-=1   —1    -H    I   —   1    -4-    I , 

2 

1 

-  =  1— 2-+-Ô— 4-t-:i— ••, 
4 

1 

-=I  —  5  +  G—  10  -H  15 , 

8 

(juc  Ton  trouve  en  faisant  c=1  dans  les  relations  (i), 

(C),  (8)  (*). 

56.  Qupnd  l'exposant  m  est  fraclionnaire,  il  est  com- 
mode, pour  aj)pliquer  la  formule  (53),  de  calculer  les  dif- 
férences 

m  —  I ,     m  —  2 ,     m  —  5 ,  . . . 

puis  les  rapports 

in  —  1        m  —  2       >»  —  ô 


2  5  4 

Soient,  par  exemple, 

1  I.  1  p 

m  =  -»      ni  = j      »j  =  -,      VI  =  —  -f 

2  2  5  7 

les  calculs  se  disposent  comme  il  suit  : 

1  1                        5^5. 
1"  ?/!  =  -?  m  —  1  =  —  -'  m  —  2  = '  m  —  o  = j  ••» 

2  2  2  2 

»i  —  1  1     m  —  2  5    m  —  5  5       . 

2~~~4'       5  ~6'       4~~~~8' 

(*)  iNous  avons  déjà  cité  les  deux  premiers  («). 
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donc 

1  i  1     ,       1.5     ,       1.5.5     .         ,     , 

^  ^  2         2.4          2.4.6  2.4.0.8  ^     ^ 

i  ô  '^  _  7      . 

2°  w= 5  m  —  1= 5  m  —  2  = ;  m  —  o  = vj 

2  2  2  2 

m  —  \  ô    m  —  2  b    ?>i  —  3  7 

2~~~~4'       5     ~"~g'      4     ~~8' 

-i  1         1.3   ,      1.3.5   ,      i.3.0.7   ^ 

(1-4-z     '=1 z-H z" z'-+- :*— •  12 

^         '  2         2.4  2.4.(i  2.4.0.8  ^ 

1  2  o  8       . 

3°  w  =  — j  îH  —  1= 5  >n  —  2  = 5  J»  —  3  =  — -»•••> 

3  3  3  3 

7)1  —  1  2     m  —  2  V)     m  —  3  8 

2~^""6'       3      ""~9'       4     """"hi' 

si  12,        2.5     ,         2.5.8      ^ 

(l+zy'  =  l  -+--X z'-t--— -z^—  -      ^.    Z*-H--15 

^         ^  3         3.6  3.6.9  3.6.9.12  ^ 

4"  îM=— -j  m— 1  =  — ^ — ^5  m— 2=— ^j  /;j— 3= '■■■) 

H  7  7  7 

î>i— 1        p+(/   wi— 2        p+2ç  7M_5        ?'-^-37 

2  27        3  57        4  47 

^     '  1  (/      i.-i   \(//         1.2.3      \i//       *  ' 

*       '  If/         1.2     \iil  1.2.3         \i;/  ^ 


Extraction   des  i-acineM  niiniérIqurM. 

57.  Les  formules  (\\)  et  (15)  se  prêtent  facilement  au 
calcul  tles  racines  ch'S  nombres.  Si.  par  excmjilo,  on  veut 
calculer,  avec  une  grande  approximation,  la  racine  carrée 
d'un  nombre  entier  N,  on  conmieneera  par  clierclicr  la  partie 
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ciilièrc  a  de  celle  racine;  de  manière  (iueN=a2-i-x,  x  étant 
moindre  qne  à^.  On  aura  donc 


\/N  =  l/a*  -i-  X  =  a  Y     •  -+-  4  =  "  l  ' 


xy 
a"  \         a^l 

puis,  |)ar  la  l'orniule  (11),  dans  laquelle  z  =  ^: 

X        x^         x'  5x* 

»/N  =  (n -H +...  IG 

^  "-la       8a'       16a*        128a'  ^ 

Si  la  fraction  ^  est  fort  petite,  la  série  sera  très-convergente. 
Do  plus,  les  termes  étant  altornalivemont  positifs  et  néga- 
tifs, les  résultats  sont,  alternativement  aussi,  trop  petits  et 
trop  grands  (81);  et  l'on  connaît,  à  chaque  fois,  une  limite 
de  FerreuK  commise  (*). 

68.  Application.  —  Soit  N  ==  1 03  ;  d'où  résulte  a  =10, 
x=5 ,  puis 

,/ —  3  9  27  405 

1/103  =  10  H H -+-••• 

20      8  000      1  600  000      \  280  000  000 

Réduisant  en  décimales,  on  trouve 

V/103<  10,15,  i/10D>  10,148  875,  t/1 03  <  10,148  891  8, 
V/103>  10,148  891  5; 

(*)  L'inégalité  ,-  "  x 

t/N  <  a-+-  — 

2a 

devient,  si  l'on  y  remplace  x  par  N  —  a*  : 

. ,      ^  a^  -t-  N 
!/N<— — ; 
2a 
ou  enfin 


l/N<l(«H-i). 


Ainsi,  la  moyenne  géométrique ,  entre  a  et-,  est  plus  petite  que  la 
moyenne  arithmétique  entre  ces  nombres;  théorème  connu.  En  outre,  la 
différence  enlre  les  deux  moyennes  est  inférieure  à  ~  (*•)• 
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donc,  à  moins  de  0,000  001, 

V/103=  10/148  891. 

59.  Lorsque  N  est  un  petit  nombre,  id  que  2,  5,  5,  la 
série  (16)  devient  divergente  ou  peu  convcrgenle.  Dans  ce 
cas,  on  multiplie  N  par  un  carré  ^'^  ;  et,  au  lieu  de  calculer 
direcfemenl  V/X,  on  dévelop|)C  k  \/i\. 

Par  exemple. 


l/5=-l/5.49  =  -l/lt7. 
7  7 

Prenant  «  =  12,  on  a  x  =  3;  donc 

1  r  1  I  I  1 

1/5  =  -    12  H -+- l 

^  7L  8        1  DÔG        147  456  J 

ou 

y/5  =  1J52  0;9  7. 

«O.  Vu  lieu  d'opérer  comme  nous  xcnons  de  l'indiquer, 
on  peut  réduire  la  série  (IG)  à  ses  deux  ou  trois  premiers 
fermes, et  appliquer  plusieurs  fois  la  formule  ainsi  obtenue. 
Si  Ton  conserve  les  trois  premiers  termes,  on  aura  donc 

^  =  a^ -^  X  =^  a"^ -i- x'=  a"- -+- x"  ^  ■■-,  (17) 

puis 


(18) 


X 

X' 

a 

=  «    -H    — 

2« 

8«/ 

•ï"' 

x'- 

a 

^  a   -i 

2« 

8o' 

a" 

x" 

a"- 

'ia" 

8a'" 

ai'pmcahons  i>l  iîi.numk.  uz 

el  les  (iiianlilés  ci,  a  ',  a'",  ...  apinoclicroiil  iiKlrniilnicnl 
(le  l/'N  (*). 

ei.  Application.  —  Soieiil,  comme  ci-dessus  :  N==  105, 
a=  10,  x=5.  Les  loniuiles  (17),  (18)  donnent 

3  9 

a'  =  10  H =10/148  875,    x'=  0  000  536  234... 

20       8  000  ' 

0,000  530  234       0  000  000  1 1 3  053  ... 
„"=  10.148  875 


20,297  750  8  362,645  71 9. . 

=  10,148  875  -+-  0,000  016  565  0  —  0,000  000  000  0 
=  10,148  891  565;  etc. 

«8.  Remarque.  —  La  théorie  des  fractions  continues  (**), 
eonjhinée'avec  l'un  des  procédés  ci-dessus  (s»),  conduit  à 
un  résultat  remarquable. 

Supposons  que  l'équation 

>x-  —  y-  =  1 

soit  vérifiée  par  des  valeurs  entières  de  jc  et  de  //  ;  savoir  : 
x  =  a,  y  =  b.  Comme  le  développement  de  V^b-  -+-  i ,  en 
fraction  continue ,  est 

1 


26  ' 


rt  l/N  =  6 


26 
1 


26 


26 


(*)  Ce  procédé  apparlieiità  la  méthode  des  approximations  successives, 
dont  il  sera  queslion  plus  loin.  Quand  on  l'applique  en  réduisant  la  sérieà 
ses  deux  premiers  termes,  on  retombe  sur  la  règle  qui  consiste  à  diviser 
te  reste  par  te  doubte  de  la  partie  déjà  trouvée. 

(**)  Voir,  par  exemple,  nos  Mélanyes  matliématiques. 
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Si,  de  plus,  N  =  c-  -i-  1,  on  aura  cette  relation  entre  deux 
fractions  périodiques  : 

i 


26 


i 


26 


r 


1 


2c 


2c 


Soit,  par  exemple,  c=l  :  on  trouve 


7  -+- 


14 


1 


14 


=     5 


1 


2  -+- 


41 


82 


52  -+-  =  29 


1  -+- 


169 


338 


d 


338  -+- =239 


etc. 


Limite  de   |  1  h 

m 


63.  Si,  dans  (' -+-;!;)"',  on  fait  croître  indéfiniment  Vc\- 
posant  ni,  la  (luaniité  1  h — diminue  et  tend  vers  l'unité. 
On  ne  peut  donc,  o  priori,  savoir  si  sa  puissance  w""'  aug- 
mente ou  diujinue.  >'ous  allons  prouver  cpie  cotte  puissance, 
e'est-à-dire  M-+-^j"'j  a  pour  limite  le  nombre  ituonimen- 
surable  e  («3). 


Al'IM.IC.MIONIs   IH    lUNOME.  Cù; 

La  drinoiisMiilion  do  col  imporlaiil  ihôorèmc  esl  fondée 
sur  les  propositions  suivantes  : 

64.  Lf.m.mi:  I.  —  La  limite  (rime  nomme  esl  égale  à  ta 
somme  des  limites  des  parties  qui  la  composent  (*). 

Lkmme  II.  —  a,  [3,  y, ...  X  étant  des  fractions  proprement 
dites,  le  produit 

(l  -  a)  (l-p)(l-r) ...(!-;,), 

évidemment  inférieur  à  \,  surpasse  1  —  (3(+[3-i-y  +  .,,-i-/.). 
Si  le  nombio  dos  l'aotouis  se  réduit  à  deux,  on  a 

(l  —  a)  (1  —  ;5)  =  I  —  a  —  S  -+-  afj; 

et,  coninio  a^  est  une  (luantilt'  positive  : 

{i  —  u){\  —  p)  >   1  — a  — s. 

Pour  passer  au  cas  do  trois  facteurs,  multiplions  les  deux 
membres  par  la  quanlité  positive  \  —  -/;  nous  aurons 

(1  —  a) (1  —  S)  (I  —  r)  >  I  —  y.  —  s  —  r  +  («  +  S)  r ; 
et,  à  plus  forte  raison, 

(  I  -  a)  (  1  -  S)  (  l  -  7')  >  i  -  «  -  p  -  r. 

A  son  tour,  cette  inégalité  "donnerait 

(1_.,.)(1._/3)(.I_,.)(I_.;)>1  — a  — fi— >'— ;-+-(a-4-S+r)<?; 
puis,  à  plus  forte  raison, 

(I  _  .,)  (1  _  S>(|  _  r)  (I  -  -;)  >   1  -  a  -  S  -  9'  -  â; 

etc. 

{*)  Ce  lenime,  ou  iilulûl  cette  défuiilion,  suppose  que  le  nombre  des 
parties  est  constant. 

5 
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Lemme  III.  —  Le  produit 

,  _1)  (,_£).. .(,_2illl)  H) 

m/  \         ml       \  m    I 

dans   lequel   p   est   quelconque,    mais    constant,   converge 
vers  i,  quand  m  croit  indéfiniment  (*). 
D'après  le  Lemme  II,  le  produit 


\         m/  \         ml       \  m 

est  compris  entre  \  et 


1  -+-  2  -+-  ô  -+-■••-+-  p  —  I  y  {p  —  1  ) 

m  2  m 

Coltc  (leiiiière  fi-aclioii  tend  iiidéfiiiiinciil  vers  zéro  lorsque 
m  augmente;  donc  lim  P=  I. 

(•5.   En  supposant  d'abord  ni  entier  positif,  nous  a\ons, 
par  la  formule  du  binôme  (4«)  : 

I  \'"  ui  1        m  [m  —  \)  \ 

I  H =  1  H 1 ^ H  ••• 

ml  1  m  1.2        m"- 

m  (m  —  1) ...  {m  —  p  -+-  1  )  I  1 

H H  •  •  •  H 1 

1.2...p  m^  m'" 

ou 

1  \"'  1  m       \         ml  \        m 

1  H =1 


ml  \  1.2  1.2...  3 


ml  \        m: 


m 


1.2.5...P  m'"        I 

(*j  Parexem|ik',  le  (uoïkiit 

('-^H'-a-('-^)' 

composé  de  dix  luillo  lucltHirs,  tond  vers  1  si  le  dénominateur  hi,  supposé 
plus  grand  que  10  00(*.  iroii  sans  cesse. 
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Prenons  (»») 

III  \ 

e  =  l  -\ H 


I        l.i>       1.2.3  i.'-2.ô...p 

il  rcsullc,  (le  la  démonslralion  précédente,  que  les  termes 
(lu  i)i'eniier  dé-veloppcnient,  inférieurs  à  ceux  (|ui  y  cor- 
respondent dans  le  second,  ont  pour  limites  respectives 
ceux-ci. 

Représentons  par  S,,+,  la  somme  des  p  -+-  1  premiers 
termes  de  e,  cl  par  II  le  7'este.  De  même,  soit  S^^.,  la  somme 
des  p-h  1  premiers  termes  de  1 1-h  Jj"',  II'  étant  le  reste. 
Nous  aurons 

c,=  S,,^i  -t-  R ,      M  -t-  — j  =  S;,+  ,  H-  R', 

(l-t--)    <c',      S;,^.,  <S„^.,,      H'<R; 
\        m  I 

puis,  par  la  démonsti'ation  ci-dessus, 

liniS;,^.,  =  S,,+,. 

Ces  diverses  relations  donnent 

e  —  lim  M  -h  -J  =  R  —  lim  R'.  (ô) 

Dans  cette  nouvelle  égalité,  dont  le  second  membre  est 
indépendanl  de  m,  faisons  croiîrc  /;.  Le  reste  II  diminuera 
indéfiniment,  et  il  en  sera  de  même,  à  plus  forte  raison, 
pour  la  quantité  lim  R',  qui  ne  peut  surpasser  R.  D'ail- 
leurs, le  premier  membre  est  une  constante  (*);  donc  cette 
constante  est  mille;  et,  finalement 

I V" 

+  -    =e.  (4) 

ml 

(*)  Eli  ofTet,  co  prtMiiier  membre  est  indépendant  de  m. 


68 


ALGEBRE. 


«6.  Remarque.  —  D'après  les  égalilés  (5),^  (4),  on  y, 
quel  que  soit  p  : 


lim 


m 


P 


1.2.5...(/J-+-1) 
1  1 


1 

m" 


1.2.3...(;î-t-1)       1.2.5...(;j-h2) 

«Jî.  Dans  ce  qui  précède,  nous  a\ons  suiiposè  ///  entier 
positif.  Si  ce  nombre  est  fractionnaire  positif  il  seia  com- 
pris entre  deux  entiers  eonsceutifs  n,  n-\-  \;  el  Ton  aura 


n  +  \/         \         ml         \         ni 


ou 


\  + 


n  H-  1 


1 


1 


<ii--j  <i'--i  I' 


n  -+-  1 
Mais,  n  claiU  un  nombre  entier, 


Uni 


n  -+-  1 


lim     i 


n  -+-  I 


n  ^-  1 


lim     1 


(', 


n  -+-  1 


I  +-)    il  H-- 

nl    \         n 


lim  (  1  -H  -1  .  lim  11  +  -  1  =c; 


donc 


lim  (  I  H 1  =1". 
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Ktilii),  si  m  =  —  Di',  m'  c[i\i]{  positif,  entier  ok  fraction- 
naire : 

,-.Lr=(,_ir= -1—. 

\ 

m' 


\m'—\l         \        m'~\l 
\         m'  —  I  /  \        m'  —  I 


ConscqucmniciU 


/       ly         /  !     V"'  '       /  • 

liin     I  -+-/—     ==  liin    I  -V ; .  Imi    1  -\ 

\         ml  \        m  —  1/  \         m  — 


D'après  les  deux  premiers  cas, 


4      \"'"' 
lim  M  -I =e; 

m'—  1/ 


donc  en  (in 


liai  1  I  H 1   =  e. 


Siiuiiuiitioii   fies  iMii*>siLiB('cs  !E.riiiI>htl>loN  tics  (eriiics 
d'une   i>rogi'e.<!istoii   pur  diRéreitee. 

68.  Soienl  ii  nombres  en  progi'cssion  |)ar  diiïérence  : 

« ,  h ,  c ,  ....  k ,  l. 
Désignant  par  o  la  raison,  on  aina 

/>"+'  =  (a  -H  ê)'"-' 

--  0''+'  +  ((''c?  +  ' '-  a''-'cJ'  H h-  ' ur?'  -i-  o'-+\ 

1  12  1 


70  ALGEBBE. 


1  1 

»  +   J  ))  -4-   1 

V  ^  I  1 

puis,  en  l'aisanl  la  somme  des  seconds  membres,  et  axant 
égard  à  quelques  réduelions. 


(/  -^  .;)"^'  =  a"^--  +  i-^— s,,.;  +  '— -L  s, , 


p  -4-  I  ^  ^       ;>-+-!/>  ' 

S„c?  + — 

1         '  12 

^    I) 

-4-  '"  S.c/''  -+-  110"+' 


/J  +  1  ( 


Dans  celle  relation  générale,  Sp  représente  la  somme  des 
puissances  p  des  termes  de  la  progression.  De  même,  S^  , 
esl  la  somme  de  leurs  puissances  p —  1  ;  etc.  Il  est  éviilcnt 
que  la  formule  donne  S,,  quand  on  connail  S,,_,,  Sp_î,  ...  S,. 

©».  Considérons  le  cas  parliculiei-  où  les  termes  de  la 
progression  sont  les  nombres  naturels  I,  2,  5,  ...,  n.  Alors 
régalilé  (1)  se  réduit  à 


Si  Ton  su|)posc  successivemont  />  =  !,  2,  ô,  i,  on  liouNe 


b,  = ^ >  (o) 

'  (♦) 


s*  = 
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w  (n  -f-  1  )  (2/?  4-  1  )  (on*  -t-  o?î  —  1) 

n*(«-f-  i)'(2«'-t-  2/t—  I) 


12 

s.  =  J » i  (•), 

(Me. 

ÎO.  Remarques.  —  I,  La  fonmile  (o),  qui  donne  la 
somme  des  n  premiers  nombres  entiers,  est  connue  par  les 
éléments  d'algèbre. 

H.  Dans  la  formule  (4),  «pii  donne  la  somme  des  carrés 
des  nombres  naturels,  le  troisième  facteur  est  égal  à  la 
somme  des  deux  premiers. 

III.  La  formule  (5)  nous  appi'end  ((ue  la  somme  des 
cubes  des  n  premiers  nombres  entiers  est  égale  au  carré  de 
la  somme  de  ces  nombres. 

(*)  Les  calculs  se  compliquent  si  rapidcnienl,  qu'il  est  déjà  difficile  de 
déterniiucr,  par  celle  \oie,  la  valeur  de  Sg.  Au  moyeu  d'autres  considéra- 
tions, on  trouve,  soit  la  formule 

1  Bp  C,, 

Su  =  7  A„  .  l,u-|.l  H A„+|  ;,  -\ An+i   p_i  H 

/J-J-1  p  p  —  l 

Lp  1 

+  -r- A»+i,3-+--A„+,,2, 

dans  laquelle  B,, ,  C,,,  ...,  L^  sont  des  coeflicienls  qui  suivent  une  loi  fort 
simple  {Nouvelles  Annales  de  Mathémaliques,  juin  1856);  soit 

Sp  ^  ^^+n,  p+i  "+"  AjjCp^,,  -1,  p+i  -f-  BpCp+,i_2,  p-f  I  -\ 1-  C„+i^i,^i  ; 

Ap,  Bp,  Cp, ...  étant  des  nombres  entiers.  Par  exemple, 

Sj  =  Cm+2,  3  -h  Ch+I,  3 , 

Sg  ^  C„f3,  i  -+-  -ICh+î,  4  -4-  C,i+1,  4  , 

S4  =  Cn+i,  5  -V-  1  1  C„4.;_  5-4-11  Ch+2,  5  +  Cn+i,  s  ; 


IV.  De 
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n  (/t  -f-  I  )1' 


_rn{n  -f-  \)r 

ru  (tt  -f-  I)Y 


ou 

\'  -f  "2''  -\-  •••  -t-  n 
011  {'oncliu 


Ainsi,  tout  cnbo  est  la  diffi-rcnce  de  deux  carrés.  En  oulrc, 
im  des  carrés,  au  moins,  est  divisible  par  9. 

V.  Cliaciiiit;  tics  quantités  Sp  ('tanl  un  nombre  entiei',  le 
(léiiominaleur  de  la  fraelion  qui  représente  Sp  doit  diviser  le 
nuniéiatcnr  correspondant.  Par  exemple,  le  produit 

n  {n  ~i-  1)  (()/*■'  -t-  l 'in^  -+-  On"  —  (irr  —  /<  -+-  I  ) 

est  toujours  divisible  par  42.  Nous  engageons  le  lecteur  à 
essayer  la  dénionslralion  directe. 

moniiiiatioii  «ioM  |iiile.«i  «le  hoiilet»*. 

îl.  I^ile  à  base  carrée.  —  Elle  a  la  l'orme  d"unc  pi/ra- 
)nide  quadrangulaire  régulière.  La  base  de  la  pyramide,  ou 
la  premièie  couche  de  la  pile,  se  conq)Ose  de  boulets  rangés 
en  carré.  Si  n  est  le  nombre  des  boulets  lormani  le  cùlé  du- 
carré,  celte  première  coucbe  contient  /(-  boulets.  Il  est  facile 
de  \oir  (|ue  les  couches  suivantes  renfei-meni  (^n —  I)-  bou- 
lets, (h — 2)-  boulets,  etc.  Enlin,  le  sonntirt  de  la  pyra- 
mide est  formé  par  un  seul  boulet,  (lonséipiennncnl ,  le 
nombre  des  boulets  contenus  dans  la  pile  est 

N  =  ir  -H  {n  —  1  )■  -t-     •  -+-  2-  -+-  I , 

ou 

^,       u{n  -+-  \){-2n  -+-  I) 
^  = 
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7*.  /'//('  (rianf/ulairc. —  Sa  rorinc  est  celle  d'un  tétraèdra 
régulier  (*).Les  couches  successives  sont  des  triangles  ëf/iii- 
latéraux,  dont  les  côtés  renferment  ii  boulets, (h — 1)  bou- 
lets, ...  et,  enfin,  un  seul  boulet,  (^ela  posé,  le  nombre  des. 
boulets  contenus  dans  la  première  couche  étant 

(n-i-  I)  n 

n  H-  (n  —  1)  -4-  •••  -f-  :2  -i-  1  = 5 

^  '  1.2 

la  somme  cherchée  sera 

ou  (45,  ;i") 

w  (n  -+-  1)  {n  •+-  2) 

~  1.2.5 

73.  Remarque.  —  Ce  résultat  est  une  conséquence  des 
formules  (3),  (4).  Observons  d'abord  (|ije 

^,       1.2 

D'un  autre  côté,  pour  trouver  la  somme  de  plusieurs 
polynômes ,  ou  peut  ajouter  les  termes  de  même  degré,  et 
réunir  les  sommes  partielles  ;  donc 

1  M+l  .1    n+i 

2  -^1  2  ^, 


-l 


I  r{n  H-  1  )  (w  -4-  2)  {"In  -t-  5)       (n  -+-  1  )  [n  -t-  2)" 


ou 


n  {n-\-  I  )  in 


(*)  Il  existe  un  rapport,  assez  simple,  entre  la  partie  pleine  el  la  partie 
vide  du  lélraèdre.  (Voyez  Théorèmes  et  problèmes  de  géométrie  élémen- 
taire, 4"f  édit.,  p.  396.) 
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94.  Pile  à  hase  rectanrjulaire.  —  Lrs  couches  de  celte 
pile,  qui  a  la  l'orme  d'un  comble  à  ([untre  pentes,  sont  for- 
mées par  des  boulots  rangés  en  i-ectangk'.  Si  n  et  n  ■+-  p 
sont  les  nombres  de  boulets  contenus  dans  les  côtés  de  la 
base,  le  nombre  total  des  boulets  qui  la  constituent  est 
1}  (n  -h p)-  La  deuxième  courlie  contient  (n  —  I)  (n — 1  +;>) 
boulets  ;  et  ainsi  de  suite.  Enfin,  la  n"""  couche  est  une 
simple  file,  coiitfuanl  j) -+-  I  boulels. 

Par  conséquent, 

N  =  M  (a  -f-  p)  -+-  (/i  —  1  )  (n  —  I  -I-  /))-+-•••  H-  I  (  I  -\-  p) 
=  n^  -+-(/?  —  1)-  -4-  •  •  -1-  \-  -\-p\ji  -^  [n  —  1)  -+- H  l], 

ou  enlin 

n  (n  -H  1  ) 

N  = [2n  -+-  3/>  -+-  Ij. 

6 

ÎS.  Remarques.  —  I.  Cette  dei'nièi'c  lormulo  résulif. 
immédiatement,  de  ce  que  la  pile  proposée  est  décumpo- 
sahle  en  une  pile  à  base  carrée  et  en  un  priswe  trianf/n- 
laire. 

II.  La  méthode  employée  dans  le  n"  73  est  souvent 
a])plicable.  Pro])osons-nous,  par  exemple,  de  trouver  la 
somme  S  des  valeurs  de  la  fonction  i  (i  —  1)  ("^i-i-  I),  i  deve- 
nant égal  fH,  2,  3,  ...  n.  Nous  aurons 

i  1       1       i 

ou,  |iar  les  lormules  (3),  (4),  (o)  : 

7r  {n  -+-  I )-       »  {n  -+-  I)  ( 2/>  -h  1 1       n  (n  -^  \) 


2 

ou  encore 


1 

S=-{n  —  \)  n  [n  -^  \)  {Tm  -h  4). 
(') 


APPLICATIONS   m     lUNOME.  T."; 

III.     I^lll   ohscMN.lMl   (|I1C 

/(/•— 1)(2<-4-1)=-2(t-t-I)/(/— l)-i(î— l)=12C,+,,n  — 2C,,,, 
on  a,  plus  rapidement, 

I  I 

_    ^^  (M  +  2)(n-t--l)n(;f  — -1)  _  ^^  (n -^  i)  n  in  —  i) . 
"~    '  1.2.5.4  '  d.2.û 

etc. 

Kjret'cicos. 

I.  Quel  est  le  25"  terme  du  développement  de  (1 — z)  '? 
Réponse  : 

3. 10.17.24.51.58.45. 52. 59. 00.75. 80.87.94.101. 108  ...164  /zV' 
1.2.5.4.5.6.7.8.9.10.11.12.15.14.  15.  IG  ...  24    \7/ 

=  51.59.75.29.47.101.5.61.45.17.15.25.157.41.^. 

7"-' 

II.  Théorème.  —  ^'i  q  est  un  nombre  premier,  supérieur 
à  p,  Ton  a ,  en  série  convergente  : 

Dans  le  second  membre:  1°  A„  est  un  nombre  entier; 
2°  a„  est  Vexposant  de  la  plus  haute  puissance  de  {\  qui 
divise  1.2.3...n  (*). 

(*)  Il  n'est  pas  difficile  de  dénionlrer  que 

la  uolation  E  Ç-^  désignant ,  en  général,  le  plus  grand  nombre' entier  con- 
tenu dansT- 
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III.  Quelle  est  la  somme  S  des  produits  (|uc  l'on  obtient 
eu  multipliant,  terme  à  terme,  les  progressions 

a,     «-+-0,     a-\-'2'j,   ...,  («-(-(« —  l)o, 
a,     ft'-f- o',     «'-+- Se?',   ...,  a'-f-  (n  —  1)'/? 

IV.  A  quoi  se  réduit  cette  somme,  lorsque  les  progres- 
sions sont 

1,         2,  ô,       ,  îi, 

71,     n  —  1,     n  —  2,  ,  1  ? 

Réponse  : 

{n  -+-  2)  (n  -4-  4)  « 


S  = 


4.2.5 


V.  En  admettant  la  formule  du  binôme  pour  le  eas  d'un 
exposant  quelconque,  démontrer  \^  série  exponentielle 

X         X"            x^ 
e^=  I  ^ 1 1 \.  ... 

I        1.2       1.2.5 

VI.  Calculer,  au  moyen  de  cette  série,  la  valciu'  de  e~\ 
à  moins  de  0,01. 

VII.  A  quoi  est  égal  le  terme  général   u,   di'  ht  série 

récurrente 

1,     2,     5,     j,     8,     15,  , 

dans  laquelle 

«„  =  "«  1-+-  «'..-î- 
Réponse  : 

w„  =  —  fC,.+.,  I  -+■  oC„^,,  3  -+■  0-C.+,. ,  -+-  •••]. 

VIII.  Même  question  pour  la  série 

2,    5,     n,    55,    47,  ... , 
dans  Ia(iuclle 

"n  =  'ï"ri-i  —  2//„_i? 
Réponse  : 

u„  =  5.2"  '  —  1 . 


APPLICATIONS   DU   BINOME. 

I\.  Prouvor  (|ii(' 
1  — xcose 


:  i  -+-X  cos  0  -»-x'k;os20-4-x^cos39-t \-x"cosnO-^-  ■ , 

•1— 2xcosO-+-x 

poil)-  les  valeurs  de  x  comprises  entre  —  1  clH-  1  (exclusi- 
vement). 

X.  Conclure,  de  la  quesiion  précédenle,  que 

cos2o-t-cosOcos50-t-cos*ecos4OH hcos"^'ecos(n4-l)04----=  — I, 

excepté  si  cos  0  =  zb  1 . 

XI.  TnÉoiiÈME  DK  NicoMAQUE  (*).  —  Si,  clans  la  série  des 
nombres  impairs  : 

1,     ô,     y,     7,     9,     11,  ..., 

on  prend  le  premier  terme,  puis  la  somme  des  deux  fermes 
suivants,  puis  la  somvie  des  trois  termes  suivants,  etc., 
chaam  de  ces  termes  est  un  cube. 

XII.  Théorème. — Si,  dans  la  suite  des  nombres  naturels  : 

],    2,     3,     4,     5,     G,     7,     8,     9,     10,     W,     12,  ..., 

on  prend  le  premier  terme,  puis  la  somme  des  trois  termes 
commençant  par  ^,pitis  la  somme  des  cinq  termes  commen- 
çant par  ô,  puis  la  somme  des  sept  termes  commençant  par 
4-,  etc.;  chacune  de  ces  sompies  est  un  carré. 

XIII.  Développer 

1  -t-  X  -t-  X" 

y=- r 

\  X  -H  X 

La  série  est-elle  convergente  pour  jc  =  1  ? 

XIV.  Développer 

(1  -+-  X  -f-  X"  -+-...  -t-  x")* 
1  -+-  X"+  X*  -f-  •••  -+-  x^" 

(*)  Nicomaque  de  Gcrase,  Géomèlre  du  premier  siècle. 
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XV.  Vérifier  que 

X  1  \    f       X       V         i  .0  (       X 


V  \  -t-  X 


1-t-x       "iW  -\-  XI        "l.kW  -\-  X 


pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  —  \  et  -h  \. 

XVI.  Vérifier  que 

n  nin  —  1) 

(n-t-  1)" n"H ^ ^(n— l)"-H...±  1=  I/2.Ô  ...//. 

1  1.2 

XVII.  TiiKOUK.ME.  —  5<  b  —  a  est  un  nombre  entier,  et 
que  a  soit  positif, 

l)  —  a       {h  —  a){h—a  —  \)  (b  —  a)...T).'2.\         a 

~  a  -+- 1  "^      (a-+-l)(a-4-2)  (aH-l)(a-+-2j.../>  ~  Z' 

XVIII.  Théorème  de  M.  Lioiville.  —  Le  nonibre  e  n'est 
racine  (Vancune  équation  du  second  deçjré,  à  coefficients 
rationnels. 

XIX.  Binôme  d'Abel  : 

m            .      ,      m  {m — I) 
(x-t-«)"'  =x"'-4-  —  «  {x'^b)"'~^-\ ^ a  (a— 26) (x -H 26)'"-* 

m  (m — l)(m — 2) 


1.2.5 
XX.  Prouver  que 

1  -HX 


a  {a  —  56)-(xH-ô6)' 


1  -+-  4.r  -+-  D.r"-  h-  1  Ct  '  -+-  •  ■ 


[i  -  xf 

\\l.  Di'lcnniner  A,  lî,  C,  ...  (î.  de  uKuiiérc  que 
l-+-Ax-t-Iîx-'H hGx''  • 


(|_.r)''+' 
(*)  Voir  hi  iidlf.  |i.  71. 


=  1  H-  2''a:  -+-  5''x-  -h  4''x^  h (*). 
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CIIAPITIU:  V. 

THÉORIE  Di:S  LOGAlUTIIJiES. 
l>oN  foiietious. 

?<».  Si  deux  (jiiaiililés  3c,  //  sont  liées  par  une  équalioii, 
l;i  (juanlilc  x,  à  laquclio  on  donne  des  valeurs  arbitraires, 
osl  appelée  variable  indcpcnchaifc  :  Taiilre  variable  1/  esldile 
fonction  de  x.  Celle  fonction  est  explicite  ou  iinplicife,  siii- 
\ant  que  l'équation  donnée  a  la  forme  ?/  =  /'(x)  ou  la  forme 
V  (jc,  ?/)  =  0,  e'csl-à-dirc  suivant  (pie  celle  équation  est  ou 
n'est  pas  résolue  |)ar  rapport  à  //. 

î"î.  On  donne  le  nom  de  fonction  aUjébrique  à  loiile 
l'onclion  explicite  dans  laquelle  les  opérations  à  effectuer 
sui"  la  variable  a;  sont  des  additions,  des  soustractions,  des 
nntltiplications,  des  divisions,  des  formations  de  puis- 
sances et  des  extractions  de  racines,  en  nombre  limité.  Par 

exemple, 

2        -.  — 
V  =^  2x  -^  x^  -+•• V  X 

-^  X 

est  une  fonction  algébrique. 

■ÎS.  Toute  fonction  explicite  qui  n'est  pas  algébrique  est 
dite  transcendante .  Les  fonctions  transcendantes  les  plus 
simples  sont  les  fonctions  trigononiétriqucs  ou  circulaires, 
et  la  fonction  exponentielle  a\ 

79.  Une  variable  x  est  continue  lorsqu'elle  ne  peut 
passer  d'une  valeur  quelconque  a  à  une  autre  valeur  quel- 
conque (3  sans  passer  par  toutes  les  valeurs  intermédiaires. 
Une  fonction  y  est  continue  depuis  x  ^  a  jusqu'à  x  =  [3, 
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(|uaii(l  elk'  est  i^éelle  el  finie  pour  loiilcs  les  valeurs  de  x 
comprises  entre  a  et  (3,  el  que,  dans  wA  intervalle,  ellcpeui 
ravier  par  degrés  aussi  petits  qu'on  le  leut  (* ). 

Uiscus.sion   de  la  foiirdon  exponentielle. 

80.  Dans  Véquation  exponentielle  y  =  a^,  supposons 
d'abord  la  constante  a  plus  grande  que  1  ;  faisons  varier  x 
de  —  00  à  -f-  ce  ,  et  cherchons  eommenl  varie  //. 

1°  En  donnant  à  x  les  valeurs  enlicres  0,  1,2,3,  ..., 
nous  pourrons  former  le  tableau  suivant  : 

x^O,     x=\,     x^2,      a:  =  5,   ...,  x  =  -f-x, 

.'/=•'     7/  =  a,     y  =  a-,     y  =  a%   ... ,  y  =  -+-  x. 

En  effet,  «o  =  l,  et  les  puissances  successives  d'un  nom- 
bre supérieur  à  l'unité  peuvent  dépasser  foute  limite  (**). 

2°  A  toute  valeur  de  \  correspond  une  valeur  de  y.  Il 
suffit  de  considérer  le  cas  où  x  a  la  forme-.  Orfl'=l  a'' 
a  une  valeur  réelle  et  positive  :  cette  valeur  est  ce  que  nous 
désignons  par  y. 

(*)  S'il  est  possil)Ie  de  rendre  l'accroissement  de  x  assez  petit  pour  que 
l'accroissement  correspondant  de  ij  soit,  en  valeur  absolue,  inférieur  à 
une  quanlité  quelconque  S.  y  passera  par  toutes  les  valeurs  intermédiaires 
entre  celles  qui  répondent  aux  valeurs  extrêmes  de  x:  la  seconde  défini- 
tion ne  dilTère  donc  pas  essentiellement  de  la  première.  Cependant,  celle- 
ci  est  préférable.  Exemple  :  y  =  x  (l  —  a;).  De  j-  ^  0  à  a- ^  1,  y  est  tinie 
el  continue;  mais,  comme  les  valeurs  de  ;/,  qui  répondent  à  ces  valeurs 
extrêmes  de  .r,  sont  égales  entre  elles,  on  ne  peut  pas  dire  que  la  fonction 
a  passé  par  îles  valeurs  intermédiaires. 

(**)  L'exposant  n  étant  supposé  entier  positif,  on  a 

«  n  in  —  t) 

(1  -+-a;"=  t  -H  -jtH jt'-t-  ••• 

t  1.-2 

Si  i;i  (piaïUilé  a.  est  positive,  tous  les  termes  du  second  membre  sont  posi- 


TIIÉOlllE  DES  LOGAUITIIMES.  SI 

3"  Quand  \  aur/mentc,  y  uiKjtnvnlc.  Soi(!nt  a,  a-i-/i  deux 
valcuîs  îi!i!  ihiiées  à  or,  a  cl  h  ('Maiil  des  qnantilés  positives; 
on  aura 

En  effet,  celle  iiiéiïalilc  cfiuivant  à  n"  >  1,  relation  évi- 
diMile  eu  verli!  de  ce  pi-incijie  :  les  j)i(is.sanc('s  ol  les  ratines 
d'un  nombre  plus  grand  que  1  sont  plus  grandes  que  1. 

4"  La  fonction  a"  est  continue.  Pour  le  faire  voir,  il  suffit, 
en  conservant  les  notations  précédentes,  d'assigner  une 
valeur  de  h  vérifiant  Tinégalilé 

L'accroissement  h  étant  nécessairement  fort  petit,  si, 
comme  on  le  suppose,  d  est  une  fraction,  on  peut  le  repré- 
senter par  -,  n  étant  un  nombre  entier  inconnu.  De  celte 
manière,  l'inégalité  (1)  devient,  successivement. 


\/a  <  1  -+-  - 
a 


1-^-7.)     >«• 

lits;  donc 

(1  -4- a)"  >  1  -\-nx. 

D'après  colle  iiiégalilé,  pour  salisfaire  à  la  condilion 

(l-l-a)«>N, 

N  olaiit  un  nombre  donné,  il  suflîl  de  rendre 

.(I  -i-na.)'^  N; 
d'oii 

_  N  —  1 

Celle  formule,  qui  démonlre  la  proposilion  rappelée  dans  le  lexte,  peul 
d'ailleurs  être  obtenue  indépendammenl  de  la  théorie  du  binôme.  {Manuel 
du  Baccalauréat  es  Sciences,  Alg..  169.) 

G 
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Or,  pour  satisfaire  à  cette  dernière  relation,  il  siifiit  de 

prendre  (*) 

-    (a  — 1)a^-. 

Il    ^    ■ ;;^ 3 

d'où 

h"^ D- 

^  (a—  I)a^^   ' 

5"  Il  résulte,  de  cette  discussion,  que  x  variant  iVunt- 
manière  conlinuc,  de  0  «  -+-  ce  ,  y=^a''  varie  d'une  manière 
continue,  de  1  à  -h  ce  . 

Hi.  Remarque.  —  iN'on-seulemcnl  lu  fonction  a'  finit  par 
dépasser  toute  limite,  mais  encore  elle  peut  être  rendue 
aussi  grande  quon  le  veut,  relativement  à  l'exposant  x. 
Pour  démontrer  cette  importante  propriété,  remplaçons  o 
par  1  -h a,  et  supposons  x  entier  :  nous  auions 

X         X  (x  —  1  )    ^ 

et,  jiar  conséquent, 

X  j:  (x  —  1  )    ^ 

«^  >  !  H —  an 7.-; 

I  1.1> 

puis 

a'       1  J  —  «    , 

—  > h  y.  H a". 


(*)  Voyez  la  noie  précédente. 

(**)  Soient,  par  exemple,  0  =  10,  «  =  2,  ^  =  0,001.  On  pourra  faire 

900  000 

lOoV^lO  — 100  <  0,001. 
Les  Tables  de  logarithmes  douneraienl 

1 


li  = 


05  0:]U 
valeur  beaucoup  plus  satisfaisante  que  la  première. 


TIlÉOmi:   DF.S   I.IK.M'.miMI.S.  S5 

Le  riii^oiiiR'iiicnt  ciiijîloNi;  ci-dessus  (80.  noie)  |)i()iivc 
(ine,  pour  sofisliiire  à  la  coïKlilioii 

a" 
.)• 
il  siilïîl  de  preniire 

_  iiN 

Soient,  pai-  exemple,  a=  \,\,  N  =  250.  La  l'oi-nuile  (2) 
donne 

x^^  jOOOL 
Ainsi 

/  I     I  \60  001 

•-— >  2oO. 

50  001 

En  ellet,  le  premier  membre  est  (*)  exprimé  pai'  le 
nombre  94  822  suiii  de  deux  mille  soixante  chiffres.  Ce 
résultai  montre  avec  (pielle  prodigieuse  lapidité  croissent 
les  puissances  d'un  nombre  supérieur  à  Tunitc,  même 
quand  ce  nombre  est  moindre  que  2;  il  peut  servir  à  bien 
faire  comprendre  la  différence  qui  exisic  enfrc  la  fonction 
exponenlielle  et  les  fondions  purement  algébritjiics  (**). 

8îî.  Revenant  à  la  discussion  tic  a',  donnons  maintenant 
à  X  des  valeurs  négatives,-  et  soit,  à  cet  elTet,  x  =  —  x', 
la  nouvelle  variable  x'  étant  positive.  iXous  aurons 

I 

il  =  a  ■"'  =  — ,  • 
a"' 

D'après  ce  ({ui  précède,  cette  fraction  croit,  d'une  manière 

C)   Voir  plus  loin,  ii"  fi©s. 

(**j  On  démontre,  de  la  niènie  manière,  que  la  fonction  a" /Jc «/  être 
rendue  aussi  grande  qu'on  le  cent,  relatirenwnt  à  u)ie  i)uissanci;  quel- 
conque de  X. 


8i  ALGEBKE. 

coiiliniio,  (le  0  à  -t-  1,  f|iiiin(l  ./•'  \îirie,  d\\ne  manière  coii- 
liiiiie,  onlre  h-  oc  et  0.  D'ailleurs,  les  valeurs  de  Jc,  corres- 
j)ondanl  aux  valeurs  exlrémes  de  x',  sont  —  oo  et  0.  Nous 
pouvoris  donc  form  t  ce  nouveau  tableau,  contenant  les 
valeins  juineipales  de  x  et  de  ?/  : 

.x  =  —  ac,     X  =  0,     X  =  \,     ar=^-+-x. 
.V  —  <^  !/  =  '  >    .V  =  "'    .'/  =  -+-  =^  • 

I^n  résumé,  la  conslanlc  a  étant  plus  graiule  (|!ic  1, 
la  fonciion  a"  cro//,  d\me  manière  conlintie,  de  0  à  h-  x  , 
quand  la  variable  x  cro//,  d'une  /iianièie  continue,  de 
—  oc    ô  H-  oc  . 

83.  Si,  dans  y^^=a%  on  suppose  la  constante  a  posi- 
tice  et  moindre  que  l'unité,  on  peut  la  rcjirésentei-  par-, • 
Alors,  la  fonction  ij  étant  l'inverse  de  o',  cette  fonction 
passe,  d'une  manière  coniinue,  de  +  oc  à  0,  quand  on  fait 
varier  x  entre  —  ce  et  -f-  x  . 

S4.  On  arrive  à  des  lésultals  complètement  différents 
de  ceux  qui  précèdent,  si  l'on  discute  l'équation  >/  =  { — af, 
a  élanl  ])osilif.  Le  Iccleur  reconnaîtra  sans  peine  que  ( — a)' 
est  une  fonction  continuellement  discontinue  {*).  On  peut 
allribucr  à  x  des  valeurs  se  succédant  par  degrés  très-rap- 
procliès,  et  pour  lesquelles,  néanmoins,  les  valeurs  corres- 
pondantes de  y  sont  allernalivenunt  positiies,  négatives  et 
i}naginaires  (**), 

(*)  Divers  géonièlros,  se  fondant  sur  uiieiiiûicullé  à  laquelle  donne  lieu 
la  (léfinilion  de  (—  a)',  ont  couieslé  cette  proposition. 
(**)  L'ec|iialioii 

!/  =  (-«)' 

a|ij)aitii'nl  à  iinr  iitfuiitè  de  points  isoles,  répartis  sur  les  deux  logaritft- 
viifjucs  représentées  par 


Tii[^:()i'.i!i  i)i:s  Lor.Ar.miMEs.  So 


lloliiillioii   algélirlfiHi*  dos   luKaridiiiit'.H. 

H.».  Diiiis  ré<|iiali()ii  //  =  «'',  X  peut  être  l'cgardc  coinnic 
une  Ibnetioii  de  //  :  qii  <!i(  alors  que  x  est  le  logarithme  (la 
nombre  y,  thins  le  système  dont  la  hase  est  a.  AiUrenienl 
(lit  :  le  lofjnritfiDie  d'un  nombre  est  l'exposant  de  la  puissance 
à  lacjuelle  on  doit  élever  une  (piantité  constante,  appelée 
base,  pour  reproduire  le  nombre  donné.  Cette  délinilion, 
on  le  verra  bientôt,  s'aecorde  a\e('  celle  ([iii  est  donnée 
dans  les  éléments. 

H^.  Supposons,  comme  on  le  fait  ordinairement,  la  hase 
plus  grande  (|ue  1.  Al.trs  nous  eonelnrons,  du  tablean  ci- 
dessus  {H2)  : 

logO=  —  oc,     logl  =  0,     Iogfl=!,     log  (+■  oc)  = -t- »  . 

Ainsi,  dans  tout  si/stènie  de  hxjariihnies  dont  la  base 
surpasse  Cunité  : 

1"  Le  lofjarithnie  de  l'unité  est  zéro;  2°  le  lof/arilh)ne  de 
la  base  est  l'unité;  ô"  le  lorjarilhnic  de  zéro  est  l'infini  néga- 
tif; 4°  le  logarithme  de  l'infini  positif  est  l' in  fmi  positif  {*). 

En  outre,  d'après  la  discussion  précédente  (80,  H'i)  : 

o"  Tout  nombre  a  u)i  logarithme  ;  6°  Les  fractions  pro- 
prement dites  ont  pour  logarithmes  des  quantités  négatices; 
7°  les  cjuantités  négatives  n'ont  pas  de  logarithmes  réels. 

(*)  On  ne  doit  pas  oublier  que  ces  déiioniiiiations  d'/n/i/i/  positif  et 
d'infini  négatif  soni  employées  pour  éviter  des  périphrases.  Par  exemple, 
la  qualrième  remarque  pourrait  être  énoncée  ainsi  :  on  peut  toujours 
trouver  un  nombre  dont  le  logarithme  surpasse  une  quantité  donnée 
quelconque.  On  se  tromperait  étrangement  si,  de  ce  que  le  logarit/tme 
de  r  infini  positif  est  finfini  positif,  on  concluait  que  le  logarithme  tend 
à  devenir  égal  au  nombre.  On  va  voir,  en  effet,  que  le  rapport  d'un 
locjaritlime  au  nombre  correspondant  diminue  indéfiniment  quand  le 
nombre  augmente,  et  a  pour  limite  zéro. 
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H'7.  Remarque.  —  Cette  dernière  propriété  lient  à  ce 
que  la  fonction  a"  est  toujours  positive.  Elle  subsiste  pour 
toutes  les  valeurs  positives  de  la  base  a.  Il  n'y  a  pas  lieu 
d'examiner  le  cas  oîi  cette  constante  seiaii  négative,  parce 
(|ii'alors  la  fonction  a''  deviendrait  discontinue  (HA). 

HH.  Ajoutons,  pour  compléter  la  discussion  précédente, 
que  le  rapport  d'un  logarithme  an  nombre  correspondant 
diminue  indéfiniment  quand  ce  tiomfjre  aurjtnenle,  et  a  pour 
limite  zéro. 

Soit,  comme  précédemment,  a^=^}j,  d'où  x  =  lojr //,  et 

log  1/        X 


y        " 

On  a  vu  que  le  second  rapport,  inverse  de- .  tend  vers 
zéro  quand  x  augmente  indéfiniment  («1  ).  Ainsi, la  seconde 
partie  de  la  pi'oposilioii  est  (léinonti(>e. 

Pour   la    prenn'èrc,   nous    nous   bornerons   au   cas  où 
.x  =  log  ?/  =  2,  5,  4,  ...  Mais  alors  l'inégalité  à  vérilier  : 

X       .r  -+-  1 


se  réduit  à 


«^         a 


xy 


a  —  \ 


et,  consé(|uemment , 

A  partir  de  x  =  ^^^Ti^  '^'*"  fifx'fions 


X  .T  -t-   1 


forntrnt  loie  suite  décroissante.  C'est  ce  cpiil  fallait  démon- 
trer. 


TUKoiui:  i)i:s  i.ocAumniKS. 


Propriétés  cIom  lo($nritlinicM. 


H9.  Ces  pro|)ri(''((''s  résniloiil,  immétlinlemcnf,  de  la  drfi- 
nition  ci-dcssiis  (S5),  jointe  ;m\  irgles  du  calcid  des  expo- 
sants (*).  En  eflel,  soient  .r,  x',  x",  ...  les  logarithmes  des 
nombres  //,  //',  /y",  ...  dans  le  système  dont  la  base  est  a,  de 
sorte  que 

1/  =  (f,     y'  =  a^',     y"  =  <i^" 

1"  En  multipliant  membre  à  membre  ees  diverses  éga- 
lités, nous  aurons 

ou 

log  {ijy'ij"  ■■■)  ^  x  -t-  x'  -t-  x"  -i-  •••, 

ou  encore 

Jog  {!/!j'>j"  •••)  ^  1%'  U  -^  l'^S  y'  -+-  Jog  ij"  -+-••• 

Ainsi,  le  logorithnie  d'un  produit  est  érjal  à  la  somme 
des  logarithmes  des  facteurs. 

2°  La  division  de  y  par  //'  donne 


y . 
ou 

y 

log  —  r=  X  —  x'  =  log  y  —  log  y' . 

y' 

Done,  le  logarit/ime  d'un  quotient  est  égal  au  logarithme 
du  dividende,  )iioins  le  logarithme  du  diviseur  (**). 

3°  Elevons  les  deux  membres  de  l'égalité  y^=a''  à  une 

(*)  Manuel  des  Candidats  à  rÉcole  polytechnique,  t.  I,  p.  47. 
(*")  Celle  pi'opriélé  est  comprise  dans  la  promièie,  nllendu  que  diviser 
par  un  nombre  équivaut  à  multiplier  par  l'inverse  de  ce  nombre. 
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puissance  quelconque  n,  entière  ou  fi-aclionnnirc;  nous 
obtiendrons 

!/"  =  «"; 
'og  (.!/")  =  "  'og  (y)- 

Par  conséquent  :  le  hxjarilliine  d'une  puissance  est  ù(jal  au 
loffarithme  du  nombre,  multiplié  par  l'exposant  de  la  puis- 
sance ;  le  logarithme  d'une  racine  est  égal  au  logar il/une  du 
nombre,  divisé  par  l'indice  de  la  racine. 

ConcoriSance  (le!«  «letix  d«-fini(ious. 

»0.  Dans  les  éléments,  on  définit  les  logaritlimes  :  les 
termes  d'une  progression  arithmétique  commençant  jiar 
zéro,  correspondant  aux  termes  d'une  progression  géomé- 
trique commençant  par  V unité  (B.,  Alg.,  176)  (*).  Cette 
définition  arithmétique  des  loii^rillunes  saceorde  avec  la 
définition  algébrique  donnée  ei-dessus. 

Poin-  le  faire  voir,  considérons  d'abord  l'équaliiui  expo- 
nentielle y  =  a^,  et  donnons  à  x  les  valeuis 

0,     S,     2';,     3^;,  ...,     nr7,  ...; 

nous  aurons,  eomnie  valeurs  corresj)ondantt's  de  g  : 

1,     [a^),     («'f,     («'f,   ...,     («7'..., 
ou 

I,      «%        (r%       u'\    ...,      «'■%.... 

Ainsi,  lorsipic  les  logaritltuios  saut  en  j))ogression  par  diffé- 
rence, les  nombres  corrcspundanls  sinit  en  progression  par 
quotient. 

(*)  CtM'onvoi  signilic  :  Mamn  l  iht  liaccalaurva!.  \ig.,  176. 
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Ia\  second  lion,  prenons  les  |troiii'ossions 

1,     7-     7''      7''    ■••'     7"'   •••' 

cl  soit  IN  un  nombre  donne,  compris  enli'e  deux  (crnies 
consécnnls  de  la  seconde  jjroi'rcssiDn,  ou  égal  à  l'un 
d'eux  (*). 

EiKrc  deux  lermes  couséeulifs  de  chacune  des  progres- 
sions, insérons  m  moyens,  m  élant  (rès-grand;  et  soient 


7'=-  \/7  =  7"'-^' 


m  -+-  I 
les  l'aisons  de?"  jiroiiressions 

0,  o',     'i'j',     ^'ï .  ...,     ?/''/,   .., 

1,  q\      (/'■'.      (i'\    ..,      r/'",    ..., 

qui  remplacent  les  premières. 

Nous  pouvons  toujours  disposer  du  nombre  entier  m,  de 
manière  que  l'unité  soit  un  icj-me  de  la  nouvelle  j)rogres- 
sion  par  dinérence;  car  réquai  ion 


VI  -+-  1 
admet  une  infinité  de  soliifions  entières  (**). 

(*)  Le  proiDier  cas  élaiit  plus  goneral  que  le  sccoiul,  nous  négligerons 

celui-ci. 

(*')  Ceci  suppose,  bien  enlentlu,  que  S  est  comnicnsurahle.  Soit  alors 

-la  fraction  iiTC'duc(il)le  équivalente  à  J.  De 
'/ 

m  ■+-  1       J       7; 
on  conclut  {B.  Arit/i.) 

i=  )q.     m-\-  \  ^=  'p, 

).  élanl  un  nombre  entier  quelconque. 


;»o  .\i.(;i;in;i:. 

Soit  </'  =  q^'  =  a  le  tcimc  de  la  progression  par  fiuolieiil 
qui  correspond  à  /"}'  =  \  :  a  est  la  hase  du  système  de 
logarithmes.  Soient,  en  outre,  q'  et  r/'^*  les  deux  puis- 
sances consécutives  de  q'  comprenant  entre  elles  le  nombre 
donné  X  :  leurs  logarithmes  sont  B'  et  (l  -\-\)o\  mais,  à 
cause  de  q'  =  «'  =  «'' ,  on  a 


■/+i 


7  =  «  ^     7 

Ainsi, /es  lof/arilfuncs  des  deux  nombres  entre  lesquels  est 
compris  N  sont  les  exposants  des  puissances  auxquelles  on 
devrait  élever  a  pour  reprodiiire  ces  nombres.  \^{  comme  la 
différence  entre  <('  et  (/''''*''*  peut  èlre  rendue  aussi  petite 
qu'on  le  veut,  la  projjriélé  démontrée  suhsiste  pour  le 
nombre  .\,  limite  commune  de  q'  cl  de  r/''"*""  (*), 

I.ogarlilinies  iiéprripns. 

f>l.  l'^ii  parlant  de  la  d('-iiiiilion  arillimétique,  supposons 
r/ ^  1  -h  o:  c'est-à-dire,  |)rcnons  les  |)rogressions 

0,        0,  !2'j,  ôo,      ...,         n'}, 


Si  M^=  1,  la  base  du  système  est  (8©) 


Pour  que  la  progression  arithmétique  puisse  èlre  consi- 
dérée comme  renrermani  lous  les  nombres,  de  0  à  1.  on 
doit  suj)poser  n  inlini.  .Mais  alors 


a  =  uni  [  \  -\ — 
n 


(*)  Plus  oxactiMiioiit,  ci'tle  propriott'  osl  la  ilfpnilion  inèmotUHog  N. 
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Ainsi,  les  |»liis  simples  iiolioiis  do  rAri(liiiu''tif|ii<' |i('uvei!l 
eoiicluii'c  an  syslômo  do  logarillunes  dont  la  base  est  le 
nombre  incomnfensiirable  v  (*). 

Coiiinient  on   paN^^e  il'iiii  .««yNtciiie  (^  un  aiiti-e. 

»«.  Soient  x,  ./'  les  logaritlimcs  dnn  même  nombre  //, 
dans  deux  systèmes  dont  les  bases  sonlr^  h.  Par  définition, 

y  =  u'\      ij  =  //', 

l'ienons  les  logaritbmes  des  deux  membres  de  la  seconde 
égalité,  dans  \c.  premier  système;  nous  aurons 

\og„y  ==  x'  log„  h, 
on 

X  =  x'  log„  h , 
ou  encore 

i 

x  =  x 


loiï„  h 


Donc,  7J0wr  passer  iVun  sijstèDic  dont  la  base  est  a,  à  u)i 
autre  système  dont  la  base  est  h,  on  multiplie  tous  les  loga- 
rithmes, calculés  dans  le  premier  si/stèmc,  par  Vinverse  du 
lofjariffune  de  la  seconde  base,  ce  Uxjaritlune  étant  pris  dans 
le  premier  système. 

Ilofiiiilion  du   nioiliile. 

93.  Quand  on  passe  du  système  népérien,  c'est-à-dire 
du  système  dont  la  base  est  le  nombre  e,  à  un  autre  système 
ayant  pour  base  6,  le  l'acteur  constant  j-^^  devient  j^^-j;,  ou, 

{*)  C'est,  paraîl-il,  par  des  coiisidéralions  de  celle  nature  que  Napier 
(ou  Neper)  est  arrivé  à  riiivtntion  des  logarithmes  uépcricns.  Avanl  La- 
croix, on  les  appelait  logarithmes  naturels,  ou  logarithmes  hyperhu- 
liques. 
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plus  simj)Icmeiil,  j^.  Ce  facteur  constant,  égal  à  l'inverse  du 
Ifjfjfnit/nne  népérien  de  la  hase  h,  est  le  module  du  système 
dont  la  base  est  b. 

»4.  Remarque.  —  Le  module,  égal  à  j^,  est  égal  aussi 
à  log,,  e.  En  elîet,  de  nirnic  que  x'  =  Xi^— ^,  on  a 

\ 

X  =  x' ; 

logi  a 
donc 


log„6 


logi  "  ; 


et,  en  particulier, 


^  =  log... 


Ejcot'circs. 


J.  Discuter  les  fonctions 

II,  Discuter  les  fonctions 

cos  (Ix) 

?/  =  l.cosa:,     y  =  cos(lx),      1/ = 

à" 

m.  La  série 

I  1  t 

-i- 


"2  log  ;2       5  log  5  n  log  n 

est  divergente  (**). 

(*)  La  discussion  complète  exige  la  théorie  des  dérivées. 

(**)  Elle  l'esl  beaucoup  moins  que  la  série  harmonique:  la  somme  des 
premiers  termes,  jusqu'au  ramj  marque  par  uit  nombre  de  trois  cent 
deux  clii/fres,  est  inférieure  «11.  [}félanges  mathématiques,  p.  167.) 
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l\'.  La  srrio 

cos  (li  )       cos  (Il2)  cos  (In) 

-+-  •  •   H h  •  •  • 


1  -2 

esl  imlclcrniincc. 


1  ("-+-«) 


V.  Vers  (jucllo  limiic  (ciid  le  produit  n\n\  -^-77—,  quiind 
Il  iiuiiiiK'iilc  iiidc'dniiiR'iU  ? 

Réponse  :  Vers  1 . 

^  I.  Prouver  que  la  série 

n-,-i"i-iV.-        '"" 


3         .'  \I  {n  -+-  \ 

\\\.  Somuier 


est  divergente 


I  .  sec  .  X  -f- 1  .  sec  .  (-1  -+-  1 .  sec  .  (— j  -\-  1  .  sec  •  (— )  -i — , 

X  étant  compris  entre  0  et-. 

\\U.  Théorème.  —  x  étant  une   fraction   proprement 
dite,  les  séries 

log(l  H-  x)  -H  log(l  -4-  x")  -^  •■•  -4-  log(l  -+-  x)"  -+-•••. 

l0g(l  x)  -h  log(l  —  X-)  -+-  -v  M-  log(i  —  X")  -4-  ••• 

sont  convergentes. 

IX.  Théorème.  —  x  étant  un  nond^re  quelconque,  la 
série  qui  a  pour  terme  général 

î/„  =  (x  -4-  H  —  -     log      I   H —  1, 

est  convergente. 
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CHAPITRE  VI. 

APPLICATIONS  DES  LOGARITHMES. 
Ikcs   lognridiiiie.s  vulgaires. 

»5.  Les  logarithmes  vidfjaires,  ou  lofjarithmes  de 
Brirjfjs  (*),  sont  ceux  que  Ton  trouve  en  parlant  des  pro- 
gressions 

1,     10,     100,     1000.  .... 
0,      1,         :2,  3,      ...: 

la  base  du  système  est  10.  Indépendamment  des  propriétés 
générales,  ees  logarithmes  possèdent  celles-ci,  qu'il  sufïil 
d'énoncer  : 

1°  Le  logarithme  d'un  nombre-entier  quelconque  a  pour 
partie  entière  (**)  un  nombre  formé  d'autant  d'unités  moins 
une  qu'il  y  a  de  chiffres  dans  ce  nombre  entier; 

2°  Pour  multiplier  un  nombre  par  10,  100,  1000,...,  // 
suffît  d'ajouter  1,  2,  5,  ...  unités  à  la  caractéristique  de 
son  loqarithme  ; 

5"  5/  deux  nombres  décimaux  ne  différent  que  par  le 
ranq  de  la  virgule,  leurs  logarithmes  ne  différent  (pie  par 
la  caracléristi<[ue. 

(*)  Henri  Biigjjs  caloulu  les  logaritlimes  des  nombres  compris  entre  I  •■! 
ÎO  000,  et  les  logaiitiimes  des  noml)res  eompris  entre  00  000  1 1  100  000. 
Son  ouvrage,  iiitiltilé  Aritlimclica  logarillimica,  parut  à  Londres  en  1621. 

iMM.  Namur  el  Mansion  viennent  de  pulilier  des  fables  composées 
d'une  vinf^tainc  de  pages,  el  qui,  néanmoins,  permellenl  d'écrire,  avec 
(/oj/;e  décimales,  les  logarithmes  des  nomI)res  entiers,  de  1  à  151  biltivns.' 

1**1  On  sait  ipie  celte  partie  entière  e.^l  appelée  caraclcristifjin'. 
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î»0.   Ij)(/(nilhiiics  (les  [raclions.  —   L'iclciililé 


(lomic 


ou 


a 

h 

J> 

•  -=  1, 

1       " 

,         ''          n 

ioSj; 

.+-  log_  =  C 
a 

,            « 

,      h 

log^ 

=  —  log  -  . 
o 

0, 


Ainsi,  le  lofjarillinic  d'une  fradion  pro}wemcnt  dite  est  égal 
au  logarilfnnc  de  la  fiaction  renversée,  pris  en  signe  con- 
traire (8«,  G"). 

Il  rcsnllc  lie  l;i  que  les  fraciioiis  0 J ,  0,01,  0,001,...,  oui 
pour  logarilhnies,  l'cspcclivcuicMil,  —  J,  —  2,  —  5,  ....  De 
uièmc  , 


loa;N. 

lU'cipi'0(|U('incnt,  le  nonibre  correspondant  à  un  loga- 
rithme négatif  a  la  forme  ^,  N  étant  le  nombre  correspon- 
dant au  logarithme  donné,  pris  positivement. 

97.  Lnr/aiilhmes  à  caractéristique  négative  et  à  partie 
décimale  positive.  —  Les  fraclions  de  la  forme  s^?  élant  peu 
eoniuiodes  dans  les  calculs,  surtout  quand  le  déuouiina- 
leui"  -\  csf  accompagné  de  décimales,  on  l'ait,  sur  les  loga- 
rithmes cntiéremenl  négatifs,  une  transformation  qui  équi- 
vaut à  la  réduction  de  p^  en  décimales. 

Soit,  pour  fixer  les.  idées, 

_    257 

Ou  trouve,  dans  la  Table  de  Callet  (*), 
log  257=       2  57i7484. 
log  87  852==       VJ4"wal7 
Par  suite,  log  x  =  —  2,5090055 

C)  Pour  la  ilisposition  clés  Tables  de  Callil,  la  proportion  loijavilli- 
mique,  etc.,  voyez  le  Manuel  du  Baccalauréat,  Alg.,  n"  20. 
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Ajoiilon?,  à  log  X,  le  i:onihre  eiuicr  inimédiateinciil  su- 
périciii"  à  —  log  .r,  puis  relr;iiiclions-lc;  nous  aurons 

log  X  =  3  —  2.y69005o  —  3  =  O/tôO'JOG?  —  3. 

Pour  abréger,  apportons  la  partie  négative  —  3  à  la  place 
de  la  caractérislique  0;  et,  pour  éviter  toute  annljiguïlé, 
plaçons  le  signe  —  au-dessus  du  chiffre  5  :  il  vient 

log  x  =  5,4309967. 

La  comparaison  de  ce  nouveau  logarithme  avec  celui  qui 
est  écrit  plus  haut,  donne  celle  règle  générale  : 

Pour  transformer  un  lorjarithme,  entièrement  négatif,  en 
un  lorjarithme  à  caractéristique  négative  et  à  partie  décimale 
positive,  placez  le  signe  —  au-dessus  de  la  caractéristique, 
après  l'avoir  augmentée  d'une  unité,  et  écrivez,  à  la  suite  de 
cette  nouvelle  ca7'actéristique,  le  complément  (*)  de  la  partie 
décimale  du  logarillime  donné. 

98.  Nous  avons  dit  que  cette  transformation  équivaut 
à  une  réduction  de  fraction  ordinaire  en  fraction  décimale. 
Pour  le  faire  voir,  reprenons  la  fraction  'Z\..^.  Si  nous  la 
midliplions  par  une  puissance  de  10  qui  rende  le  produit 
plus  grand  que  1  et  plus  j)e!it  que  10,  nous  aurons,  en 
dixisant  en  même  temps  par  cette  puissance, 

237  000 
87  8a2 


d't»ù 

lo"  .r  =  \o" 
°  ''87  8o2 

Mais, 

237  000 
log  -^j-^  =  log  237  +  3  -  log  87  ^r,^l 

=  3  —  (log  87  852  —  log  237); 

(*)  Le  complément  d'une  fraclion  décimale  propremoiil  liileosl  ce  qu'il 
y  faut  ajouter  pour  ol'teiiir  l'unité. 
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donc 

logo;  ==  3  —  2;j09OO3r)  —  3  =  0,4309907  —  3, 

ou 

Ioga!;  =  r),43()î)9(i7, 

comme  ci-dessus. 

»0.  Remarque. —  Le  lognritlimc  3,4309967  correspond 


à  la  fraction  décimale —^^  ,  laquelle,  d'après  ce  qui  pré- 
cède, est  comprise  entre  0,001  et  0,01.  Il  résulte,  de  cette 
observation,  que  le  nombre  correspondant  à  un  logarithme 
dont  la  caractéristique  seule  est  négative  est  une  fraction 
décimale  proprement  dite,  dans  laquelle  le  j)remier  chiffre 
significatif  occupe,  à  partir  de  la  virgule,  un  rang  marqué 
par  cette  caractéristique. 

Usage  des  Tables  ilc  t'allet. 

lOO.  Problème  î.  —  Trouver  le  logarithme  d'un  nombre 
donné. 

Premier  cas.  —  Le  nombre  est  entier,  et  plus  petit  que 
108  000. 

Le  logarithme  est  inscrit  dans  la  Table,  sauf  la  caracté- 
ristique, qui  est  connue  à  l'avanee  (95,  1°). 

Deuxième  cas.  —  Le  nombre  est  entier,  et  plus  graud 
7Mel08  000. 

Soit  le  nombre  x  =  2  647  855.  Séparons  assez  de  cliil- 
frcs,  sur  la  droite  de  ce  nombre,  pour  que  la  partie  restant  à 
gauche  soit  comprise  entre  10  000  et  108  000;  nous  aurons 

—  =  20  487,53; 
100 

et  la  partie  décimale  du  logarithme  de  ce  dernier  nombre 
égale  celle  du  logarithme  de  x.  On  trouve,  dans  la  Table, 

log  26  478  =  4,42288u2. 
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Il  ne  s'agit  donc  plus  que  de  calculer  la  différence  o  entre 
ce  dernier  logarithme  et  celui  de  2G  478,o3.  Pour  cela, 
posons  la  proportion 

2G  479  —  2G  478  log  2G  479  —  les  20  478 

20  478,55  —  2G  478  ~  log  26  478,55  —  log  26  478' 

ou 

I  (lifî.  lab. 


0,55  â 

Elle  donne 

(î=  diff.  lab.  X  0,.j3  =  lOi  X  0,55. 

Pour  épargner  au  caleulaleur  la  peine  d'effectuer  la 
petite  multiplication  que  nous  rencontrons  ici,  on  a  inscrit, 
dans  la  Table,  les  produits  de  164  par  0,1,  0,2,  etc.,  ces 
produits  élant  toujours  exprimes  en  unités  du  septième  ordre 
décimal.  D'après  cela,  nous  aurons 

1 64  X  0  5 

r;=  104  X  (0,5  -4-  0,05)  =  IGi  X  0,5  -\ ^— '- 

49 

=  82  H =  82  -+-  0  =  87. 

10 

Puis,  en  ajoutant  cette  différence  au  logarithme  de  26  478  : 

log  26  748,55  =  4,4228959 , 

et  enfin 

log  2  074  855  -=  6,4228959. 

Voici  la  disposition  du  calcul  : 

log  20  478    =  0,4228852  (*) 
pour       0,5    ....  82 

pour       0,05  ....  5 

loir  2  0t7  855  =  6,4228959 


(')  il  n'est  |)as  nécessaire  de  niotlilier  la  caractéristique  :  on  en  écrit  tuui 
lie  suite  la  valeur  (iélinitivc. 
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Ti'oisiôiiic  cas.  —  Le  nombre,  euiilicnl  des  (lécimales. 

On  l'ail  ahsiracliou  de  la  virgulr,  cl  l'on  rclonibc  sur  les 
cas  préccdcnls. 

Qiiati'icme  cas.  —  Le  nombre  donné  est  une  fraction. 

On  a  Ml,  ci-dcssiis,  cornmcnl  le  logarithme  d'une  frac- 
lion  se  déduit  des  logaritlinics  des  deux  termes. 

lOl.  PiiouLÉ.MK  II.  —  Un  lofjarilh nie  étant  donné,  trou- 
ver le  nombre  correspondant. 

Premiei"  cas.  —  Le  hxjarilhnie  se  trouve  dans  la  Table. 

Nous  supposons  que  le  lecteur  connaît  la  disposition  des 
Tables  :  ce  premier  cas  n'exige  donc  aucune  explication. 

Deuxième  cas.  —  Le  lorjarithme  donné  tombe  entre  deux 
logarithmes  consécutifs  de  la  Table. 

Soit  log  X  =  3,6774257. 

En  cliereliant  dans  la  Table,  on  trouve  que  le  logarithme 
(|ui  approche  le  |)lus  du  log  x,  par  défaut,  est  G  774  1 55  (*)  ; 
l(î  nombre  correspondant  à  ce  dernier  logarithme  est  47  570  ; 
donc 

X  =  47  579  -t-  rj, 

'')  étant  inférieur  à  l'unité. 

Pour  évaluer  d,  on  suppose  encore  les  différences  entre 
les  nombres  proportionnelles  aux  différences  entre  les  loga- 
rithmes, c'est-à-dire  que  l'on  écrit 

â       G  774  237  —  G  774  1  dô 


1  difr.  tab. 

ou 

84 

Si  l'on  réduisait  cette  fraction  en  décimales,  on  trouve- 


(*)  Dans  la  recherche  du  nombre  correspondant  à  un  logarithme  donné, 
on  ne  fait  attention  à  la  caracléribli(iue  (jue  pour  déterminer,  en  dernier 
lieu,  la  place  de  la  virgule. 
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rait  (5  =  0,92  ;  mais  les  Tahlcs  de  Callel  permellent  encore 
d'éviter  ce  calcul.  En  effet,  en  parcourant  la  petite  colonne 
des  différences,  on  lit  9  en  regard  de  82;  donc  o  se  com- 
pose d'abord  de  0,9.  Ensuite ,  si  Ton  place  un  zéro  à  la 
droite  de  84  —  82  =2,  on  a  20  pour  produit.  Or,  dans  la 
même  petite  Table,  18  répond  à  2  dixièmes;  donc  20  cor- 
respond, à  fort  peu  près,  à  2  centièmes.  La  seconde  partie 
de  à  est  donc  cette  dernière  fraction,  en  sorte  que  o  =  0,92. 
comme  ci-dessus. 

En  revenani  à  la  recherche  qui  nous  occupe,  nous  aurons 
3C=47  579,92.  Mais  la  caractéristique  donnée  était  5;  donc 
enfin , 

a;  =  4  757,992, 
à  moins  de  0,001. 

Voici  le  type  du  calcul  : 

log  X  =  .5,0774:237 
les  47  579  =    ,67741 53 


84 
])0U7'  82     9 

pour  2  2 

x  =  i  757,992. 

Troisième  cas.  —  Le  logarithme  donné  est  entièrement 
négatif. 

Soit  \ogx  =  —  47248Ô74. 

Posons  log  N  =  4,7248574;  nous  trouverons 

,\  =  53  008,57; 
donc  (S6) 

1 


53  008.57 


Ouiilriènu'  cas.  —  La  caractéristique  seule  est  négative. 
On  a  vu,  ci-dessus  (9»),  ce  qu'il  faut  faire  pour  trouver 
le  nombre  correspond.uit. 
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Calculs  iiiiiiiérl<|iicM. 

lO».  Premier  exemple  : 

l^~5^¥78,47 


X 


1^923  744,18 


log  X  =  -  log  52  078,47 log  923  744,18. 

5  4 

log    02  078       =4,7210293 

0,4  53 

0,07  6 


los    o2  078,47  =  4,7210532 

-  =:1,o/d8//7  -4- 
ô 


log  923  740       =  5,9053497 
4....  19 

0,1  0 

0,18  0 


log  925  744,1 8  =  5,90! 

)551G 

=  1,49^ 
4 

15879 

log  X  =  0,08: 

24898 

nombre  corrcsp.  1,-2  091  .... 

4022 

0,7    liour  .... 

270 

253 

0,00  ]ionv  .... 

23 

a:  =  1,209170. 

103.  Deuxième  exemple  : 

\7 


'  /  89  748 
0,000  384  74  \/  ^^^^^^ 


1/724  07'!- 1^0,000  074  257  5 


102  ALGKBP.E. 

1  r                                1        8î)  748  -1 
0!?  a;  =  -    log  0,000  584  74  +  -  lo" 

Tlog  7:24  074  -+-  -log  0/JOO  074  237  ol. 

log    89  748  =  4,9.jd0248 
log  124  723  =  0,09^0400 


89  748 

log =  1 ,8570782 

"  1 24  723 

1 

-(*)  =  1,9o23o94 
5 

lo?  0,000  384  74  =  4,o8o1 073 


4,5373267 

i       - 

_  =  1,3075053  -4- 

5 

log  0,000  674  237  3  =  4,82881 30 

1 

-  =  2,9'f29377  -+- 
5 

log  724  074  =  5,8001427  -+- 


4,8030804 

1 

-=1,2007701  — 
4 


log  a:  =  2,1007352; 
.r  =  0,0 12  780  0. 


(*)  Pour  prendre  le  ^  de  1,8570782,  on  observe  que  ce  logarilhme 
=  —  1  H-  0,8570782  =  —  5  -H  2,8570782, 
en  rendant  la  caractcn'stique  divisible  par  3.  Par  suito 

i  (î  ,8570782)  =  —  1  H-  i  2,8570782  =  7,9523594. 
On  opère  de  môme  dans  tous  les  cas  analogues  à  celui-là 
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I04.  Tiu)isii:.Mi:  exemi'i.i:  : 

°  157"  828 

log  8:29  =  2.0  l8o:J4:i3 
log  828  =  2,<)  1805034 


Io2^  =  0,000o2419 

"  828 

loff  x  =  —  X  0,000  o24  1 9. 


Ml 


Pour  éviter  la  miiUiplicaiion  par  '^,  prenons  les  loga- 
ritlimes  des  deux  membres;  nous  aurons 

3(îl 
]()"•  io"-  X  =  lo'- -+-  loi?  0,000  524  19. 

logôOl  =2,5375072  4- 
log  157  =  2,1958990 — 

log  0,000  524  1 9  =  4,7 1 94887  -h 


Ioglogx  =  3,0810903 
log  x  =  0,0012053; 
X  =  1 ,002  78. 

105.  Quatrième  exemple  :  Quelle  est  lapins  petite  caleitr 
entière  de  n  satisfaisant  à  l'inégalité 

lOOy^  200  000^^ 
"99"/  ^        3       ■ 

En  prenant  les  logarithmes,  puis  les  logarithmes  des 
logarithmes,  on  a  : 


104 


ALGEBP.E. 


200  000 

log  H  >  log  log log  log 


100 
"99" 


log  200  000  =  0,50 103000 
log  5  =  0,4771 21 2 j 


log 


200  000 


-=  4,82590875 


log  log 


200  000 


=  0,6853991 


log  100  =  2, 

log    99  =  l,99o63ol9 

,      100 

log- —  =  0,00450481 
°  99 

,      .       100       - 

log  log  — -  =  5,G5996u3 


donc 


log  II  >  5,043'i-558; 
»  >  1105,1; 
n  =  1100. 


106.  Cinquième  exemplf.  :  Résoudre  Vim'fjaUlé 


100\"      2  000 
~^l  5 


/  99  V^~^ 
~\TÔô'     J' 


Commençons  par  calculer,  approNiinntivcmenl, 
1  — 


99  y 
ïôô/ 


log  99=   1,99503519 
150  log  99  =  299,5452785  - 
1 50  los  100  =  500 


,  99 

1ok(  — 

100 


1,3452785. 
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/  il!»  \"^ 

0/221  4y. 

1  99  X'^" 

~  lîoo/ 

0,778  55. 

10.' 


Ce  dernier  nombre  étant  un  peu  supérieur  a  1 —  (  —  1  , 
il  s'ensuit  (jue  l'on  véiiliera  l'inégalité  proposée,  si  l'on 
satisfait  à  celle-ci  : 

/  99  \"      2  000 

—     > 0,788  53. 

On  tire,  de  cette  dernière, 

log  2  000  -H  loiï  0,778  55  —  los;  3 


log  100  — log  99 

log  2  000  =  5,5010500 -+- 

log  0,778  55  =  T,89 1 28G5  -t- 

log  5  =  0,477 1212 — 


2,7151955 
log  100  =  2 
les;    99  =  1,9950352 


Donc 


n> 


0,0045648  — 
27  151  953 


ou 


45  468 
M  >  624,64. 
lOï.  Sixième  exemple  : 

I  J    ,J  "jSO  001 

^~  50  001 
log  x  =  30  001  log  1,1  — log  50  001, 
log  1,1  =0,041  592  69 


100  al(;kiîI!E. 

uO  001  log  1,1  =  20C9,fi7ii  892  GO 
loa  'JO  001  =        4  fi'J8  978  7  — 


2  0Gi,97G9l4  0. 

X  =  94  822  SUIVI  de  deux  viille  soixanle  chiffres. 

f  OS.  Septikme  exemple  :  Quelle  est  la  plus  petite  valeur 
entière  de  x  qui  vérifie  Vinêgalité 


X 

Si  l'on  essaie  a;=  100  et  x  =  200,  on  trouve,  à  cause 
de  log  250  =  2,397  9400  : 

\ 00  log  \  ,1 —log  1 00  =  4,1 59  2G9  -  2  =  2, 1 39  2G9  <  log  250, 

200 log  1 /l -log 200  =  8,278  o58- 2,501  050  =  :j, 977  508  >  log 250 

De  plus,  on  voit  que  le  nombre  chcrclir'  est  beaucouj» 
plus  i)rès  de  100  que  de  200.  x=  1 10  donne 

H01ogl,i-logllO=4,555  1959-2,041  5927=2,5H  8055>log25(>. 

On  trouve  ensuite 

(l,h'«  (1,1)'"' 

106  107 

donc  la  valeur  demandée  est  107.  En  effet , 

(1,1  r 

--^-^=250,97  (•). 
107  ^' 

nésoliition  «les  i^-qiiatlons  exponentielle)*. 

109.  On  appelle  équation  exponentielle  celle  qui  a  la 
forme 

a' =  6, 

(•)  On  peut  comparor  oiMle  soliilion  n  colle  que  nous  avons  donnée  ci- 
dessus  (81). 


\ 
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X  ('"lanl  riiicoiimie.  LorsiniCjt'oiiiiiic  ou  le  siij)|)()S(;  li;iltiliu'!- 
Icnioiil,  a  cl  h  sont  des  (|ii:iMlil('s  positives,  reito  L'f|iialion 
adiiu'l  toujours  une  solution  réelle  (H9).  Pour  la  dcternii- 
ncr,  il  sullil  de  prendre  les  logarithmes  des  deux  membres, 
dans  un  syslèine  quelconque.  \\n  effet,  on  trouve  ainsi 

X  log  a  =  log  b , 
ou 

log  a 

IIO.  Remarque.  —  Quand  les  constantes  o,  b  sont 
toutes  deux  jjIus  grandes  ou  toutes  deux  plus  petites  que 
l'unité,  la  valeur  de  x  est  positive;  elle  esl  négative  dans  le 
cas  contraire. 

Des  intérêts  composent,  et  des  annuités. 

B  I  a.  Une  somme  est  placée  à  intérêt  composé  quand  le 
j)réteur,  au  lieu  de  recevoir,  à  la  fin  de  cha(|ue  année,  Vin- 
térèt  simple  (|ui  lui  est  dû,  le  laisse  à  la  disposition  de  Tem- 
prunteur,  de  manière  à  augmenter  le  capital. 

L'intérêt  composé,  tel  (ju'il  vient  d'être  défini,  donne 
lieu  aux  problêmes  suivants  : 

lis.  PiiOBLÈME  I. —  Quelle  est,  an  bout  de  n  années,  la 
valeur  A  d'un  capital  a  placé  à  intérêt  composé ,  le  taux 
étant  de  y  pour  franc  par  an? 

r  étant  l'intérêt  de  1  franc,  ou,  plus  exactement,  r  étant 
le  rapport  entre  cet  intérêt  et  1  franc,  il  s'ensuit  que  \  franc 
vaut,  à  la  fin  de  l'année,  1*^  X  (1  -!-  >')•  P^''  suite,  un  capi- 
tal quelcon([ue  a  vaut,  au  bout  d'un  an,  a  (\  -+-  r)  =  a'. 

Si,  à  la  fin  de  l'année,  l'emprunteur  ne  paie  aucun  inlé- 

(*)  Les  inégalités  proposées  clans  les  u'^'  fl©5  ol  «o©  ont  éié  résolues 
par  ce  moyen. 
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rct  au  prêteur,  il  jouit,  pendnnt  Tannée  suivante,  de  cet 
intérêt  et  du  capital  «:  les  choses  se  passent  comme  si,  au 
lieu  d'avoir  reçu  primitivement  a,  l'emprunteur  avait  reçu 
la  somme  a'  au  commencement  de  la  deuxième  année  (*). 
Conséquemment,  et  d'après  la  formule  précédente,  le  capi- 
tal a  vaut,  après  deux  ans  , 

rt'(l  -+-  ?•)  =  a  (I  -+-  rf. 

En  répétant  le  même  raisonnement,  on  trouve 

A  =  o(l-+-r)".  (I) 

113.  Problème  II.  —  Après  combien  d'années  un  capital 
•à,  placé  à  intérêt  composé,  acqiiiert-il  la  valeur  A? 

11  est  clair  qu'il  s'agit  de  résoudre  ré(|nation  (1),  par 
rapport  à  n.  Cette  résolution  se  fait  conunodément  au  moyen 
(les  logarithmes;  elle  donne  (t09) 

les;  A  —  loa;  a 

n  =  — ^ — 

log(l-+-r) 

m.  Problème  111.  —  Quelle  valeur  produira-t-on  au 
bout  de  n  années,  si  l'on  place ,  au  commencement  de  cha- 
cune, un  même  capital  a,  et  qu'on  accumule,  avec  toutes  ces 
sommes,  leurs  intérêts  composés  ? 

D'après  la  formule  (1),  cette  valeur  est  la  somme  s  des 
termes  de  la  progression  par  quotient  : 

«(1  H-/-)",     a  (I  -i-rj"-',  ...,  «(I  -4-  ?•); 
donc 

.s  =  fl  (  I  -t-  r) 

115.  Problème  IV.  —  Quelle  somme  h  doit-on  paj/er 

(')  On  peul  encoro  supposer  que  l'emprunteur  rende,  au  prêteur,  le 
capital  a',  et  qu'il  le  reprenne  aussitôt. 
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annuc'llcniciif,pui(r  cnnorlir,  au  bout  de  n  années,  un  capital 
a  et  ses  intérêts  conijmsés ? 

Cette  somme  b  est  ce  qu'on  appelle  une  annuité.  Pour 
la  (lôlciniincr,  il  sufïil  d'ex|)rinici-  (|uo  la  valeur  du  capital 
a,  à  la  lin  de  la  >i"'""  année,  est  ogale  à  la  sonnnc  des  valeurs 
des  n  aniuiités,  au  boiU  de  ce  niènic  temps.  On  (l'ouve 
ainsi,  en  appelant  /•  Tintérèt  de  \  franc, 

o (1  -V-  r)"=  />(!  -4-  r)"-'  -f-  /;  (1  -t-  r)""*  -+-•••  -t-  />(f  -+-  r)  +  6, 

r 

Celte  formule  générale  donne  la  solution  de  diverses 
questions  relatives  aux  annuités. 

Si,  par  exemple,  on  veut  trouver  combien  il  faut  (Tan- 
nées pour  amortir  un  capital  a,  au  moijen  iVannuités  égales 
à  b,  on  devra  résoudre  l'équation  (2)  par  rapport  à  n.  Or, 
en  faisant  passer  (1  -+-  >■)"  dans  le  premier  membre,  on 
obtient  d'abord 

(l_t-r)"(6  -ar)  =  b; 

puis,  en  prenant  les  logaritbmes  des  deux  membres, 

log  6  —  log  (^  —  «/•) 

n  =  — ; — (o 

log(l-4-r)  ^ 

tl6.  Discussion.  —  1°  Si  l'on  suppose  b  >  ar,  c'est-à- 
dire  si  l'annuité  surpasse  V intérêt  simple  du  capital,  la  for- 
mule (3)  donne,  pour  n,  une  valeur  finie  et  positive.  Cette 
valeur  est  d'autant  plus  grande,  que  l'excès  de  b  sur  ar  est 
petit. 

S-  Si  6  =  ar, 

losj  6  —  los:  0 


.     log  (l  -t-  r) 
Or,logO  =  —  00  ;  donc  n=-h  x  .  Il  est  facile  d'interpréter 
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ce  résultat  :  quand  rciiipiiiiileur  ne  paie,  à  la  (in  de  chaque 
année,  que  rintéiét  simple  du  capilal,  il  doit  toujours  le 
capital;  on  ne  peut  donc  demander  à  (|uellc  époque  la  dette 
sera  éleinte. 

Ce  cas  est  celui  des  rentes  perpétuelles. 

ù°  Enfin,  si  l'on  suppose  b  <  ar,  c'est-à-dire  si  l'annuité 
est  moindre  (jue  l'intérêt  simple  du  capital,  le  second  mem- 
bre de  la  formule  contient  le  hxjuritlune  d'une  (pianlité 
négative;  celle  formule  ne  donne  donc  aucune  valeur  réelle 
pour  n  (86,  7").  C'est  ce  qu'il  est  encore  facile  d'explicpier. 

En  effet,  on  vient  de  voir  que  la  dette  est  constante  si 
l'annuité  est  éiiale  à  l'intérêt  simple;  donc,  quand  elle  est 
inférieure  à  celui-ei,  la  dette,  au  lieu  de  diminuer,  augmente 
sans  cesse.  Ce  résultat,  (jui  peut  |)araitre  élranae.  est  une 
conséquence  naturelle  du  principe  de  Vinléiét  proportion- 
nel au  temps. 

MCjcffciffs. 

I.  Pendant  combien  d'années  doit-on  laisser  un  capital, 
placé  à  4  ^  pour  100,  pour  que  la  valeur  en  soit  décuplée? 

Réponse  :  Pendant  un  peu  jjIus  de  52  ans, 

II.  Thomas  Parr  vécut  lo!2  ans  (*).  Si,  à  partir  de  sa 
vingt-cinquième  année,  il  avait  placé  tous  les  ans,  au  taux 
de  G  pour  iOO,  une  somme  de  10  livres  sterlinir,  combien 
ses  héritiers  auraient-ils  dû  lecevoir  à  sa  mort'' 

Réponse  :  28  900  livres. 

III.  Après  cond)ien  d'années  aura-t-un  amorti  un  eapiial 
de  JOO  frnncs,  enq)runlé  à  .')  pour  cent,  si  Ion  paie,  annuel- 
lement, .'i'JO:' 

Réponse  :  Au  bout  treii\irou  80  ans. 
(*)  Il  mourut  on  1031. 
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IV.  Coinhic'ii  vaudra,  à  la  lin  de  18'J"J,  une  somme  de 
franc, placée,  à  o  pour  100,  au  conimencenicnule  Tan  800? 

Répousc  :  203  500  000  000  000  000  000  000  francs. 

V.  Discuter  la  formule 


U  =  P 


100 -I 

"-l'-^ïïïii)"jc>- 


W.  Quelle  est  la  plus  pelile  valeur  entière  de  x  satis- 
faisant à  l'inégalité 

(1,01)^  >  lOx? 

Réponse  ;  j=  917. 

MI.  Une  j)ersonne  emprunte  pour  un  an,  àintérèl  com- 
posé, un  capital  a.  Elle  convient  de  se  libérer  au  moyen  de 
Il  paiements  égaux,  effectués  à  des  intervalles  de  temps 
égaux  entre  eux  :  le  itremier  |)aiement  sera  fait  -  d'année 
après  le  moment  de  Tcmprunt,  Le  taux  de  Tintérèt  est  de 
j  pour  franc,  pour  -  d'année.  On  demande  ; 

1°  La  valeur  6  de  chacun  des  paiements  ; 

2°  A'ers  quelle  limite  tend  le  rapport  —,  lorsque  n  aug- 
mente indéfiniment  ? 

5"  Comment  varie  cette  limite  lorsque  r  diminue? 

i°  Quelle  est  la  valeur  de  cette  limite  pour  r  =  0? 

VIII.  On  veut  amortir,  en  n  années,  un  capital  a  et  ses 
intérêts  composés,  an  moyen  d'annuités  décroissant  comme 
les  nombres  n,  n —  \,  n  —  2,  ... ,  3,  2,  1.  Le  taux  de  l'in- 


(*)  Dans  cette  nouvelle  formule  criiUén't  composé,  y  est  VinlértHde 
1',  pour  11  années;  p  représente  le  quolient  entier  du  taux  (intérêt  de 
1',  pour  un  an),  par 

1     \100 

e—    IH =0,013  468... 


100 
Quand  n  augmente  indéfiniment,  rintérêt  y  tend  vers\*  (e—  i) 
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térèt  estr  pour  franc.  Quelle  esl  la  valeur  du  premier  paie- 
ment? 

Réponse  :  nr'^  (1  -t-  r)* 

a. 

{nr  —  1)  (i  -t-  r)"  -+- 1 

IX.  Un  nombre  entier,  inconnu,  est  représenté  par  )i 
chiffres  dans  le  système  de  numération  dont  la  base  est  6; 
combien  faut-il  de  chiffres  pour  l'écrire  dans  le  système 
dont  la  base  est  b'1 

Réponse  :  x  étant  le  nombre  de  chiffres  cherché,  on  a 

log  .h  ion  .  b 

("  —  ^  )  ~~ — r  <  ^  <  1  -+-  " 


log  .  '/  log  .  b' 

X.  Les  nombres  a,  b  étant  commensurables,  dans  quel 
cas  la  valeur  de  x,  donnée  par  l'équation  a'  =  b,  est-elle 
commensurable? 

XI.  Résoudre  l'équation 

a^'-+p^+'j  =  b. 

Les  nombres  a,  b,  p,  q  étant  entiers,  dans  quel  cas  les 
valeurs  de  x  sont-elles  commensurables? 


THÉORIE  DES  DÉRIVÉES.  U- 

II. 

DÉRIVÉES. 


CHAPITRE  VII. 

THÉORIE  DES  DÉRIVÉES. 
Préliniinairesi. 

ffî.  Si,  dans  réqualion  à  deux  variables 

on  attribue  à  x  un  accroissement  h  C),y  prend  un  accrois- 
sement correspondant  A:,  déterminé  par  la  relation 

y^k  =  f[x-^  h). 

La  valeur  de  cet  accroissement  est  donc 

k  =  f{x  +  h)--f{x). 

Par  suite,  le  rapport  entre  l'accroissement  de  la  fonction  et 
V accroissement  de  la  variable  a  pour  expression 

fc_/-(x  +  /0-/-(x) 

h  h  '  ^'' 

Cela  posé,  si  h  diminue  indéfiniment,  il  en  est  de  même 

(*)  L'accroissement  h  peut  être  positif  ou  négatif:  ordinairement,  on  le 
suppose  positif. 
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pour  /».  Mi\h  comme,  à  chaque  instant,  le  rapport  ^  a  une 
valeur  déterminée,  on  conçoit  que  cette  valeur  tend  vers 
une  certaine  limite,  qu'elle  atteint  setilement  lorsque  A,  et 
par  suite  A-,  sont  devenus  égaux  à  zéro.  Cette  limite,  qui 
dépend  de  la  nature  de  la  fonciion  f(x),  est  dite  la  dérivée 
de  f(x).  Par  conséquent, 

On  appelle  dérivée  d'une  fonciion  la  limite  vers  laquelle 
tend  le  rapport  entre  l'accroissement  de  cette  fonction  et 
l'accroissement  de  la  variable,  lorsque  celui-ci  tend  vers  zéro. 

118.  Remarque.  —  Si,  dans  l'équation  (2),  on  suppose 
h  =  0,  le  second  membre  devient  ^.  Par  suite,  pour  trouvci 
directement  la  dérivée  d'une  fonction,  on  devia,  dans  la 
plupart  des  cas,  mettre  le  rapport^  sous  une  forme  telle, 
(jue  la  limite  de  ce  rapport,  c'est-à-dire  la  dérivée,  ne 
semble  plus  indéterminée, 

119.  Soit,  par  ('\emj)le, 

U  =  f{x)  =  x'—'-2x-^7; 
alors 


nuis 


y  -^-  k  =^{x  -^  hf  —  2  (x  -t-  h)  -t-  7, 

/.•       ôx-li  -+-  ôxlr  -t-  li^  —  2/j 
Ji^  '      h 

Si  l'on  faisait  tout  de  suite  /<  =  0,  le  numérateur  s'annu- 
lerait en  même  temps  que  le  dénominateur  ;  mais,  h  étant 
facteur  commun  aux  deux  termes,  on  a 

—  =  5x"  -H  ôxA  -+-  Ir  —  :2. 
h 

Actuellement,  si  h  tend  vers  zéro,  les  ternies  3.i/<  et  A- 
diminueiit  indéliniment,  tandis  que  les  autres  sont  cou- 

sfants.  Donc 

/.• 
il  m     z=  I'  [x)  =  5x-  —  :2. 
Il 

Nous  venons  de  vérifier,  dans  un  cas  très-simple,  [cxis- 
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tenœ  de  In  dirivce;  celte  vcrilieaiion  a  été  faite  sur  louics 
les  lonciions  (pie  considère  rAualyse.On  j)eiit  <railleiirs,  de 
la  iiiaiiirre  sui\ aille,  raliaelier  la  t/téorie  des  (lériiccs  ii\i\ 
théorie  des  tanrjcntes. 

l'iîO.  TiiKOUKMi;.  —  Le  coeffieient  aurjulaire  de  la  tan- 
(jenlc  à  une  courbe  est  égal  à  la  dérivée  de  l'ordonnée  par 
rapport  à  l'abscisse. 

On  sait  que  la  tangente  MT 
à  une  courbe  AB,  e)i  un  point 
M ,  est  la  limite  des  posi- 
tions d'une  sécante  MM'S  qui 
tourne  autour  du  point  M , 
supposé  fixe,  jusfpi'à  ce  que 
le  second  point  M'  d'intersec- 
tion vienne  se  confondre  avec  le  premier. 

Cela  posé, et  ij=f(x)  étant  Téqualion  de  AB,  menons  Mil 
parallèle  à  Ox.  Soient  alors  x,  }j  les  coordonnées  du  point 
M,  et  x-i-  h,  y  -h  k  les  coordonnées  du  point  M'  ;  de  sorte 
que  h  représente  raccroissement  PP'  de  l'abscisse  OP,  cl  A- 
raceroissenient  >I  R  de  l'ordonnée  PM.  Lorsque  le  point  M' 
parcourt  l'arc  BM,  en  se  rapprochant  de  M,  le  coeiïicient 
angulaire  de  la  sécante  MM'  est,  à  chaque  instant,  égal  à 
MR'  ^  t-^^à-dire  égal  à  ^.  Si  donc  a  est  le  coefficient  angu- 
laire de  la  tangente  MT,  on  a  simultanément,  à  cause  des 
triangles  semblables  MM'R,  SMP  : 


S'    0   T' 


31 P 


T'P 


iim 


MP  .MP 

=  lira  — -î 

VP  S'P 


/,•        .     MP 

liin  — =  Iim : 

h  S'P 


puis,  par  la  iléfmilion  de  la  dérivée  (tlî), 
/'(x)  =  «. 


(S) 


l*il.  Remarque.  —  Cette  écpiation  fondamenlale  est  en 
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OU 


cléfaiil  clans  un  seul  cas  :  celui  où  la  tangente  MT  n'existe- 
rait pas  (*).  En  le  laissant  de  côté,  ou  conclut,  du  théo- 
rème précédent,  que  toute  fonction  continue  a  une  dérivée. 
1!88.  Expressions  du  rapport  ^.  —  I.  Ce  rapport  ayant 
pour  limite  f  (x),  ou  peut  le  représenter  par  f  (x)  -i-  t, 
s  étant  une  quantité  qui  s'annule  avec  h.  Ainsi, 

II.  Si,  comme  le  suppose 
la  figure,  les  fonctions  /"(x), 
f  (x)  restent  continues  de- 
puis le  point  M,  dont  l'ab- 
scisse est  X,  jusqu'au  point 
M',  dont  l'abscisse  est  x-!-/t, 
Varc  convexe  ME.M'  admet 
au  moins  une  tangente  CD 

parallèle  à  MM'.  Soit  y.  l'abscisse  du  point  de  contact  E. 

D'après  l'équation  (o), 

La  quantité  a,  intermédiaire  entre  x  et  x  -i-  h,  peut  être 

représentée  par  x  -h  Bh,  B  étant  une  fraction  proprement 
dite.  Donc 

i  =  /'(x-^o/0. 

18».   Dérivée  de  la  variable  indépendante.  —  Si  l'équa- 
tion [\)  se  réduit  à  /y  =  x,  raccroissemenl  A-  devient  égal 


(*)  Les  courbes  représenlées  par 
1 


t/  =  j-sin— ,    î/  =  xsin  (Ix),  etc. 


iront  lias  de  tangente  à  l'origine. 
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;i  l'aeei'oissciiit'iil  li.  Doiic^^  I ,  lim^  =//'=  1  '•  '«  dérivée 
de  la  variable  indépendante  est  égale  à  Vanité  (*). 

1»4I.  Dérivée  d'une  constante.  —  Elle  est  évideinmciit 
zéro  n- 

Ik(Tivi>t>  «rime  woiiiiiic,  «riiii   proiliiit,  eto. 

185.  Déricée  d'une  somme.  —  Soient  u,  v,  w ,  ...  tics 
l'onetions  de  x,  dont  les  dérivées  u',  v\  iv',  ...  sont  siij)|)0- 
sées  connues,  et  soit  //  la  fonction  formée  avec  les  pre- 
mières, par  voie  d'addition  ou  de  soustraction,  de  sorte  que 

y  =^  a  ■+■  V  —  ic  -\-  ■•■ 

Donnons  à  .r  un  accroissement  quelconque  Ax  (***)  :  u,  v, 
w, ...,  //  prendront  les  accroissements  correspondants  A?« , 
àv,  Aif,  ...,  A^;  et  nous  aurons 

y  -+-  ^y  =  u  -+-  ^H  -i-  V  -\-  A V IV  —  MV  -^  •  •■; 

puis,  en  retranchant  membre  à  membre, 

A?/  =  J^U  -+-   AU  —  MC  -h  ■  ■  ■   (****). 

Divisant  tous  les  termes  par  Ax,  et  passant  à  la  limite, 
nous  trouvons 

MJ  M(  SV  ^W 

Uni  —  =  lim — ■  -+-  lim lini f-  •••; 

AX  AX  AX  AX 

OU  enfin,  en  désignant  par  //'  la  (b'rivéc  de  y, 

?/'=?/' H- v' — ?(•'-<-•••  (4) 

(*)  Ceci  revient  à  dire  que  la  bissecirice  de  Vangle  formé  par  les  par- 
tirs  positives  des  axes  a,  pour  roefficieiit  angulaire,  Vunité. 

('*)  En  eiïet,  toute  parallèle  à  Taxe  des  abscisses  est  représentée  par 
//  =  6. 

(***)  La  caractéristique  A  indique  la  différence  qui  existe  entre  deux 
valeurs  d'une  variable,  ou  V  accroissement  qu'elle  subit  en  passant  de  la 
première  valeur  à  la  seconde. 

(****)  Cette  relation  exprime  que  Vaccroissement  d'une  somme  est  égal 
à  la  somme  des  accroissements  des  parties,  ce  qui  est  assez  évident. 
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Ainsi,  la  dérivée  d'une  somme  ou  d'une  différence  do  fonc- 
tions est  égale  à,  la  somme  ou  à  la  différence  des  dérivées  de 
ces  fonctions. 

f«ft.  Dérivée  d'un  produit  de  deux  facteurs.  —  Soii 

V  el  V  élani  des  foiielions  d'une  vai-iahlo  iiidéj>endantc  x. 
En  opérant  comme  dans  le  Jiuméro  précédent,  on  a,  suc- 
cessivement, 

y  -^  ^u  =  (^t  -^-  ^^'){^  -+-  '^'■), 

Aï/  =  u^v  -+-  vsu  -+-  su  M-, 


ày  àv  su       su 

— ^  =  U \-  V 1 SI- 
SX              SX               SX          SX 

(^" 
y'  =  uv'  -4-  vu'  ■+-  liiu    —  Al 

\sx 
Le  facteur  V- tend  vers  la  fni;inlité  Unie  ii'.  tandis  (iiii'  le 

Ax  '  ' 

facteur  Av  a  pour  limite  zéro;  donc 

(su      \ 
lim    —  Af  =  0, 

Vax      y 

et  y'  =  uv'  ■+-  vu'.  (C) 

Ce  résultat  s'énonce  ainsi  :  La  dérivée  d'un  produit  de 
deux  facteurs  est  égale  au  premier  facteur  nndtiplié  par  la 
dérivée  du  second ,  pins  au  s('co)ul  ftcteur  )uultiplie  })ar  la 
dérivée  du  premier. 

197.  Remanjues.  —  I.  Si  l'un  îles  deux  facteurs  est 
conslant,  c'est-à-dire  si  le  produit  a  la  forme  y  =av,  on  a 

simplement 

//'  =  av'. 

II.  En  divisant  mend)re  à  membre  les  é,eali(és  (6)  et  (o), 

on  obtient 

y'      u'       v' 

y        u        r 


TIIÎ:()Uin   DF.S    DÎ.IUVKKS.  ll'J 

Par  "i)iis(MHi(Mi(,  le  rapport  oitre  la  (lériréc  (l^nn  produit  et 
ce  produit,  est  é'jal  à  la  soiiinie  des  résultats  que  l'on  obtient 
on  divisant  la  dérivée  de  chaque  facteur  jtar  ce  facteur. 

t!88.  Dérivée  d'un  produit  de  plusieurs  facteurs.  — 
Nous  commencerons  \m\v  fnirc  voir  que  si  la  dernière  pro- 
position est  vraie  dans  le  cas  de  n  —  1  facteurs,  elle  sub- 
siste |)our  H  facteurs  :  ce  leiame  étant  démontré,  la  propo- 
sition sera  générale,  puiscprelle  a  lieu  dans  le  cas  de  deux 
facteurs. 


Soit 

y  =  1/,  .  U.,  .  Uz  ...  «„_,  .  !«,. , 

ou 

!/  =  P"„. 

en  posant 

P  =  J^l  .  u., .  U^  ...  i(„_,. 

Par  hypoilicse, 

P'        u[        11'..                   v'„_, 

—              I                 1      .  ,  .      1 

p         Ui        V.                  U„_^ 

D'ailleurs 

y'      P'      ''» . 

7^  "P"^^,' 

donc 

'L 

u'i       ul                 î'„_,       u'„. 

y 

«1          V..                      «»-l         w>. 

ce  (pi'il  falli 

ait  démontrer. 

Actuellei 

nen 

t,  multiplions  par  u  =  'u,u.-, 

membres  de  la  dernière  égalité;  nous  aurons 

ij'  =  Uiih...  uji'i  -+-  u^^l^ ...  u„v'.2  -+-  — I-  "i«-2  •••  ",,-iwl-     (7) 

Ainsi,  la  dérivée  d'un  produit  est  égale  à  la  somme  des  résul- 
tats que  l'on  obtient  en  multipliant  la  dérivée  de  chaque  fac- 
teur par  le  produit  des  autres  facteurs. 
18».  Dérivée  dhm  ([uotient.  —  De 


on  conclut 


y  = 

V 

VIJ  = 

■■  u 
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puis,  en  a|)pli((iiant  la  rcmar(jiic  ei-dcssus, 

y'       xi'      v' 
y        u        V 

et  enfin  ,      vu' — xiv' 

y  = — -i — 


Donc,  la  dérivée  d'iûie  fraction  est  égale  au  dénominateur 
multiplié  par  la  dérivée  du  numérateur,  moins  le  numéra- 
teur multiplié  par  la  dérivée  du  dénominateur,  le  tout  divisé 
par  le  carré  du  dénominateur  (*). 

130.  Remarque.  —  Si  la  fraction  a  la  forme  ,'/  =  ^.  a 
étaiK  nue  constante,  ft'^=  0  (t«'î),  et 

av' 

y'= — ^• 

v 

131.  Dérivée  d'une  puissance.  —  Soit  y  =  n",  lexposanl 
étant  d'abord  supposé  entier  positif.  Cette  fonction  est  le 
produit  de  n  facteurs  égaux  à  u;  donc,  par  la  formule  (7), 

?y'=  7U("~'u'. 

Ainsi,  pour  trouver  la  dérivée  d'une  puissance  de  fonction, 
(m  multiplie  la  puissance  par  son  exposant,  on  diminue 
d'une  unité  cet  exposant,  et  l'un  multiplie  le  résultat  par 
la  dérivée  de  la  fonction. 

Cette  règle  subsiste,  quelle  que  soit  la  forme  de  l'expo- 
sant n. 

p  Si  n  ='-,  />  et  q  étant  entiers  positifs, 

puis  qy''-'y'  =  vii"~'u'n', 

(*)  La  notation  algéljrique  est ,  on  le  voit ,  plus  commode  que  le  langage 
ordinaire. 

(**)  En  eCTet ,  si,  dans  y  ^  «'',  on  romplai^ail  y  et  u  par  leurs  valeurs, 
on  obtiendrait  deux  fonctions  identiques,  dont  les  dérivées  seraient  ideu- 
tiqucs. 
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mais  ,      .'/'        P-'!,. 

y 

donc 

y'  =  -  tt''    w'. 
7 

2°  Soit  7*  =  — p,  p  claiit  entier  ou  fractionnaire,  mais 
positif.  Alors  y=^—f'-,  puis  (l»9) 

j)u^  ht' 


ou 


:V  =  —  "— ::ir-  =  —  ;'"-"-'"'; 


y'^^nu"   '««' 


139.  Dérivée  iVune  racine  carrée.  —  Dans  le  cas  parti- 
culier de  î/  =  u'-  =  l/w ,  on  a 

y  =  -  tf   =  il 


21/ 


M 


Donc ,  la  dérivée  d'une  racine  carrée  est  égale  à  la  dérivée 
de  la  fonction  placée  sous  le  radical,  divisée  par  le  double 
du  radical. 

Dérivées  des  fonctious  algébriques. 

133.  Au  moyen  des  règles  précédentes,  on  trouve  aisé- 
ment la  dérivée  d'une  fonction  alfjébricnie  et  explicite  quel- 
conque. Voici  quelques  exemples  simples  : 

I.  Soit 

y  =  Aox'"  -+-  A,a;"'-  '  -+-  A^x"-^  -\ -+-  A,„  ,x  -+-  A„, 

un  polynôme  entier  par  rapporta  x.  On  a,  par  l'application 
des  règles  (4),  (6),  etc., 

y'=  niAoX"'  '  -+- {m  —  I )  A,x"'--  +  {m  —  2) X.x'"-' -\ 1-  A„.  , . 
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H.   Plus  gcnéralemcnt,  soii 

y  =  Ax'"  H-  \iX"  -t-  Cx''  -f-  Dx''  -+-••-, 

les  exposants  étant  quelconques  :  la  dérivée  est 

y'  =  m\x'"-'  -t-  nBx"-'  -+-  pCx>'-'  -+-  r/Dx''  '  -+-  ••• 

Ainsi,  la  dérivée  d'un  jjoh/nôme,  fonction  d'une  lettre  x,  est 
égale  à  la  somme  des  résultats  que  l'on  obtient  en  multi- 
pliant chaque  terme  par  l'exposant  de  x,  et  en  diminuant 
d'une  unité  cet  exposant. 

III.  7  =  (x'  — 5x  — o)-(x- -+- 2x— 1)-'. 

La  fonction  y  est  le  produit  de  deux  facteurs,  lesquels  soni 
des  puissances  de  polynômes.  Donc  (136) 

y'  =  (x-'  —  5x  —  5)-  5  (x-  -+-  t2x  —  1  f  (-Jx  -+-  2) 
-h  (x-  -I-  2x  —  1)'  2  (x^  —  5x  —  5)  (5x*  —  ô) 
=  C)  (x^  —  5x  —  u)  (x^  -+-  2x  —  1  )-  (x  -+-  1  ) 
X  [x^  —  5x  —  0  -+-  (x"  -+-  2x  —  I  )  (x  —  I )] , 
ou 

2/'=  6 (x' —  DX— 5)  (x' -H  2x  —  1  )"- (x -H  I  )  (2x^-+- X- —  ()X  —  4) 

IV.  l/x'  H-  1  -t-  X       l/x--+-  I  —  X 

y  =  ~ —  +  ,  .  ,      

V  X-  -H   1  X  V  X'  -+-    1    -4-  X 

(l^X--Hl— x) 

H .  ; 

(i  x--t-i-4-xy 

2  2 


l/x'H-l(l/x--V-l  — x)'  l-^X-l    l(\     X--+-l-+-x)'' 
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ou,  après  qiicl(|ucs  réilnciioiis, 

l-t-x-j-rr- -*-•••-+-  a;''"' 
1  H-  a;  -+-  x"  -H  •  •  •  H-  x'  ' 

Si  Ton  ninhiplie  par  1  —  x  les  ileiix  Icrmcs, 

1  —  X'' 

■^         1  —  X» 

Donc 

f/x*-'  (1  —  X")  —  «x"-'  (1  —  x'') 
y'=- r: ' 

•^  (1  —  x'y- 

Oll 

,_<7x'-'(i-t-x+x^H j-x"-')  — px''-*(l+a;-f-x^-»— -t-x''-*) 

^  (1  —  x)  (I  -\-x-^x--i Hx«-*f 

On  a,  identiquement  : 

1  -^-x-t-x-^ j-x"-*  =  (l  — x)(l  +2x-+-DX^H H/;x''~*)-+-yix'', 

1-»-x+x^H Hx''-*  =  (1  — x)(1-h2x-h3x-h \-qx''~^)-\-qx''. 

Par  conséquent,  l'expression  précédente  se  réduit  à 

</x»-'(l-+-2x-i-ôx-H h;>x''~')— px''  '(I-h!2x-i-ôx-h i-^x*-') 

^~  (1-HX+X'+--+-X''-')-  ' 

Cette  valeur  est  plus  sim|)le  que  celle  que  l'on  aurait 
trouvée  en  prenant,  immédiatement,  la  dérivée  de  v/  (**J. 

(*)  On  arrive  plus  rapidement  à  ce  résultai,  si  l'on  commence  par  meUre 

la  fonction  ij  sous  la  forme 

1/  =  2  (2x-  +  1  ). 

(**)  La  comparaison  des  deux  résultats  donne  cette  identité  : 

çxî-Hl+2x-t-ôa;*H t-pxp-*)  —  p.rP-i(l-t-2x+5x-H Hgx'-') 

=  (\-\-x-^x^-\ i-xî-')[l-i-2a;+5a;-H i-(p  — l)x''--] 

—  (1  H-x-t-x-H hXP-  ')  [1  -t-"2x+ôx-H \-(q—  \)x'i--\ 
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Dérivées  de»  fonctions  de  fonctions. 

134.  Soient  y=zf(ii^^  u  =  Y  (x)  :  y  est  fonction  d'une 
fonction  de  la  variable  indépendante  a;;  et  il  s'agit  dexpri- 
mer  la  dérivée  de  y,  relative  à  cette  variable,  au  moyen  des 
dérivées  f  (u)  et  F'  (x),  et  sans  remplacer  u  par  sa  valeur 
dans  /"(«). 

Donnons  à  x  l'accroissement  Ax  :  y  et  u  prendront  des 
accroissements  correspondants ,  Ay,  Au;  vi  nous  aurons 

Aï/        Ml     ^tl 
^x       A»     ^x 

d'où,  en  passant  à  la  limite,  et  en  désignant  par  y'  la  dérivée 
de  y  par  rapport  à  x, 

y'  =  f'{u).F'(x), 
OU  encore 

y'  =  r{u).u'. 

135.  Si  l'on  avait 

y  =  f[u),     M  =  F(r),     i-  =  ?(x), 
on  Irouvcrait,  avec  la  même  facilité, 

y'  =  r{u).F{v).,'[x); 

et  ainsi  de  suite.  Donc,  en  général  : 

La  dérivée  d'une  fonction  de  fonctio)n<  est  éfjole  au  produit 
des  dérivées  des  fondions  (pii  la  composent,  chacune  de  ces 
dérivées  étant  prise  par  rapport  à  la  variable  dont  la  fonc- 
tion dépend  immédiatement. 

(*)  En  général,  A,  R,  G  étant  trois  gratnteursdeméme  espèce,  le  rap- 
port de  In  première  grandeur  à  la  deuxième,  multiplié  par  le  rapport  de 
la  deuxième  à  la  troisième,  donne  le  rapport  de  la  première  â  la  troi- 
sième. (B., /In7/i.,208.) 
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13G.  RniiarqKO.  —  La  règle  qui  nous  a  donné  la  drri- 
vce  (le  «"  (131)  peu!  cUt.  regardée  comme  une  application 
de  ce  théorème. 

Dériv<>c>N  <I«>M  ronctloiis  log;nri(liniiqueN  ou  exponcnticlleN. 

137.  Dérivée  de  log  x.  —  La  base  du  système  de  loga- 
rillimes  étant  (pielconque,  on  a,  successivement, 

y  =  \o^x,     »/  +  /:  =  log  (x -4- /i), 
k       log  {x  -+-  /i)  —  log  X  ^  \        X 


h  h  h 

Si  Ton  supposait /i  =  0,  le  second  membre  prendrait  la 
forme  ^,  ainsi  qu  on  pouvait  s'y  attendre  (118).  Pour  faire 
cesser  Tindétermination  apparente,  on  remplace- par-,  n 
étant  un  nombre  que  Ton  fera  croître  indéfiniment;  et  Ton 
a,  par  les  propriétés  des  logarilbmes, 


h  X  X    '^ 

n 


n 


] 


Lorsque  n  croît,  [  1  -i-  ^  1"  tend  vers  le  nombre  e  (65).  En 
faisant  attention  que 


lira  log 


I-+- 


l)"]=iog[n„.(,^i)"]n, 


(*)  Généralement,  si  une  variable  x  tend  vers  une  limite  a,  et  que  / 
désigne  une  fonction  continue, 

lim/-(x)  =  /(a), 
ou 

lim  f{x)-^f{\.\mx). 

Il  suflBt,  pour  démontrer  cette  proposition,  de  considérer  la  courbe  repré- 
sentée par  y=.  f{x). 
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on  il  donc 

/:  \ 

lim  -=?/'  =  - loge; 

Il  X 

(»u,  en  désignant  par  M  le  module,  égal  à  log  e  (94  j , 
!/'  =  -■ 

X 

S'il  s'agit  des  logarithmes  népériens,  M  =  1  ;  donc  Im 
dérivée  de 

\l  =  ^^^ 
est 

I 

138.  Remarqne. —  D'après  le  théorème  ci-dessus  (134), 
In  fonction  de  fonction,  y  =  \u ,  a  \)o\\y  dérivée 

n' 

y'  =  — 

u 

139.  Dérivée  de  a".  —  Soif  y  =  a'',  ou 

X  =  log„  y. 

Prenant  les  dérivées  des  deux  membres,  et  appli(|iianl 
le  même  théorème,  nous  avons 


Par  suite, 


D'ailleurs,  le  module  .M  est  éi;;d  ;i  ^^  (93);  doiie  iiiliii 


M 

y 

_y  _o^ 
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la  (lèrirôe  de  l'cxjmuvuiivUc  a"  est  le  produit  de  cette  expo- 
nenticlle  par  le  hxjuiltlune  népérien  de  a, 

140.  Si  y  =  e\ 

y'=e'  =  y: 

In  dérivée  de  lu  fonction  c"  est  égale  à  cette  fonction. 

141.  Iiciiiar(pie.  —  Le  lliéorôiiu!  rclnlifaiix  (onctions  de 
l'onclions  (134),  donne  encore,  ponr  la  dérivée  de  v/  =  e", 

DérlvérN  iIc.m  fonctious   circulaire»*. 

142.  Dérivée  de  sin  x.  —  De  jj  =  sin  x  on  déduit,  en 
suivant  la  marche  ordinaire, 

le       sin{x-^h)  —  sinx. 
li^  Ti  ' 

2  sin  -  h  cos    a-  -t-  -  A  1       sin  -  h 

cos    X  -t-  -  /( 


h  h  1,  \         2 

—  « 
2 

•    '  I. 

sin  — ft 

Le  rapport— ^  a  pour  limite  Tuiiiié  (**);  donc 

-  h 

k 

lim-:=:  y'=  cos  x. 

h      -^ 

Ainsi ,  la  dérivée  du  sinus  est  égale  au  cosinus. 

143.  Dérivée  de  cos  x.  —  Pour  former  la  dérivée  de 
y  =  cosx,  remplaçons  cette  fonction  par  sin  ij  —  x  ;  nous 

(*)   (B.,  Truj.,  2i). 
D  (B.,  Trkj.,  ÔO). 
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aurons,  d'après  le  théorème  relatifaiix  fonctions  de  fonctions, 
et  en  observant  que  -^ —  a;  a  pour  dérivée  ( —  1), 

y'  ^  —  sin  X  : 

la  dérivée  du  cosinus  est  égale  à  moins  le  sinus. 
144.  Dérivée  de  tang  x.  —  De 

sin  X 

il  =  tangx  = 5 

cos  X 

on  conclut  (129) 

cos  X  .  cos  X  -+-  sin  X  .  sin  x 


y  = i — 

ces  X 
ou 

l 


cos^x 


Dérivées  des  fonctions  circulaires  inverses. 

145.  Dérivée  de  arc  sin  x.  —  Si  la  valeur  de  x,  tirée 
d'une  équation  y  =  f(x'),  est  x  =  F  (y),  les  fonctions  f,  F 
sont  dites  inverses  l'une  de  l'autre.  Par  exemple,  la  fonc- 
tion inverse  de  x  =  sin  y  est  //  =  arc  sin  x  (*). 

Cela  posé,  pour  trouver  la  dérivée  de  cette  dernière  fonc- 
tion, servons-nous  de  l'équation 

X  =  sin  y. 

En  prenant  les  dérivées  de  deux  membres,  par  rapport 

à  X,  nous  avons 

i  =  cos  y .  y'. 
Mais 

cosy  =  -¥■  \/\  —  sin*  y  =  -+-  1^1  —  x'  (**); 

(*)  Celle  nolalion  sij^nifie  que  y  csl  l'arc  dont  le  sinus  est  x.  Autrefois, 
on  écrivail  >j  =  arc  (sin  =  x). 

(**)  On  sup|>ose  l'arc  y  compris  liaiis  le  premier  quadrans. 
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donc  ,  1 

y  = 


146.  Dérivée  de  arc  cos  .r.  —  Un  calcul  scml)lal)lc  an 
prcccileiil  cloiino,  pour  la  (lcri\ce  de  y  =  arc  cos  x, 

\ 


y 


\/\- 


■  47.  Remarque.  —  [.oiscuriiii  arc  a,  comjjris  entre  0 
el-,  va  en  croissant,  son  sinus  (3  augmente,  et  son  cosi- 
nus '/diminue.  Par  consé(|uent,  le  rapport  ^  est />o.s77//, 
et  le  rapport  ||,t'st  négatif.  La  limite  du  premier  rapport, 
ou  la  dérivée  de  arc  sin  (3,  est  donc  positive;  tandis  (jue  la 
dérivée  de  arc  cos  y  est  négative.  On  arriverait  à  des  résul- 
tats différents  si  Ton  faisait  d'autres  [lypothèses  sur  l'arc  c. 
VuU  général,  la  dérivée  de  y  =  arc  sin  x  a  le  signe  de  cos  ij  ; 
et  la  dérivée  de  y  =  ai'c  cos  x  a  le  signe  contrai)-e  à  celui  de 
sin  y. 

148.  Dérivée  de  arc  tang  x.  —  De  ?/  =  arc  tang  x,  on 

déduit 

x  =  langy; 

puis,  en  prenant  les  dérivées, 

y  <, 

cos  y 

ou  ,  1       ,,. 

149.  Remarque. —  Les  dérivées  des  fonctions  transcen- 
dantes arc  sin  x,  arc  cos  x,  arc  tangx  sont  algébriques  ;  la 
troisième  dérivée  est  même  rationnelle. 

(*)  Nous  engageons  le  lecteur  à  cherclier,  directement,  les  dérivées  des 
fonctions  o^,  cos  x,  tang  œ,  arc  sin  œ,  arc  cos  x,  arc  tang  x. 
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DérIvéeN  cIch  functlons  conipoMceM. 

150.  Soil  y  =  V  (m,  v),  u  cl  V  étant  des  fonctions  de  la 
variable  indépendante  x  :  il  s'agit,  comme  dans  le  cas  d'une 
fonction  de  fondions  (134),  d'obtenir  la  dérivée  de  y,  rcla- 
live  à  a-,  sans  remplacer  u  et  v  par  leurs  valeurs  9(3;)  et .{'(  jf). 

Donnons  à  x  un  accroissement  Ax;  mais,  afin  de  mieux 
apercevoir  la  j)artie  de  la  variation  de  y  qui  dépend  de  a  et 
celle  qui  dépend  de  v,  supposons,  pour  un  instant,  que  u  soit 
une  constante,  v  étant  variable  :  y  deviendra  F  {u,  v  ■+-  Af); 
et  son  accroissement  partiel  sera 

F  (» ,  v  -4-  Af)  —  F  (?/ ,  v). 

En  second  lieu,  dans  F  (w,  v  H-  Af),  regardons  r  h-  A* 
comme  une  constante,  et  faisons  varier  u;  nous  aurons, 
j)()ur  la  valeiH'  finale  de  y, 

F  (w  -+-  Ai/,  u  -+-  Af)  (*), 

cl,  pour  le  second  accroisscmcnl  partiel, 

F  [u  -{-  Ù.V ,  V  -\-  àv)  —  F  (m,  v  -h  Ar). 

Du  reste,  la  somme  de  ces  deux  accroissements  partiels 
ou  virtuels  est  égale  à  l'accroissement  total  ou  réel  Ay;  car 

A?/^=  F  [u  H-  Aw,  r  -+-  Af)  —  F  (« ,  f)  \ 

=  [F(îf-+-  A»,  f  -+-  M-)  —  l-{„,  V  H-  Af)]  [  (I) 

-4-  [F(m,  v  -f-  Af)  —  F  (!/,  f)l. 


) 


(*)  Il  est  assez  visililo  qu'au  liou  do  suhstilucr  .r  -+-  Ix  dans  u  el  dans  t 
cil  même  lonips,  on  pcul  l'aire  celle  sulislilulion  en  deux  fvis.  Par  exemple, 
si  7  =  »  -f-  r,  on  obtiendra  d'abord,  en  su|)posaiit  u  conslaulc, 

»  -4-  r  -H  Ar; 

puis,  en  faisant  varier  1/  dans  ce  premier  résullat, 

«  -+-  A  »  -i-  r  -4-  A  V. 
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Aclucllcniciil,  (rn|ir('s  In  lonmilc 

A-=/4/'(x)-t-;j, 

(Icinoiilrcr  pivrcMlcminciU  (122),  on  n 

F  (*/ ,  y  +  Ac)  —  F  (m  ,  v)  =  [F;  {u,  v)  -+-  p\  \v, 
F  [u  -+-  A  11 ,  1;  -I-  A  r)  —  F  (*< ,  V  -+-  Ar)  =  j  F),  (ii,  v  +  Ai')  -+-  a]  a«.. 

En  oulrc, 

V'„  {u,  V  -t-  Ar)  =  F;,  [u,  v)  -t-  r  : 

(3,  a,  y  sont  des  (Hianlilés  qui  s'iinniilcnl  avec  Av,  Au,  A''; 
Vindice  désigne  la  (juanlilé  par  1  apport  à  laquelle  on  prend 
la  dérivée. 

Si  Ton  substitue  dans  (1),  on  a 

Aî/  =  [F;,  {u,  r)  -t-  r  -v-  '/]  ^'1  -^  [K  (u,  r)  +  p]  AT, 
puis 

A?/  ,  -I  AI*  r  T  ^''^. 

-^=    F;,(u,i-)  -+-?'-+-  a]—  +  \?[,{u,r)  +  [5]  —  . 

AX  -■  AX  '-  AX 

el,  en  passant  à  la  limite, 

Or,  F|,  (n,  r)  ,  ?/  est  la  valeur  ([u'on  trouverait  pour  /y'  si, 
supposant  v  constante,  on  applicjuait  la  règle  relative  aux 
fonctions  de  fonctions  (1*4)  :  c'est  la  dérivée  partielle  de  // 
considérée  comme  une  fonction  de  la  fonction  u.  De  même 
F|,  (?«,  v) .  V  est  la  seconde  dérivée  partielle  de  y.  La  for- 
mule (2)  exprime  donc  que:  la  dérivée  complète  d'une  fonc- 
tion composée  est  égale  à  la  somme  de  ses  dérivées  partielles, 
obtenues  en  appliquant  le  principe  des  fonctions  de  fonctions. 
151.  Remarque.  —  Les  règles  relativesà  la  dérivée  d'une 
somme,  d'un  produit,  d'un  quotient,  etc.,  sont,  comme  on 
devait  s'y  attendre,  des  conséquences  de  ce  théorème. 
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152.  Applications.  —  I-  ^  =  "'•  Si  Ion  suppose  v  cmjm- 
slanie,  y  est  une  puisscmce,  dont  la  dérivée  a  pour  valeur 
(181)  viC'u'.  De  même,  u  étant  constante,  la  dérivée  de 
V exponentielle  ii""  serait  (139)  ?(''^'l/^  La  somme  de  ces  deu\ 
dérivées  partielles  est 

y'  =  vu'^'hi'  -\-  iC^v'hi.  (5) 

II,   y  =  t/.    La    formule  (3)   devient,    si    Ion   y  fait 

Il  =^v=  X, 

y'=  x'  (1  -4-  Ix). 


III. 


î/=i<-;)"- 


La  même  formule  donne,  en  supposant 


n  ^  \  -^ —  j      V  =  X 


*         a: 


;,{,.!),(„;,„■,. 


] 


y  =  '!-+-  X  ) 
En  posant  *;  =  |  -+-  x-,     v  =  e"'  '^''^', 


(*)  On  arrive  plus  simplement  à  ces  derniers  résultats,  en  cberciianl  l;i 
dérivée  de  hj.  Par  exemple ,  de 

.=(14-1)', 

on  conclut 


puis 


etc. 


1  -+-- 

.r 
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oii  ohliolil,  encore  par  la  loiimilc  (ô), 


\  -t-x* 


1   -H  X^ 


Dérivt'C'N  (Ivfii  fuiictittiiM  liiipllcites. 

153.  Les  l'ègles  précécleiiies  donnent  le  moyen  tic  for- 
mer la  dérivée  d'une  l'onction  explicite  c|uelconf|ue,  aljié- 
briquc  ou  Iranseendanie,  (juelie  qu'en  soit  la  complication. 
Avant  de  passer  au  cas  des  fonctions  iiupUcites,  supposons 
que  l'on  donne 

z  =  ?{x,y),     y/=v(x), 

et  (|uc  Ton  demande  la  dérivée  de  -  par  rapport  à  la  va- 
riable indépendante  x.  On  aura,  en  regardant  z  comme  une 
fonction  composée  (150),  et  en  écrivant  F^,  Fj,  au  lieu  de 

¥\{x,y),  F;(x,  /y)  : 

r'=F;-+-?/'F;n. 

154.  Soit  aciucllement 

F(x,y)  =  0 

une  équation  donnée,  non  résoluble  par  rapport  à  y.  En 
représentant  par  z  le  premier  membre,  nous  aurons 

z'=F:  +  y'F;. 

{*)  On  voit  qu'une  même  fonction  :;  peut  avoir  deux  dérivées  relatives 
à  une  même  variable  indépendante  x;  savoir  :  une  dérivée  partielle  Fi, 
et  la  dérivée  totale  z'.  Pour  éviter  loule  amliiguïté,  on  désigne  quelque- 
fois la  première  sous  le  nom  de  dérirée  par  rapport  à  la  lettre  x.  Du 
reste,  un  peu  d'habitude  rend  inutile  celte  dénomination. 
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Mais,  dans  le  cas  actuel,  la  viilcur  de  y  =o  (a;)  est  de  telle 
nature,  que  z  est  constamment  zéro.  Donc  z  =  0,  et 

*  y 

Ainsi,  la  dérivée  de  la  fond  ion  implicite  y,  déterminée  par 
l'équation  F(x,  y)  =  0,  s'obtient  en  divisant  la  dérivée  du 
premier  membre,  relative  à  la  lettre  \,  par  la  dérivée  rela- 
tive à  la  lettre  y,  et  en  changeant  le  sifjne  du  quotient. 

155.  Application.  —  De  réquatioii 

x'J  -\-  7f  —\=(), 

(|ui  n'est  résoluble  ni  j)ar  rajipori  à  y,  ni  |)ar  i-appnrt  à  ./  . 
on  conclut 

Dérivée»  MiiccessiTcs. 

156.  La  dérivée  /y'  d'une  fonction  //,  étant  elle-même 
une  fonction  de  la  variable  indépendante  x,  a  aussi  une 
dérivée,  que  Ton  obtiendra,  comme  //',  par  rap|)licalion 
des  règles  précédentes.  Cette  dérivée  de  la  dérivée  est  dite 
la  dérivée  deuxième  de  y  :  on  la  représente  par  y".  De 
même,  la  dérivée  de  y",  ou  la  dérivée  troisième  de  y,  est 
(lésigné(î  par  //'".  Et  ainsi  de  suite. 

157.  Dérivées  successives  d'un  polynôme  entier.  —  Soit 

y  =  A„a:"'  -4-  A, a'"  '  -+■  ■■  ■  -+-  A,„  |.r  -+-  A,„. 
On  a,  successivement: 

y'  ^=  mAoX'"  '  -+-  [m  —  I)  A,x"'  --+-•••-+-  A,„_, , 
?/"= ,/,  (m  — 1  )  .V"  -H-  (m  —  1  )  [m— ^2)  A,x"'  '-+-•••  h-  1 .  'J  A„  . , 

y"')=  m  [m  —  I)...  Ô.:2.1A„, 
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Ainsi ,  les  m  —  1  pronivrc.s  déricccs  d'un  polynôme 
entier,  de  der/ré  m,  so}it  des  poli/nôincs  entiers,  dont  les 
degrés  sont  (ni —  1),  (m  —  2),...,  1  ;  la  déricée  m'"""'  est 
une  constante;  et  les  dêricées  snirantes  sont  nulles. 

158.  Dérivées  succcssiues  de  \x,  e%  sin  x,  cos  x.  —  Si 
l'on  |)ien(l 

y    ^=:sinx,  y    =cosa:, 


y    =\x. 

y 

=  e', 

y 

on  iroiivc  : 

y'  =x~^> 

y' 

=  e. 

y 

y"  =  —\.x\ 

y" 

■=e% 

y 

;y"'=1.2x-^ 

y" 

''=e\ 

y 

cosx,  y    =  —  sino:, 

6%     y"  = — sinx,  y"=  —  cosx, 

—  cosx,  y"'=s'\nx, 

\.i>.ù~\     y"'=c^,     y"  =s\nx,  t/"  =cosx, 


Théorème  fie  Taylor. 

159.  On  donne  ce  nom  à  In  formule  suivanle,  qui 
permet  de  développer  une  fonction  quelconque  de  x  -+-  h, 
suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  l'accrois- 
sement h  : 

f{x^i>)=f{x)  +  ^r(x) -^—n-^^) -^ -n|^/"'(^') -^-  (') 

Dans  le  cas  d'une  fonction  entière,  le  seul  dont  nous 
ayons  à  nous  occuper  ici,  le  second  membre  se  termine  par 


1.2.5...»» 


m  étant  le  degré  de  f(x)  :  en  effet,  f'  (x)  est  une  con- 
stante (157). 

Pour  démontrer  cette  formule,  remarquons  d'abord  que. 
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si  f(x)  se  réduit  à  Ao3c"',  elle  devient,  après  la  suppression 
i\\\  l'acteur  commun  Aq, 

h  h' 

^  '  1  1.^2      ^  ' 

//"■ 

H m  (m  —  1)...  3.2.1; 

1.2.3...  m  ' 

c'est-à-dire  qu'elle  ne  diffère  pas  de  la  formule  du  binôme 
(47). 

En  second  lieu,  il  est  facile  de  voir  que  si  le  théorème  de 
Taylor  est  vrai  dans  le  cas  de  deux  fonctions  o  (x)  et  'b  (x), 
il  subsiste  pour  la  fonction  F(j)  formée  par  la  somme  de 
ces  fonctions.  Soient,  en  effet, 

h  h'  h' 

y(x-i-A)=f(a:)-H--^  {x)-^  —  -J'{x)-hj-^',"'{x)-h-,    (2) 

h  h'  h' 

^(X  +  /0  =  ;(x)-H-i'(x)+  — i"(x)-H— -="'(j)-t--,     (3) 

F(x)=.(x)  +  ^(x).  (4) 

Ajoutant  membre  à  membre  les  égalités  (2),  (3),  et  ayant 
égard  au  théorème  sur  la  dérivée  d'une  somme  (125).  on 
trouve,  à  cause  de  l'équation  (4), 

h  h^  h^ 

F  (x  -t-  /i)  =  F  (x)  -+-  -  F'  (x)  H F"  (x)  -I F"'(x)  -4-  •••• 

1  1.2  1.2.3 

Cela  posé,  la  formule  (1)  éiant  démontrée  dans  le  cas  où 
/"(x)  se  réduit  à  Aqx"'  ou  à  Ajx""',  subsiste  donc  si 

/■(x)  =  .\oX"'  -+-  A,x"-'. 

De  même,  étant  démonirée  i^our  ce  deuxième  cas  el  pour 
celui  de 

f{x)  =  \x-\ 
elle  1  est  pour 

/'(x)  =  AoX"'  -+-  AiX"*  '  ■+■  AiX"'  -. 

Et  ainsi  de  suite. 
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En  rôsnniô,  si 

f{x)  =  AoX'"  -+-  A,x"-'  -t-  A.x"-*  H 1-  A„_,x  -+-  A„, 

le  développement  île  f(.r  -h  A)  est 

160.  Remarques.  —  I.  Si  le  polynôme  f(x)  a  ses  coefrî- 
cienls  enliers,  les  fonctions 

/•'(x)    f'ix)   r"{x) 

)  5  )      ... 

1  l.i>  1.2.3 

sont  aussi  des  polynômes  à  coefficients  entiers.  En  effet, 
ces  fonctions  sont  les  coefficients  des  puissances  de  li,  dans 
f(x  -f-  h). 

II.  Y^-  ^^^  '^  moitié  (le  la  dérivées  de  — '.  De  même 

r"{x)    I  {r'{x)y 


1.2.5        5  \   1.2  /' 
etc. 

161.  Application.  —  Soit 

f(^x)  =  5a.*  -4-  2x'  —  7x  -f-  1 . 
On  a 

'— —  =  20x'  -4-  6x-  —  7,      '—^  =  ÔOx^  -V-  Gx , 
I  1.2 

/■'"(x)  f'Ux) 

i— -^  =  20x  -+-2,  '    ^  '  =5: 

1.25  d. 2.5.4 

puis 

/■(x  -t-  /i)  =  ox*  -1-  2x^  —  7x  -+-  1  -H  (20x^  -f-  6x-  —  7)  h 
-+-  (50x2  ^  g^^  ;^2  _^  (20x  -+-  2)  If  -t-  o/t*. 
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I.  Former  les  dcrivécs  des  foiiclions 


y 


V  X  -^\/\  -\-  x'-,    y  ^  1  (x  -I-  V^\  -H  X-), 
y  =  X  V/l  -H  x"  -H  1  ^x  -t-  V/|  -+■  X'),     y  ^==  Ilx , 

y  =  ]\lx,      y  =  \"x{"),      ?/  =  arctang( -j 


Résultats  : 


=  \\/''  '/.'^-^  '^'   3/'=.^=^-'   y'='2\/\ 


1.1  1 


y  =^'    ^  =-rr:m'      .V  = 

y'=(j 


x\x  xlxllx         ■         xlxl"x ...  r"'x 

if 


(x—  \y-i- (x -f-  If 

II.  Même  recherche  pour  les  fonctions 

1  —  cosmx  X 

y^\ ,     w  =  cos(sinx),     »/  =  arcsin —  ■ 

1-Hcoswjx  ■  \/\^x- 

a  +  b  cos  X  ^    . 3        X 

»  =  arc  CCS '  t/  =  arc  taiig  ^1/ 1 -+-x"  —  xj, 

6  -+-  a  cos  X 


.    1/  1  — e-sinx  . 5. 

w  =  arcsni •>      \i  =  \\x-\-  V  x- — or)  h-  arc  ces 

1  —  ecosx 

,  V/l  4-  X*  -+-  X  V~l                  xl/2  e'  — e- 

y  =  1 -4-  arc  sin -■>    y  =  arc  tg- 


a 


1  —  X*  1  -+-  X-      ■  ^  e*  -H  e"  ' 

(*)  Quelques-uns  sont  tirés  d'un  intéressant  Recueil  publié  par  M.  Léonce 
Clarke. 

(**)  Cette  expression,  (pii  ne  représente  jias  une  puissance,  est  délinie 
par  les  deux  équations. 

;  =  !■■    ',r.     ii  =  \z. 
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Résullats  : 

''2ni  .        .         i 


y  z=— »  y=  —  cosx  5111(8111  xj,     y 


sin  mx  1  -♦-  x 


1/6*  — a*  .  1  l/î  — 


o-t-acosx  2(1 -t-x)  4  —  ecosx 


7/  =  -\/  5   »'=2l/2 >  V'= 

"^        X  ^    X— a     -'  1  — X*  e'^-+-e  '^ 

III.  A|)pli(|ucr,  aux  c<nialioiis  suivantes,  le   ihéorcnie 
sur  les  dérivées  des  ronctions  iinplicites  : 

X  /\  —  x 

siny  =  ijsinx,     tang?/  =  l-+- xsin  ?/,     tang-7/=\/ ' 

2  '     1  -V-  X 

\  .    /l — m  1  , , 

ta"Sr,y=  V  ;] tang-x,    xV\-i-y  =  yVi-\-x, 


1  -H  »i 

arc  siii  x  ■+-  arc  sin  y  =  c. 


Resiilfats 


ycosx  ,       siiiî/cos'y  ,  i 

cosy  —  sinx  \  —  xeos'?/  ^/JZT^ 


l/'l  — m^  ,      /"(2-i-x)  ,  \/''"~-^' 


•V  =  tt::::^.— '      2/  =  lii^r-rr  '      :?/ 


1  +  w  cos  X  X"  {'i  -+-  y)  ^     1  — .«  "' 

IV.  Trouver  les  dérivées  des  fonctions 


y  :=  arc  ces  (1  —  x)  —  l/^x  —  x'', 

3  /3      x^ 

-  arc  cos  (1  —  x)  —   —  h — 
2  ■  ^      \2      2y 


o  /o       x\       

y  =  -  arc  cos  (1  —  x)  —  I  —  h —  1 1/  2x  —  x", 


5.3  /0.3       5x       x*\    / 5 

?/  =  —  arc  cos  (1  —  x) — 1 'H K  2x  —  x  , 

■^      5.2  ^  '      \3.2      5.2       3/ 

7.5.3  /T.S.S      7.  Dx     7x'^     x^\     . -^ 

V  = arccosfl— x)— 1 1 1 —  l/2x  — x', 

^      4.5.2  ^        ^      \4.5.2     4.3.2     4.5      4/ 
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Résultats  : 

X  .T*  a;' 

y' ^ —  '  y== —  ^  2/'  = '  ■■ 

l/5>x  — x'  l/2x  — x^  l/2x  — x' 

V.  D'après  la  question  précétlcnlc,  former  une  fonction 
f(x)  qui  s'annule  avec  x ,  et  dont  la  dérivée  soit  —^^^^=:' 

(m  est  entier  positif.) 

VI.  Trouver  les  n'^""'  dérivées  des  fonctions 

î/  =  e*  CCS  X, 
î/  =  arc  tang  x, 
y  =  Mf. 
Résultats  : 

y"  (*)  ^=  e'^™'"  ces  (x  sin  a  -+-  na) , 

'i  /         "    \ 

y"  =  2  e"^  ces  I  x  h —  tt  I , 

»/"  =  1 .  2 .  ô ...  (n  —  1  )  ces"  y  ces    fiy 


n  —  1 


•^  112  l  ^ 

VII.  TiiKORKME.  —  La  dcricée  n'*"'°  de  (\  —  x-)""^»  es< 

,    1.5.5...(2;i^l) 

( —  I)" '■ sin  [n  -+-  1  )  (arc  ces  .r). 

n  -+-  I 

(Olinde  Rodrigl'es.) 

VIII.  TiiÉORihiK.  —  5/  ron  fait  x  =  cotO,  la  dérivée  n'*"" 
?/<"'  =  (—  l)"  1.2.3...  n  cos  {n-¥-  1)  0  siir+'  0. 


(*)   y"  roprésente  la  dérivée  »i"""  do  //. 

(**)  Dans  coUc  forimile,  qui  osl  duo  à  Leil)iiiz,  r",  »",  i"-',...,  repré- 
sentent également  des  dérivées. 
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CIIAPITUE  VIII. 

APPLICATION  DES  DÉRIVÉES  A  LA  DISCUSSION 
DES  FOiNCTlONS. 


162.  TiiÉoRÈMF,.  —  Une  fonction  est  croissante  ou  décrois- 
sante, suivant  que  sa  dérivée  est  positive  ou  négative. 

Soit  y:^f(x)  une  fonction  continue.  Cette  fonction  est 
dite  croissante  ou  décroissante ,  selon  que  l'accroissement 
de  y,  correspondant  à  un  accroissement /9osî7//' de  x,  suffi- 
samment petit ,  csl  positif  ou  négatif  En  d'autres  ternies, 
si,  pour  toutes  les  valeurs  de  l'accroissement  h,  inférieures 
à  une  limite  donnée  /,  on  a 

/'(a  +  /')-/(«)>0, 

la  fonction  proposée  est  croissante  depuis  ar  =  «  jusqu'à 
oc  =  a  -\-  l  :  elle  serait  décroissante  si  l'on  avait  constam- 
ment 

/■(«  + /O -/•(«)<  0. 

Cela  posé,  le  théorème  résulte  immédiatement  de  la 
relation 

k=h[f'{x)-^£] 

trouvée  au  n"  122.  En  effet,  si  on  l'écrit  ainsi  : 

f{a-^h)-f{a)  =  h[r{a)  +  q, 

et  si  l'on  se  rappelle  que  s  s'annule  avec  h,  on  voit  que, 
pour  des  valeurs  suffisamment  petites  de  h,  le  premier 
membre  a  le  signe  de  f  (a).  Autrement  dit,  la  fonction  f  (x) 
est  croissante  ou  décroissante  pour  x  =  a,  selon  que  f  (a) 
est  positive  ou  négative. 
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163.  Roinarfjue.  —  Si  /'  (a)  =  0,  f(a  -+-  h)  —  f(fi)  est 
de  même  signe  (jiie  £.  On  vn  voir  que  ce  cas  panicnlier 
est  fort  important. 

164.  Max'nimms  et  minimums.  —  Lorsqu'une  fonction 
eoniinnc  cesse  de  croître  avec  la  variable  pour  dccroitie 
ensuite,  on  di!  quelle  nticint  un  ninximum ;  de  même, 
elle  atteint  un  inimmum  (juand  clic  cesse  de  décroître  pdur 
croître  ensuite.  Ainsi ,  f(a)  est  un  maximum  ou  un  mini- 
mum de  f(x),  suivant  que  l'on  a,  pour  des  valeurs  positive? 
dr  Jt,  sufïisamment  petites, 

/■(«)> /-(a  i/o, 
ou 

Ordinaii  ement ,  les  valeurs  de  x  (jui  rendent  /"(./)  maxi- 
mum ou  minimum,  annulent  f  (x);  et,  en  outre,  f{à)  est 
maximum  ou  minimum,  suivant  que  f"  (a)  et  nèrjaliie  ou 
posiliie  (*), 

1«»5.  Le  théorème  qui  précède  facilite  beauconj»  la  ili>- 
cussion  des  fonctions;  c'est  ce  dont  on  jiourra  juixer  ]iar  les 
exemples  suivants  : 

I.  Discuta'  y  =  x",  la  variable  x  ofanf  positire. 
\°  Quand  x  est  très-petit  et  de  la  forme  ^^' 

on  a  'in 

?/  =  —  ;      Iim  y  =  0. 

Ainsi,  potn- 

x  =  0,     y  =  0. 

2"  La  valeur  de  la  dérivée  est  //'=x'  (1  —  Ix)  (,152). 
Cette  dérivée  reste  positive  tant  que  Ton  a  Ix  <  I,  ou  x  </-; 
donc    la    Idiution  //  est  croissante   depuis  x  =  0    jiiS(|n';"i 

(*)  Ces  propositions  sorout  ilémoiilréos  dans  lo  Calcul  di/lcrentiel. 
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x=(?.  Poiii-  celle  (Icniièi'c  vjilciir  de  ./•,  //  iiilciiil  un  niaxi- 
iiiiiin  que  Ton  calcule  aisénieul  parla  l'oiniule 

loK  e       M 

e 


Jog  U  =  ■ 


3"  A  parlir  de  x  =  e,  la  dérivée  y'  reste  négative;  donc 

la  Ibnetion  y  est  décroissante  depuis  j-=p  jusqu'à  x=-i-yo  . 

D'ailleurs,;!  cause  de  \y=^,\\m  1^=^0(88);  d'où  lim  y=\ . 

Ainsi,  pour 

X  =  -+-  oc  ,     y^  l  (*). 

H.   Viscnlcr  y  ^=  {^\  -^  ~y,  la  variahb;  \  étant  positive. 
1°  On  voit  d'abord,  en  remplaçant  x  par  -,  (jue  |)Our 


x  =  (),    y=l. 


2" 


y  =\^  ~^  ~ 


^+1    x+- 

X    -\-  \  \  X 


} 


Pour  3c  =  0,  //' =  H-  X  ;  donc  la  fonction  y  est  d'abord 
croissante. 

5°  Afin  de  reconnaiirc  plus  aisément  si   la  dérivée  y' 
reste  positive  quel  que  soit  x,  posons 

x^—  1 


d"où 


x'^  -+-  1  \  x/  ' 


x'  -+-  4x'-  —  I 


x(x-  -i-  \f 

La  dérivée  z',  négative  pour  x  =  0,  s'annule  pour 
X  =  V—  2  -4-  1/3. 


(*)  Si  l'on  se  borne  aux  valeurs  entières  rie  ^r,  on  a 

i<  V^i  <  V'^5 ,    puis    V/5  >  V^  4  >  l^  > 
Par  conséquent,  le  maximum  de  ^ n  estV^ô. 


144  ALGÈBRE. 

Celle  valeur  donne,  iiprès  quelques  réductions, 

z=-[l— 1/ÏÏ-+-  l(2l/ÏÏ-t-2)]. 

Ce  résullal  esl  positif;  donc  la  dérivée  y'  ne  change  pas 
de  signe,  et  la  fonction  y  croit  indéfiniment  a\ec  j . 

IFI.   Discuter  y  =  xl  (  1  -f-  ^),  la  variable  x  étant  positive. 


XI         X  —  1  X  (x  -t-  1  )- 

La  seconde  dérivée  étant  toujours  négative,  y'  esl  un»- 
fonction  constamment  décroissante.  Cette  fonction,  infinie 
pour  x  =  0,  s'annule  pour  x  =  -^-cc  .  Par  suite,  la  fonction 
l)roposéc  esl  croissante  depuis  x=  0  jusqu'à  x  =  -i-  oc  . 
2°  Si  Ton  fait  x  =  0,  on  trouve  ?/  =  0  X  ac  ,  forme  indé- 
terminée. Mais,  en  écrivant  ainsi  la  valeur  générale  de  y  : 

1  (  1  -»-  - 
V         X 


et  en  se  rappelant  (88)  que 

loc;  n 
lini-^-=0, 
n 

on  oblicnl  y  ==  0. 

5"  La   même  indétermination   apparente  se    reproduit 
quand  on  sup])osc  x  infini.  Mais 

donc  (137) 

lim  y  =  1  lim  fin — j  =  le  =  1. 


APPLICATION   DKS  Dl^LlUVÈES.  1i;; 


KJCffcirf-1. 


I,  Discuter  les  fondions 


'"^xj  Ix  l(\-i-X) 


I         2\  I  sin  X 

la  variable  x  élant  supposée  positive. 

II.  Discuter 

,y  =  e^-f-e-%     »/= — ^- — »     ,V  =  e%     !/ = j- 

1  -+-  e' 

III.  La  fonction  x  —  |  sin  x  —  |  tg  x  est-elle  croissante 
lUi  décroissante  pour  x  =  0? 

IV.  Discuter 

I  -+-  X  H-  X-  M-  •••-+-  a;'' 
1  -f-  X  -H  x^  H H  x'' 

en  supposant  /)  <  ry. 

V.  Discuter 

(1   -t-  X  -f-  X*  -H  •••  -+-  x")- 
^'  "     1  -+-  x'  -H  x'  -+-■••-+-  X^"        '■ 

VI.  Discuter  les  fonctions 

y  =  (1  _  a-)  1  (I  -t-  a)  H-  (I  +  x)  1  (1  —  x), 
y  =  6  ces  X  -+-  5  ces  2x  —  4  ces  5x. 

VII.  Trouver  le  maximum  et  le  minimum  de  chacune 
des  fonctions 

X  X  —  1  X  —  a  (a  -t-  x)-       (6  -+-  x)"- 

,      _ )     ; 

X--+-X-4-1       X*-4-3x  +  2      X^H-pX-4-7         fi  —  X  0 — X 

(*j  Voyez  p.  77,  exercice  XIV. 

10 
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VIII.  Troiivpr,  (lar)s  une  ellipse  donnée,  la  normale  lu 
plus  éloignée  du  centre. 

IX.  On  joint  Tune  des  extrémités  B  du  petit  axe  d'une 
ellipse,  à  un  point  quelconque  M  de  la  courbe,  par  le 
rayon  vecteur  BM.  Dans  quel  cas  ce  ra\on  vecteur  est-il 
maximum  ou  minimum  ? 

X.  A  une  sphère  donnée,  inscrire  un  cône  droit  dont 
la  surface  totale  soit  un  maximum. 

XI.  A  une  sphère  donnée,  circonscrire  un  cône  droit 
dont  la  surface  totale  soit  un  minimum. 

XII.  On  donne  les  hases  et  la  hauteur  d'un  trapèze. 
Entre  quelles  limites  peut  varier  la  différence  des  côtés 
latéraux  (*)? 


cnAPiTKi:  IX. 

DI-:S  FONCTIONS  PIU.MITnTS. 
Préliminaires. 

166.  Etant  donnée  une  fonction  /"(a-),  on  peut  se  pro- 
poser de  trouver  une  fonction  ç  (x)  do)it  f(x)  soit  la  dérivée, 
ou  qui  soit  telle  que  l'on  ail 

Cette  fonction  incoimue,  ^{x),  est  dite  la  fonction  printitivt- 
de  f{x)  ;  en  sorte  (jue  le  problème  dont  il  s'agit  peut  encore 

(*)  Holativomoiil  à  celle  loculion,  voir  l'opuscule  iiitiuile  :  licfiabililo- 
lion  (l'un  pléonasme. 
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sriioiieor  ainsi  :  rcniuntcr  de  la  déficèe  à  la  fonclion  jni- 
III  if  ire  (*). 

167.  Tiii'OuÈME.  —  Deux  fonctions  qui  ont  des  dcrivéen 
ctjales  ne  peaient  différer  que  par  une  constante. 

Soient  (p{x)  cl  '|(jc)  deux  Ibnciions  ayant  même  dérivée: 
la  différence  (p  (a)  —  ^^  (x)  a  une  dérivée  nulle.  Par  con- 
sécjuciil,  |)uur  démonircr  le  (liéorèmc,  il  suffit  de  faire  voir 
(jue  toute  fonction  dont  la  déricce  est  nulle  se  réduit  à  une 
constante. 

Soit  f(x)  celle  fonction  inconnue.  Si  elle  ne  se  réduit  pas 
à  une  constante,  elle  sera  croissante  ou  décroissante  dans 
un  certain  intei'valle.  Adinellons ,  pour  fixer  les  idées, 
iju'elle  soil  croissante  depuis  x  =  a  jusqu'à  x  =  b. 

Si,  d«>  f(x),  nous  retranchons  la  quantité 

/("  + — r •^  — "). 

b  —  « 

qui  devient  /(r/)  pour  x  =  «,  elf{b)  pour  .r  =  b  (**),  nous 
formons  une  fonction 

I)  —  a 

dont  la  dérivée,  à  cause  de  /■'(x)  =  0,  se  réduit  à  la  quan- 
tité négative 

6  —  a 

F  (a:)  serait  donc  décroissante,  au  moins  depuis  .r  =  a 
jus([u'à  x=b.  Or  cette  conclusion  est  inadmissible,  car 

(*)  Dans  le  Calcul  intégral,  on  veiTa  qiio  ce  problème,  f/f/fl'irf  il  eut 
possible,  est  presque  toujours  très-dilîicile  à  résoudre. 

(**;  Pour  former  celte  fonclion,  il  sullit  de  prendre  un  binôme  wu-4-  n 
diint  les  coellicienls  satisfassent  aux  conditions 

ma  -f  n  =  f(a) .    mh  -i-  n  =  f{b). 
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F(a)  =  F(6)  =  0;  iiiiisi,  coiuraircnioiil  ;i  Ihypollièse,  la 
fonction  f{x)  nVst  pas  croissaiilc.  On  venait,  de  la  même 
manière,  qu'elle  ne  saiiiail  être  décroissante.  Donc  /"(x) 
se  réduit  à  une  constanle. 

168.  Remarques.  —  I.  Le  lennnc  (|U('  nous  venons  de 
démontrer  peut  être  présenté  sous  cette  l'orme  géométri- 
que :  si  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  une  ligne  est 
constamment  nul,  cette  ligne  est  une  parallèle  à  l'axe  des 
abscisses. 

II.  Semblablement,  le  théorème  exprime  que  :  si  les  tan- 
gentes MT,  MT  ,  aux  points 
correspondants  M,  M',  sont 
constamment  parallèles,  la 
différence  MM'  des  ordonnées 
MP,  M'P  est  une  constante  C; 
et  les  courbes  AB,  A'B'  sont 
égales  :  on  obtient  la  seconde 
en  faisant  mouvoir  la  pre- 
mière ])arallèK'ment  à  l'axe 
des  ordonnées. 

169.  II  résulte,  du  théorème  précédent,  que  si  Ton  a 
trouvé,  par  un  procédé  quelconque,  une  fonction  y(ar)  dont 
la  dérivée  soit  f{x),  toutes  les  fonctions  jouissant  de  la 
même  propriété  sont  données  par  la  formule 

F(x)=.(x)-t-C, 

C  étant  ime  C(mstanle  arbitraire. 

La  Géométrie  conduit  à  la  même  conclusion  :  si  j/==!p(.r) 
est  ré(|wation  de  AB,  toutes  les  couihes,  telles  que  A'B', 

parallèles  a  AB  (*),  S(»nl  l'eprésenlées  par  V  =  (p  {x)  -h  C. 


(*)  Oi'dinairoiiKMit ,  cotte  clL'iiuniiiialioii  a  un  sens  ililTorcnl  de  eelui  que 
nous  lui  atti'ihuous  ici. 
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■toolii'i't'lic  dos   foiif(l4tiiN    |>riiiii(i v<>H. 

170.  Vm  rciivnsjiril  les  règles  ilc  la  (loriraflon,  on  peut, 
tlaiis  (ni('l(|iies  cas  (rès-siin|tl('s,  rcnionicr  crime  dérivc'e  à 
la  l'oMClion  primilive.  Par  e\ein|»le,  eomnie  les  dérivées  de 

x'",  Ix,     e'^,     sinx,     cosx,  nrcsinx,     arctaiigx, 

sont,  respecliveinenl  : 

1  1  1 

«jx'""',      -'      e\     cosx,     — siiix, 


X  V/l  — x'      ^-^^ 

il  s'ensuit  (pie  si  l'on  donne 

I 

y'  =  x'",      .v'  =  -  '      y  =  c'-)      })'  =  CCS  X , 

1  ,  \ 

on  aura,  pour  les  Jonctions  primitives  les  plus  générales  : 

x""+' 
?/  = f-f,         ri  =  \x-^  c,     y  =  e'  ~^c, 

y  =  sin  X  -4-  (■ ,  y  =  —  ces  x  -i-  c , 

y  =  arc  sin  x  -t-  r,     y  =  arc  tang  x  -4-  f . 

171.  Remarques.  —  I.  La  première  formule  est  en  défaut 
dans  le  cas  dem  =  —  1,  c'est-à-dire,  lorsque  y'=-.  C'est 
ce  qui  devait  arriver;  car  cette  fraction  est  la  dérivée  de  Ix. 

II.  Le  logarithme  d'une  eonstante  est  une  constante.  — 
On  peut  donc,  au  lieu  de  la  deuxième  formule,  prendre 

»/  =  Ix  -+-  le, 
ou  encore 

y  =zz  1  (ox). 
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17?.  D'après  la  règle  relative  à  la  dérivée  d'une  somme, 
la  foiielion  |)rimitive  de 

y'  =  AuX'"  -+-  A,x"'  '  -+-  A^x'""-  -+-  •••  -h  A„  ,x  -+-  A^ 
est 

Ao  .       A, 

y  = x'""^'  H X'"  -+-•••  -+-  A„x  H-  c. 

m  -+-  1  )n 

173.  Les  foiMiules  j)réc('dentes  sont  immédiatement 
déduites  des  règles  du  calcul  tics  dérivées.  En  voici  quel- 
(|ues  autres,  souvent  employées,  et  dont  la  vérilication  est 
facile  : 


SI 


X  -4-  a  X*  -H  «*  \/j.i  _^  jj2 

(x  -t-  af  -t-  6^  \/'„  ^  6x  —  X* 

1 


va  -f-  6x  -t-  X* 


X  -f-  «\  \/ X-  -+-  »■ 


î/  =  1  I U  y  =  1 y  =  l^x-  -i-  a-  -^  c, 

1            X  -+-  «  2 

î/  =  -  arc  tg  — HT,     y  =  arc  sin 


y  ^  1 1  X  H —  6  -t-  1/  ((  -+-  bx  -+-  .r- 1  -+-  r  (*). 
C)  Ces  notions  seront  coni|)lélées  dans  le  Calcul  intégral. 
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SÉRIES  LOGARlTIliMIQUKS  01    CIRCl  LAIRF.S. 
UiMoloppeiiient  «le  l(l-i-T). 

174.  La  foiiciion  1(1  +  x)  a  pour  tlérivéc-— — .  Efîoc- 
liiiml  la  division,  on  trouve 

1  .        -  _,  ^" 

=  1  —  X  -\-  X-  —  a'  -+-•••  =b  a;"     =p 


\  -\-  X  1  -+-  X 

Donc,  en  rcmonlanl  des  dérivées  aux  fondions  primitives, 

9  •;  1  n 

X  X  X  T 

^  '  2        3         4  II        '^  ^       ^  ' 

Dans  celle  égalité,  cp  (x)  est  une  fonction  inconnue,  qiii 
s'annule  avec  \,  et  qui  a  pour  dérivée  y^(*). 

Il  est  aisé  de  voir  que,  si  la  variable  x  est  comprise  entre 
0  et  H-  1,  inclusivement,  la  valeur  de  9  (x)  converge  vers 
zéro  quand  n  augmente.  En  eflct,  pour  toutes  les  valeurs 
positives  de  x,  on  a 

X"  X" 

>0, <x"; 


1  -+-  X 


(*)  La  fonction  p  [x)  est  la  ciitTéreiice  entre  1  (1  -t-  x)  et  le  polynôme 

x'^  X"- 

X 1 zh  — ; 

:2  n 

donc  elle  existe.  En  second  lieu,  p  (0)  =  1  (I)  =  0.  Eutin  , 

1  a;" 


1  -4-X  i-^X 

donc  la  fonction  p  {^)  «  pour  dérivée  7:^- 
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c'est-à-dire 

?'W>0,  (2) 

5.'  (x)  -  X"  <  0.  (5) 

D'après  rinégalilé  (2),  la  fonction  cp  (x)  est  croissante 
(162);  cl,  comme  elle  s'annulo  aveex,  on  a 

.(x)>0.  (4) 

D'un  autre  côté,  le  premier  membre  de  iincgalilé  (5)  est 
la  dérivée  de 

fi^) 7; 

«  -4-  1 

donc  celle  dernière  fonction  esl  décroissante.  De  plus,  elle 
s'annule  avec  x;  consé(iuemment,  pour  toutes  les  \aleurs 
positives  de  x , 

.(x)<-^-.  (0) 

n  -+-  I 

La  fraction  '^"  ,  croîtrait  indéliniment  avec  n,  si  x  sur- 
jjassait  l'imité  (81);  mais  si,  comme  nous  l'avons  supposé. 
X  est  compris  entre  0  (;t  -4-  1,  ^—^  a  poui-  limite  zéro.  A 
cause  des  inégalités  (4),  (o),  la  fonciion  ©(x)  tend  aussi 
vers  zéro.  Par  suite,  le  développement  de  1(1  -+- x),  en 
série  convergente,  est 

x'^      x''       X*      x^  x" 

i{\-i-x)  =  x 1 1 zt  —  =F  •••    (0) 

î2        3        4        5  n 

175.  Remarque.  —  La  fonction  9  (x)  i'ci)résente  le  reste 
de  la  série,  ou  l'erreur  que  l'on  commet  en  s'arrétant  au 
terme  ^-  (ô).  D'après  l'inégalité  (5),  celte  erreur  est  infé- 
rieure au  premier  des  termes  négligés  :  c'est  ce  (jui  a  lieu 
pour  toutes  les  séries  convergentes,  à  tei-mes  ;iliernalive- 
ment  positifs  cl  négatifs  (2!8). 


SKiUlis  Lor.AiiniiMn.u  r.s  or  (;iiu;ri,.\iiii:s.         \:,ô 

Uévelopin'iiii'iit  lie  1(1  —  ;r). 

176.  La  inélhode  précéik-iile  (loiinc  crahoitl 

1(1   —  X)  =^  X  -^~  -i -i-  ••     M H  <p{x), 

12        5  n 

^  (x)  élant  une  fonclion  qui  a  pour  ilérivéc  j^,  el  qui 
s'annule  avec  x. 

En  second  lieu,  si  x  varie  de  0  à  I  — a,  a  élant  une 
(Vaction  aussi  petilc  (ju'ou  le  veut,  on  aura 

>0,     — ^-<-; 


1  —  X  1  —  X 

ou  3C" 

./(x)>0,      f(x) <0. 

a 

Par  suite,        ,  ,  ,  ^  ,,       ,  ,  ^   .      ^'"^' 


V.  {n  -+-  I  ) 


La  variable  x  étant  inférieure  à  l'unilé,  la  fraction  -^. ,, 
diminue  indéfininient  lorsque  n  augmente.  Donc -^  (a)  jouit 
de  la  même  propriété.  Par  conséquent,  pour  toutes  les  va- 
leurs de  a:  comprises  entre  0  et  1  — a,  inclusivement j 


—  I  (1  —  x)  =  X  +  —  -4-  —  -+-  ^  -+-  ...  -+-  —  +  -  (*).    (7) 
y  r»  4  n 


17  7.  Les  formules  (G),  (7)  peuvent  servir  à  calculer  les 
logarithmes  népériens  des  nondjr(;s  compris  entre  0  et  2. 
Par  exemple,  si  l'on  suppose  x  =  l  dans  (6),  on  obtient 

1  \        1        1        1        1 

2  0  4  0  0  / 

(*)  La  formule  (7),  obtenue  en  supposant  x  <^\,  subsiste  pour  x  ■=\  : 
car  celle  dernière  hypothèse  rend  infinis  les  deux  membres. 
(**)  On  a  vu  (ta)  que 

11  111  1 

1 -H 1 =  I 1 ; 

rt  -t- 1        «  -H  2  '2n  2       5  2/1 
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seulemenl,  les  séries  (6),  (7),  niènic  quand  elles  sont  appli- 
cables, sont  peu  convergentes;  et,  d'un  autre  côté,  il  est 
essentiel  de  trouver  des  formules  qui  permedeni  de  calculer 
les  logarithmes  des  nombres  entiers.  C'est  à  quoi  Ion  j)ar- 
vient  pai'  les  médiodes  suivantes. 

Culciil  dcM  logarithmes  népériens. 

178.  Si  l'on  ajoute,  membre  à  membre,  les  égalités  (G), 
(7),  on  irouve,  à  cause  de 

1(1  -t-x)  — 1(1  — x)  =  l 1: 

I   -H  JC  r  X^  X''  X^  "1 

'rrï=^L^*T*¥-^T*  ■]■         <"' 

Posons 


nous  aurons 


1— X 

n 

2x 

V 

2 

'^n  ■+-  7) 

puis,  au  lieu  de  la  formule  (8), 

,  (!i^)  ^  2  [-J^- ^  i  (-^  )M(-i^)V...1. 

V     71    I  X'in-^p       ùVÎn-^-pl        'ôv2n-\-]>'  \ 

ou 

1  [n  -h  ;;)  =  I /«  -+-  2     — ^' -4-  -  ( — ^- — )  -+-•••     •      (11) 

^         '  '  \jLn  -+-  p       ô  \:2//  H-  ;)/  J 

Celle  nonxcilc  forn)ulc  s(>rl  à  calculer  le  loiiorilbmc  nc- 


iloiic,  comme  nous  l'avons  annonce, 


/,„,  ( + ^  . . .  +       U,  1 .  -2. 


sl^uiES  LocAuniniMjL'ES  or  ciucilaiiies.        i.;:; 

péricn  d'un  nombre  entier  n  h-  p,  (|iifin(l  on  connaît  (léj;i 
le  logaritlinie  de  ii.  Si  l'on  suppose  /;  =  1,  elle  se  i-éduil  à 

!(«-+-  l)  =  In-4-  ')\ H ; -t-  •••1-     (1(1) 

179.  A  cause  de  I  .  1  -=0,  la  relation  (lOj  donne,  de 

proche  en  proche,  1.2,  1.5,  1.4,  ... 

En  particulier, 

ri         1  I  i  n 

Lô       5.3^       •j.5«       7.5'  J' 

ou 

5L         5.9       5.9-       7.9^  J 
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180.  Il  est  facile  de  trouver  une  limite  supérieure  de 
l'erreur  E  que  l'on  commet  quand  on  réduit  la  série  (10) 
à  ses  i  premiers  termes.  En  effet,  on  a  d'abord 

E  =  2r ' -  H-  ! H-  ...1: 

1(2/  -+-  1)  [-In  -+-  If +'        {'■2i  +  ô)  {'■2n  -t-  1  )-•+■'  J 

et,  par  conséquent, 

2  r  1  1 

E< 


(2i  -¥-  1)  (2;i  -f-  1)-'+'  L         {-2/1  -+-  1)-       {2n  -t-  1  y 

ou,  en  sommant  la  progression 

2 
E< 


(2<-H  1)(2n-+- lf+'  1 


(2n  -t-  1)'- 
ou  enfin, 

E< ' 

2«  (n  -t-  1)  (2«  -+-  1)  (2?i  -+-  If-* 

Par  exemple,  si  l'on  se  borne  aux  qualie  premiers  termes, 
dans  la  formule  (1 1),  on  commet  une  erreur  moindre  que 


I;i6 


ALGEBRE. 


T^g.  Pour  avoir  la  mémo  approximation,  au  moyen  du 
premier  développement  (l7Tl),tm  dcxrnil  employer  78  751 
termes. 

181.  Des  lormulcs  (8),  (9),  (lOj,  on  m  |)C'Mt  tirer 
hciuiconp  (raulres,  j)Ius  ou  moins  remarcjiiahles.  Ainsi, 
(juand  on  change  n  en  n'^ — \,  dans  la  relation  (  10),  on 
trouve,  en  supposant 

1 


i 


I 


I 


!.n  =  -l(; 


I 


1)  H- 


•■In'  —  i 


ï>; 


(12) 


ou,  ce  (|ui  est  équivalent, 

i(«+!)  =  2In-l(n-l)--— ^-S.  (15) 

De  ces  deux  nouvelles  Ibrniides  (*),  la  seconde  sert  à 
ealculer  le  logarithme  d'un  numhre  entier,  quand  on  con- 
naît déjà  les  logarithmes  des  deux  nombres  inmiédiatement 
précédents.  La  relalion  (12)  peut  servir  à  déterminer  le 
lof/arit/imc  (run  nontbrc  premier  n,  coiuiaissant  les  loga- 
ril/nues  des  fadeurs  premiers  de  n-  —  1  :  ces  laelenrs  soni, 
évidemment,  moindres  que  n.  De  |»lus,  la  série  S  e^-i.  pour 
une  même  valeur  de  )i,  plus  eon\ergenle  que  la  série  (10). 

182.  Problème.  —  Calculer  directement  le  logariffune 
d'un  notnbre  donné. 

Si,  <lans  la  formule  (8),  on  pose 

I  -+-  .r       n 

on  a 

1/4  =  2 


n—  \        1 

In  —  1 

\//  -f-  1 

~\ — 

{n—\\ 

//  -f-   1         7^ 

\//  -+-  l/ 

{*)  Elles  ^diil  ;iltriliu('('s  i»  TlioiiKo  I^avcriKHlo  ^Souvelles  Annales  de 
Mathcnutliques ,  loiiie  X,  p.  '•2). 
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Par  cxcniplo, 

1  1  \ 

0.4        y.  4         7.4 


G 

1 

('A 

"     ^  l'A' 

1.4  =  - 

1  -+-- 

— 

^-T.     -]   +   • 

h 

3 

VJj 

5  \b/ 

4 

i 

(-\ 

'       1  /2V 

- 

1.5=- 

D 

1  -t^- 
5 

\ïl 

Ces  séries  sont  do  moins  en  moins  converucntcs. 


l.iT 


Calcul  «lu  moiliile. 


1S3.  Le  module  M  des  loiiiirillinies  vulgaires  a  ponr  v;i- 
leur  j-^  (93).  Pour  le  calculer,  il  esl  donc  essentiel  de  eon- 
nailre  le  logarithme  népérien  de  10.  Or,  1.1 0=1.2 -t- 1.5; 
et,  d'après  la  formule  (10)  : 


donc 


ou 


1.5  =  1.4h- 


1         1 


i  1  1 

— I 

5.3' 


1 


} 


ri         1 

.4  =  21.2  =  4   -  -4-  ^ — 
L3       0.3 

ri         t  1  1 

ri         1  1  -] 

Lo       5.9^       ô.'d'  J 

r  4  1  1  1 

.10  =  2     1  H -t- ;  -H  — -  -4-  ••• 

L         5.9       5.9-        7.9^  J 

2r  i  1  >  1 

9  1         3.81       5.81'       7.81'  J 


loS  ALCÈBUE. 

En  effecluanl  les  calculs,  on  trouve 

1.  10  =  2,502  58a  092  994  040,  ...; 

et,  par  suite, 

M  =  0,454  294  481  905  2:JI  ...  (*). 

Calcul  des  logarKhnies  «ulsaireM. 

184.  En  niulii|)li;ini  iî;ir  M  les  deux  membres  de  l'éga- 
lité (10),  on  obtient 

log  {n  -+-  1)  =  log  n  -t-  2M  \ —^^  -+-  ,  .     '      .-  +    ••]•  (H) 
L2n  -+-  I        o  {2«  -+-  1)  J 

Celte  formule  est  Tune  des  plus  commodes  dont  on 
puisse  faire  usage  pour  construire  imc  Table  de  loga- 
rithmes de  Briggs,  analogue  à  la  Table  de  Callet.  La  for- 
mation d'une  pareille  table  est  bien  plus  rapide  que  celle 
d'une  table  de  logarithmes  népériens.  En  elTet,  si  Ion  a 
calculé  les  logarithmes  vulgaires  des  nombres  compris 
entre  10''"'  et  IC,  on  aura,  tout  de  suite  (95),  les  loga- 
rithmes des  nombres  entiers,  inférieurs  à  IC"'.  En  outre, 
la  convergence  de  la  série  (14)  augmente  si  rapidement 
avec  n,  qu'on  peut  souvent  réduire  celte  série  à  son  pre- 
mier terme.  En  effet,  si  n  surpasse  10  000,  on  trouve 
(  180),  à  cause  de  2M  <  1,  et  en  supposant  /=  1  ; 

1 
E  < ; 

120  000  .10  001  .20  001 

ou,  :"i  jilus  forte  raison, 

I 


24  000  000  000  000 


(*)  M.  Shanki,  caKulalcur  anf;l;iis,  a  iltloiiniin', avec  205 (Itoinialts, les 
nombres  M  et  c. 
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185.  Rcniarr/iic.  —  Si,  iiii  lifii  (rcinpioyt'i'  la  inclliodc 
préccdcnlc,  on  a|)|)li(|ii(',  pliisiciiis  fois  ilc  siiile,  la  l'oi- 
niiile  (12),  on  parvient  à  décomposer  le  h(jurilhme  iVun 
nombre  premier  n,  en  la  somme  de  plusieurs  séries,  ortli- 
naiienicnl  très-convcrgcntcs.  On  a  ainsi  une  seconde  sohi- 
lioii  du  problème  ci-dessns  (l82).  Par  exemple, 

1 0     r  i 


iog  \  7 


10     r         i  I  -| 

=  _  M     1  H 1 -H  ••• 

7       L        3.4!»       5.49-  J 

1)      r  !  1-1 

17      L         5/281)        'J.liii'S'  J 

H —  M  r 

577      L 


I  1 

1  -^ 


5.d5ï>  929       0.332  929'  J 

186.  Proportion  lo(jarillunique.  —  En  général,  on  admet 
f.\wc,  passé  une  certaine  limite,  les  différences  entre  les  nom- 
bres sont,  à  peu  près,  proportionnelles  aux  différences  entre 
les  logarithmes  de  ces  nombres  (100).  Cette  proposition 
résulîe  immédiatement  de  ee  qui  précède.  En  elfel,  si  Ton 
ne  prend  qu'un  terme  dans  la  série  (14),  on  a 

I 

\osfn  -+-  I)  —  les;  «  ^  2.M 

De  même,  /.■  étant  une  fraciion  proprement  dite, 

I: 
Iog  {n  -+-  k)  —  Iog  n 

Par  suite, 

Iog  (//  -+-  k)  —  Iog  n 
Iog  (m  -+-  i)  —  Iog  n 

Mais,  le  nombre  n  étant  très-grand,  la  fraction  ^^^  est 
presque  égale  à  Punité;  donc,  à  fort  peu  près, 

Iog  [n  -+■  k)  —  Iog  n       k 
]og(/<  -+-  I)  —  Iog  n       I 


:iD) 
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187.    Lniiilf's  (If  l'eircvr.  —  Soi<int 

log  {n  ■+■  le)  —  log  n  =  0 ,     log  {n  -h  1  )  —  log  ;<  =  a, 
A;a  =  0 ,     e  =  0  —  fj,  : 

î  est  rorrcnr  chic  Ton  commet  sur  loir  (n-^k),  quand  ou 
l'ail  usaiïc  de  la  proportion  (15).  Or  (t74)  : 

I        k\  rk        k'         k'  -1 

o\  =  /clog  ( I  +  -)  ^  M  [-  -  —  +  ^,  -  •  ••] ; 
\         nJ  \_n       "Jn        on  J 


ri:  —  If       k  —  k'  -] 

L    'in-  3«'  J 


Les  termes  ûv,  la  série,  qui  décroissent  indélinimciil . 
sont  alternativement  positifs  et  négatifs,  doni-  (21) 

Mk{l  —  k) 

1"  La  première  iuégalilé  é(iuivaut  à  o  >  o,,  ou  à 

log(«  -+-  k)  >  ]ogn  -+-  0,; 

ainsi,  /a  valeur  crade  du  lorjarithme  de  n-f-  k,  est  supé- 
rieure à  celle  qui  résulte  de  la  proportion  logarithmique. 

2"  La  somme  des  facteurs  k,  I  — /.•  étant  égale  à  I,  le 
maximimi  du  produit  est  '  (*);  donc 

f<^<T7-,;  (17) 

Sn-       \bn^ 

et,  si  n  surj)asse  10  000,  ce  (pie  Ion  peut  toujours  admettre, 

1 
f  < 


i  GOO  000  000 

rj  {ii.Ai<j.,\r6). 


SÉIUES  i.ocMuniMiori'.s  or  ciiici  lah'.es.         u;i 

(!!onsc(|iu'min('nl,  (/uand  ou  suppose 

log  (n  '\-  h)  --=^  log  n  -+-  o"",  =  log  n  -4-  Aa  , 

Wrreur  z  es!  moindre  qu'une  intitê  du  neuvième  ordre  dé- 
cimal. 

188.  Si  Ton  vtMil  trouver  le  nombre  correspondant  àwi 
lof/arithme  do)vné  (lOl),  et  (jue  l'on  lasse  usage  de  la  j)r()- 
porlion  logariilimiqiie,  on  commet  une  autre  erreur  s,, 
dont  il  est  égnlcmoni  lacile  d'avoir  des  limites.  Rcmaicjuon> 
d'abord  que,  le  nombre  inconnu  étant  n  -h  k,  on  le  suppose 
égal  à  w  +  —  ;  donc 


S  S 


1°  D'après  la  première  des  inégalités  (16),  on  a  s,  <  0  : 
la  valeur  exacte  du  nombre  correspondant  à  log  (ii  -f-  A),  est 
inférieure  à  celle  qui  résulte  de  la  proportion. 

2°  Le  dévclo])pement  de  A  =  log  (1  -+-  \^  donne 

2/j  —  1 

donc,  à  cause  de  l'inégalité  (17)  : 

I 


4  (2«  —  1  ) 

en  valeur  absolue;  et,  si  n  surpasse  10  000 

I  2 


80  000       100  000 

également  en  valeur  absolue.  Ainsi,  (/î/fl?jf/  on  prend  k  =-' 
l'erreur  ^^  est  inoindre  que  deux  unités  du  cinquième  ordre 
décimal. 
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Doveloppcineiit  «le  arc  taug  x. 

189.  L;i  foiiclioii  arc  la  ./•  a  pour  dérivée  ,-t-^-  Or 

■  =  \—x^-\-x^  —  x^-\ ±  x'"-^  =p -; 

\  -^-  X  \  -{-  x^ 

donc,  en  désignant  par  cp  (oc)  nne  fonction  qui  s'annule  avec 
X,  et  qui  a  pour  dérivée  j— 5» 

ac'       X*                 x^"~' 
are  l2:x==x 1 •••=b rp  -^  (x). 

On  trouve  ensuite,  en  raisonnant  comme  on  Ta  fait  ilans 
les  n"'  174  et  176: 

,(x)>0,      ,(x)<£!^. 

Si  donc  X  est  compris  entre  -f-  1  et  —  1,  inclusivonenf, 

Uni  (p  (x)  =  0,  ou 

x^      x^      x' 

arctgx^^x \- — 1- •••  (18) 

5        3        7 

4'aleiil  lin    rapport  de  lu  circoiifcreuce  au  dinnictre. 

190.  La  sci'ie  (18),  cl  celles  (jue  l'on  en  dédnil,  servent 
à  calculer,  avec  une  aj)proximation  indélinie,  le  nombre 
inco)iimc7isurable  ti  (*). 

1"  Si  Ton  suppose  d'ahord  x=\,  on  a 

TT  I  1  I  1 

-=1 1 1 (19) 

4  5       3       7       9  ^     ' 

Cette  série,  très-peu  convergenîe,  est  attribuée'  à  Leibniz. 

(*)  Lambert  a  (lomoiitro,  le  inTiiiier,  colle  incoiniiiensurabililé  (Gt^o»J<'- 
trie  de  Legcndrc,  Noie  IV). 
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2"  Soii 

TV  -^  "+"   */ 

-  =  aiT  tg  x  -^  arc  tg  ij  =  are  tg ; 

4  I  —  xy 

(Toii,  à  cause  de  1^-7=  1» 

I  —  xy  =  x  -+-  jy  ; 
équation  indéterminée.  Pour  y  satisfaire,  on  peut  prendre 


1  1 

Par  suite, 


X   =  -  5  II   ::^-' 


TT  I     /  1  I  I 

-  =  _     I -H : 

4  2  \         ô.i       S.i'       7.4' 

(20) 

I  /         J_  1         _l_ 

Cette  nouvelle  formule,  duc  à  Euler,  donne  le  nombre  7:  pai- 
la  somme  de  deux  séries  ;  elle  est  déjà  beaucoup  plus  com- 
mode que  la  formule  (19). 

5°  Désignons  par  a  Tare  dont  la  tangente  est  |.  Nous 
aurons 

2  5 

5  5  G  120  I 

tg  2a  = := — 5     tir  4a  = =^ =\-\ 

^                     1         12       °                     25         119  ni> 

1 I _ 

25  144 

Cette  dernière  fraction  étant  fort  petite,  Tare  4a  surpasse^ 
d'un  très-petit  arc  (3,  déterminé  par 


tii3 


I 

tg  4«  —l  Th)  I 


1  -+-  tg  4'/  1 20       251» 

II!) 
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Mais  T.  1  1 

—  =  4a  —  '5  =  arc  fs; arc  t2 ; 

4  '  "^5  "259' 

donc,  par  la  série  (18), 

1  1  1 


4       *li       5.5''  ■   5.5*       7.5" 
I  1  1 


)/ 


259       5.259'       5.259' 


on 


""    5    L    ~5T 


4  4^ 


100       5.100^ 


_- Lr, '—..^ ]. 

259  L        5.57  121       5.57  i21'  J 

De  ectle  dernière  formule,  trouvée  par  le  Géomètre  anglais 
Machin,  on  a  conclu  la  valeur  de  ?:  avec  100,  200  et  entin 
707  chiffres  décimaux  (*). 


I.  Développer,  suivant  les  puissances  croissantes  de  oc, 

—  1  (i  —  x)  —  1  (1  —  X-)  —  1  (1  —  x') , 

et  prouver  que  la  série  est  convergente  (0  <  ac  <  1)  (**). 

II.  Développer 


\  —  X-HX  1  X  -^  X^ 

(*)  Le  dernier  ealcul,  plus  pénihlt;  ([u'iilile,  a  élé  efl'eclué  par  M.  W. 
Sfian/,:s. 
{")  Dans  ceUe  série,  le  coenîcieul  de  x"  est 

fit  désignant,  d'aju-és  Tnler.  la  somme  des  dirisctirs  de  u. 
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III.  (loM(.*lurc,  du  |»i('niiir  (k;  ces  deux  (lé\cl()|)pcrncnls, 

ô  /  1  III  1 

1.2  =  -  — 


'2\IM       4.5       7.8        10.11        13.14 
IV.  Vérilicr  les  valeurs  .suiviuitcs  : 

''■  /  • 

I  .  10=    -       1   H H 


i     /  1  1  \ 

-      1  H 1 ;-+-••• 

5   \         3.9        0.9*  / 


4  /  I  1 

-♦-    -       1  -+- 1 ;  -f- 

5  \         3.25       5.25' 
2  /  I  1 

H I    H- 


K  -^ui-i 


19  \         3.5{;i        5.3()l 
1  I 

1  .  10=    2       1   H H H 

3.9  oS' 

2   /            1  1 

17  \         3.289  5.289- 

2   /            1  I 

H Il 

19  \ 


19  \         3.3GI        5.301- 
V.  Vérifier  les  formules 

1.11  1 

-12  = -+- 


4  1.2.3       5.6.7      "        (4n— 3)(4n  — 2)(4/i— 1) 


TT  1  1  1 

-=    1    -+-  -t 


3  2.3.5       3.5.9  «  (2/i — 1)(4;?.  —  3) 

VI.  En  partant  de  la  relation 

1  i  1 

arctg— =  arc  tg 1-  arc  tg 


p  p  -^  a  p  -\-  a 

dans  laquelle  dd'==p'^  h-  I,  vérifier  les  valeurs  suivantes  : 

TT  1  I  1  1 

-  =  arc  tg  -  -4-  arc  tg  -  h-  arc  Ig  -  -»-  arc  tg  -  > 
4       3       5       7       8 

n  1  1  i 

-  =  5  arc  tg  — H  2  arc  tg 2  arc  tg  — — — • 

4  °7  °26  "2  057 
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VII.  An  moyen  de  In  relation 

1  1  1 

arc  la firc  \" =  arc  Is, ■> 

^  2n  —  1  ^2n  ■+-  1  "  '2n- 

flémontrcr  que 

TT  1  1  1 

—  z=  arc  t2  — H  arc  tu — h  •••  -¥-  arc  t" 1-  ■■■ 

4  ''2  ^8  ''2/r 

Vlll.  -  =  arc  tg  --t-  arc  Ig  — h  •••  -+-  arc  tg  —  — 

4  ô  7  n*  -f-  n  -4- 1 

IX.  Pronver  In  divergence  de  la  série 

sin  a:       1  sin  2x        1  sin  5x 
cos  X       2  cos-  X        5  cos^  x 

X.  V^érilier  les  relations 


1/1  — x'  1  2     ,        2.4 

arc  sni  x  =  \  —     x x* x" 

X  5  5.5  5.5.7 

arc  sin  x  2  2.4  2.4.6 

— ^^^^i::  =  X  -+-  -  X^  H x"  H X    -+-  • 

\/\ ^2  5  5.5  5.5.7 

XI.  Conclure,  de  la  seconde, 

TT  \       \M       1.2.5 

—  =  1  H \ 1 h   •  •• 

2  5       5.5       5.5.7 
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III. 

IMAGINAIRES. 


CHAPITRE  XI. 

C  A  L  C  U  I.   DES   I  M  A  G  1  N  A  I  U  E  S. 
Pi'él  lin  I  nui  ■■!>•«. 

191.  On  sai(,  par  kvs  cléments  de  TAlgèbre  (*),  que  Ton 
appelle  expression  imaginaire  (**),  ou,  simplement,  imagi- 
naire,  toute  expression  de  In  forme  x±V —  [3'^,  dans  la- 
(juelle  le  radical  porte  sur  une  quantité  essentiellement 
négative  ( —  (3'^). 

Si  Ton  convient  (Télendre  aux  imaginaires  les  règles  dé- 
montrées pour  les  quantités  réelles  (***),  on  aura 


l/—  p'=[/—  I  X  I/S^  =V/—  1  X  S  =  S  V/—  i , 


et  a  ±  l/—  [i"'  =  a  =b  fi  l/—  I  : 

e'est  à  cette  dernière  forme  que  Ton  essaie  toujours  de 
ramener  toiUe  expression  qui  ne  représente  pas  une  quan- 
tité réelle. 

(*)   {B.AIg.,  119,13-2). 

(**)  Nous  n'avons  pas  cru  devoir  adopter  la  dénomination  dequantitf 
imaginaire ,  bien  qu'elle  soit  employée  dans  des  ouvrages  justement 
estimés.  Il  nous  semble  qu'une  expression  purement  symbolique ,  qui  ne 
peut  représenter  aucune  grandeur,  n'est  pas  une  quantité. 

(***)  D'après  la  note  précédente,  il  suffirait  de  dire  :  les  règles  démon- 
trées pour  les  quantités. 
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192.  Si,  dans  l'expression  a -<-  [31/ —  1,  on  suppose 
[3  =  0  ,  elle  se  réduit  à  a  (*i.  Par  conséquent,  les  imagi- 
naires comprennent ,  comme  cas  purticulicr,  les  quantités 
réelles. 

193.  Deux  imaginaires  sont  dites  conjuguées  lorsqu'elles 
diffèrent  seulement  par  le  signe  du  coefficient  de  W —  1  : 
telles  sont  a  -f-  (3  \/ —  1  ci  a  —  (3  \/ —  1 . 

194.  On  appelle  ///0(/^</t' (rime  expression  iniaginaire /a 
racine  carrée  de  la  somme  des  carrés  de  la  partie  réelle  et 
du  coefficient  de  V^ —  \ ,  celte  racine  étant  prise  positive- 
ment. Par  exemple,  le  module  de  o  -h  12  V^ —  1  est 
m  =  -+-  V/ 5^  H-  12'^  ^^  15.  Deux  imaginaires  conjuguées 
ont  même  module. 

195.  Lemme  I.  —  L'équation  a  -h  [i  K —  1  ^0  se  décom- 
pose en  a  =  0  et  (3  =  0. 

En  effet,  il  ne  peut  s'opérer  aucune  réduction  entre  la 
quantité  a  et  le  symbole  [iv  —  \. 

196.  Lemme  II.  —  L'équation 

a  -+-  ,ôl/^  =  y.'  -+-  S' l^^l 

se  décompose  en  a  =  a  ,  [3  =  |3'. 

La  démonstration  est  la  même  que  celle  du  premier 
lemme  (**). 

(*)  En  elTel,  d'après  la  conveiUioii  précédente,  i2y  —  1  =V^ ~  3*;  et 
—  j3*  s'annule  en  même  temps  que  3. 

(**)  II  serait  peut-être  plus  exact  de  considérer  ces  deux  lemmes  comme 
de  simples  dcniaudes.  En  elTel,  Vcxplicatioii  relative  au  premier  lemme 
ne  peut  passer  pour  une  véritable  démonstration.  Dans  un  ordre  d'idées 
<|ue  nous  n'avons  pas  cru  devoir  adopter,  on  regarde  le  Lemme  11  ((jui 
comprend  le  Lemme  I)  comme  une  définition  du  symbole  r  —  1.  Enfin, 
depuis  un  certain  nombre  d'années,  les  imaginaires  sont  considérées,  par 
(juelques  Géomètres,  comme  des  ({unntitcs  complexes ,  représentant  des 
distances  comptées,  à  partir  de  l'origine,  sur  des  droites  inclinées  à  l'are 
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197.  Tiii;(»ui;.ME  1.  —  l'oiir  (jii  '((ne  a  pression  (n(a(j'(tiaire 
soit  nulle,  il  faut  et  il  su/fit  que  so)i  inodulc  soit  nul. 

1°  Si  rimaginairc  a  -+-  {tV —  1  csi  mille,  on  a 

«  =  0,  p  =  0(195);  donc  î/j' =  a* -^  fi*  =  0,  »j  =  0. 
2°  Si  le  module  est  nul,  a^^.  ^-2  =  0;  donc  a  =  0,  [B=0. 

Ail«litloii  l't  soii.structiou  tIvN  linagiiiiiirOM. 

198.  En  opérant  sur  les  imaginaires  comme  sur  des 
ijuantitcs,  c'est-à-dire  en  regardant  V  —  1  comme  un  coef- 

licient ,  on  obtient 

(a-t-|5l/^)-+-(a'-+-â'l/^)  =  (a-t-a')H-(S-+-S')l/^,  (I) 
(a  +  Sl/^)— (a'-h;3'l/^)  =  (a— a')-+- (S— |3')l/^;  (2)  (*) 

et,  en  particulier  : 

(a  -t-  S  l/^n")  -+-  (a  —  â  l/I^)  =  2a ,  (5) 


(a-t-Sl/— 0— («  — â\/—  l)=2|3l/—  1.  (4) 

199.  Reinan/nes.  —  1.  Si  la  soustraction  conduit  à  un 
reste  nul,  on  a,  d'après  régalilé  (2)  et  le  Lemme  I  :  a  =  a', 
(3=  (3'.  On  vérifie  donc  que  toute  équation,  de  la  forme 
A-i-BV/^  =  A'+B'l/ — \,se partafje  m  A=A',  B=B'. 

II.  D'après  les  égalités  (ô),  (4)  :  \"  La  somme  de  deux 
imaginaires  conjuguées  est  toujours  réelle;'^"  La  différence 
de  deux  imaginaires  conjuguées  a  la  forme  B  v —  1 . 

des  abscisses.  Le  lecteur  peut  consulter,  sur  ce  sujet,  le  savant  ouvj-age  de 
M.  Hoùel,  intitulé  :  Tliéorie  élémentaire  des  quantités  complexes;  puis, 
dans  les  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques ,  de  remarquables  articles 
d'Abel  Transon,  ingénieux  Géomètre,  récemment  enlevé  à  la  science. 
(*)  Les  égalités  (1),  (2)  pounaient  être  regardées  comme  des  définitions. 


iTO  aij.kim'.f:. 

Miiltipllentloii  tics   iiiinsinalrcM. 

200.  (loiuimiîinl  n  riciidro  aux  imaginaires  les  règles  or- 
dinaires du  calcul,  cl  faisant  altenlion  que  (l/ — 1  )"  =  —  1  ; 
on  trouve 

(.,.  +  _'5V/^)(a'-+-S'  \/^)  =  aa'— '5_S'H-(aS'-4-a'S)  l/^.   (5) 

201.  Si  le  second  facteur  est  conjugué  du  premier,  le 
produit  devient  <y%  —  \\^^ —  1  )  =  «-  -i-  [i^  ;  ainsi  h  pro- 
duit de  deux  imaginaires  conjuguées  est  égal  au  carré  du 
module  commun. 

202.  Théorème  II.  —  Le  module  d'un  produit  est  égal 
au  produit  des  modules  des  facteurs. 

Considérons  d'abord  un  produit  de  deux  facteurs.  En 
conservant  les  notations  précédentes,  et  en  appelant  M  le 
module  du  ])i'0(luit,  nous  avons  ,  par  l'égalité  (5)  : 


m 


=  -^  V/a-  -+-  i%      m'=-^-  l/a'*  -+-  |5", 


M  =  -I-  l/(aa'  —  pp'f  H-  (ap'  -4-  a'3)l 

Il  faut  |)rouver  (|ue  mm'  =  M.  Or,  en  elTeetuant  et  rédui- 
sant ,  on  trouve 

(a-  -+-  p*)  (a'-  -^  p'^}  =  (aa'  —  53'j-  H-  (aV  -+-  «'5)-;        ((i) 

donc,  etc. 

Au  moyen  du  raisonnemenl  connu,  on  étend  la  proposi- 
tion au  cas  d'un  nombre  quelconque  de  facteurs. 

203.  Ronanpies.  —  I.  L'égalité  (6)  démontre  ce  théo- 
rème d'arilbmétique  : 

Le  produit  de  deux  nombres,  égaux,  chacun,  à  la  somme 
de  deux  carrés,  est  égal  à  lu  somme  de  deux  carres. 

Par  exemple, 

(:.-  -h  2*)  (i)-  -+-  7-)  =  (5  .  :i  —  2  .  7)-  -+-  (ô  .  7  -4-  2  .  ô)'; 
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on  lô  .  7'f       I-  -+-  ôl-. 

II.  Plus  générnlcmeiil,  d'après  lo  Tlirorèmc  II  ;  le  pro- 
(liiil  (le  plusieurs  noiubres,  égaux,  chacun,  à  la  somme  de 
deux  carrés,  est  égal  à.  la  somme  de  deux  carrés. 

Exemple  : 

(5'^  -4-  2-)  (:>*  -+-  7-)  (1-  H-  5-)  =  U\'  -+-  1 7-. 

III.  Le  sceond  membre  de  IViistliié  ((i)  peut  èlre  éeril 
iiinsi  : 

(aa'  -t-  (53')-  -+-  (afi'  —  aS'f . 

Conséquemmenl,  //  y  a  toujours  au  moins  deux  manières 
de  décomposer,  en  une  somme  de  deux  carrés,  le  produit  de 
deux  nombres,  égaux,  chacun,  à  In  somme  de  deux  carrés  (*). 

Î04.  TiiKOUÉME  III.  —  Pour  (/u'ini  produit  de  facteurs 
imaginaires  soit  nul,  il  faut  et  il  suffit  qu'un  des  facteurs 
soit  nul. 

Considérons,  pour  fixer  les  idées,  le  j)roduil  P  =  ff'f  . 

Soient  m,  m',  m"  les  modules  des  faeleurs,  M  ctanl  le 
module  de  P. 

1°  Si  ce  produit  est  nul,  M  =  0  (197);  ou,  |)ar  le  théo- 
rème précédent,  7)nn'm"=^0.  Celte  égalité,  dans  lafjuelic?», 
m',  m",  sont  des  facteurs  réels,  exige  qu'un  deux  au  moins 
soit  nul.  Soit  7n  ce  facteur  nul;  alors  f=x+  [3\/ — 1=0 
(197). 

2°  Si  un  facteur  de  P,  /"par  exemple,  est  nul ,  le  module 
correspondant,  m,  est  nul.  Donc  M  =^  )nm'm"=0;  puis 
(197)  P  =  0. 

(*)  De  là  résulte  qu'un  produit  de  trois  fadeurs  de  la  forme  indiquée, 
est  décomposable ,  an  moins  de  quatre  manières,  en  deux  carrés ,  qu'un 
produit  de  quatre  facteurs  de  cette  mi^me  forme,  est  décomposable  en 
deux  carres,  d'au  moins  huit  manières  ;  etc.  Cette  simple  énumération 
peut  déjà  faire  prévoir  l'utililé  des  imaginaires. 
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Divletloii   (les  luiaKinaire». 


«05.  Soit  à  diviser  a  -+-  (31/—  1  par  a'-i-  (3'\/ —  1  :  il 
s'ajiit  (le  trouver  une  imaginaire  x  -+-  yV —  1  qui,  multi- 
pliée par  le  diviseur,  reproduise  le  dividende. 

L'équation 

a  +  S  \/ZrY=  (a'  -+-  â'  \/^^]  (x  -+-  ?/ 1/^) 

se  décompose  (196)  en 

a  =  a'x  —  â'j/, 
s  =  S'x  -4-  a'^. 

Ces  deux  équations  donnent 


Donc 


aa'  -4-  pS'                    Sa'  —  a^' 
X  = —  •>       '/  =  ■ < 


S  V  —  I         ««'  -t-  S3'        Sa'  —  a5' . 


a'  -+-  8'  y/_  j  a'*  -H  fî'*  a'*  -•-  p'^ 

206.  Remarques.  —  I.  On  arrive  plus  rapidement  à  ce 
résultat  en  multipliant  les  deux  termes  de  la  fraction 


S'I/— 1 


par  l'imaginaire  a'  —  |i'  l^  —  1,  conjuguée  du  dénomina- 
teur. 

II.  Le  quotient  (7)  est  fini,  excepté  (piand  le  diviseur 
rsi  nul. 

IIL  Ce  (piotifiii  est  rvel  si 
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PiilMNanceM  d'iiiio   Imaginaire. 

*07.  Par  déiinitioii  (191) ,  les  puissances  successives 
de  V —  1  sont  l^ —  \,  —  \,—V —  '1,-^-1;  donc,  m  étani 
entier  positif  (47)  : 

(a  -+-  S  \/—  1  )    =  a"'  -+-  —  a"'  -  'f5  V/—  1 ^ a"'   -[y 

m{m  —  \){m  —  2)        .  ,,  . 

w(m  — 1)(«j  — 2)(/»  — 5) 

-I <x         .5    -H  •  •  • 

1.2.5.4 
De  même, 

^  l^  ^  1  '  1.2  "^ 


m  (m  —  i)  (m  —  2)       ...  ,- 

1.2.5  ^ 

m  {m  —  l  )  (m  —  2)  [m  —  5) 


m-tpi 


1.2.5.4 
208.  Remarques.  —  I.  Si  Ton  pose,  pour  abréger  : 

A  =  «'"  —  C™..2a'"--3-  -+-  c„,^i(x."'  y  — , 

on  a 

(a-t-;3l/^)'"=A+BV/^,  (a— SV/^)"'=A— Bl/^.  (8) 

II.  Ces  deux  égalités,  multipliées  membre  à  membre, 
donnent  celle-ci  : 

(a^  -+-  pY  =  A'  -+-  B-. 

Ainsi,  les  puissances  successiies  d'un  nombre  égal  à  la 
somme  de  deux  carrés  sont  égales,  chacune,  à  la  somme  de 
deux  carrés  (*). 

(*)  Ce  théorème  est  un  cas  particulier  de  celui  que  nous  avons  démontré 
ci-dessus  (*03). 
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Kacinc  carrée  d'une  Imaginaire. 


209.  Pour  ramener  l'expression  Kadr[^^^ — 1  à  la  rornie 
a  ±  ?jV —  1,  il  suffit  creniploycr  la  relaiiou  connue 


,/ 77=       .    /A-+-V/A*  — B  /a— l/A^  — B 

l/A±v/B=.y/ ^— ±V ^ ' 

et  de  suppose!'  A  =  a,  B  =  —  (3-.  On  obtient  ainsi 


l/a±pi/-i=Y/  — ^^y  — ^ — ^i/-i.(y) 

210.  Remarque.  —  La  soniiue  des  racines  carrées  de 
deux  imaginaires  cotijuguées  est  toujours  réelle. 

DéveloppenieutM  «le  /  l  je  zt  ,3  V  —  l}. 

211.  Si  f(y^  est  un  |jol)  nômc  entier,  à  coefficients  réels, 
l'application  du  Théorème  de  Tayloi-  (159)  donne,  immé- 
diatement, 

/■(a  +  [iV/:^)=/V.)H-^/-'(«)l/~--^/-"(a) 

__l_/-"'(a)l/^~r-»-— ^/"(a)-f-  - 


&■'  à*  1 

'^  '        \.l'    ^  '        1.2.3.4'    ^  '  J 


/'' 


f-r 


--/"'"(-) 


]> 


V~U 


ou,  si  Ion  représenle  par  A.  13   des  quantités  réelles,   ne 
contenant  aucune  puissance  inipaire  de  [î  : 

/(a  -4-  (51^^)=  A  -4-  B3l/^^. 
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Lv  (.'hiiiigciiK'iii  (le  [j  vu  -    fj  n'iilièjc  ni  A  ni  ]>  ;  donc 

f{^  _  p  [/ZTi  )  =  A  -  m  i/^TT. 

212.  RctiKDujKc.'i, —  \.L('S(lcrcl()))jH'iiirnl.'ideÇ[(x±:^\/—\  ) 
sunt  (les  inKKjinaires  voiijiKjurcs. 

II.  f{cf.  H-  (31/ —  1  )  -1-  /-(a _  (B l  —  l)  est  une  quantité 
réelle  (199,  II),  qui  ne  renferme  aiait ne  puissance  impaire 
de^. 

l':(|iia(ioiiN    bicaiTi'eM. 

213.  Los  racines  de  rcquation 

X*  -t-  px'  -t-  r/  =  0 ,  (10) 

soni  données  par  la  formide 

x  =  d=y  _i/,±\/i;/^-./.         (Il) 

Si  le  binôme  {  p-  —  q  esl  négatif,  les  deux  valeurs  de  x- 
devenant  imaginaires,  il  y  ;i  lieu  d"a])|»lifjuei'  la  fransforma- 
lion  donnée  ci-dessus  (209).  Faisant 

on  trouve,  au  lieu  des  valeurs  (1 1)  : 

X  =  ±  -  (  [/—  /)  -+-  21/7  ±  1//9  +  2  V^q.  l/^^).      (1 2) 

Par  exemple,  l'équation 

jc*  -+-  2x"  -+-3  =  0 
a  pour  racines 


±1  ([/_  2  +  21/5  ±  1/2  -+-  21/5  V-  1  ). 
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De  même,  les  racines  de  ré(|uation 
x*-+-  1  =  0, 


c'est-à-clive  les  quatre  valeurs  deV —  1,  sont  données  par 
la  formule 

x  =  ±1(1/5  ±1/2. \/^=^), 
<|ue  Ton  peut  rtkluire  à 

x  =  ±\/i(l±V/^). 

214.  Remarque.  —  La  formule  (12)  étant  assez  com- 
pliquée, il  est  utile,  pour  soulager  la  mémoire,  de  pouvoir 
la  retrouver  rapidement,  dans  chaque  cas  particulier.  C'est 
à  quoi  l'on  parvient  comme  il  suit  : 

Après  avoir  transposé  le  terme  /).r-,  ajoutons,  aux  deux 
membres  de  Téquaiion  (10),  la  quantité  2j"^  \^r/  :  le  pre- 
mier membre  devient  (x^  +  ^^q)' ;  en  sorte  (|ue 

(x^ -f- 1/7)'=  a:^(— /) -f- 2\    7); 
ou,  en  extrayant  les  racines, 


X'  -+-  l    r/  ==  ±  .r  t  —  ;)  -+-  2 1    7. 

f/équation  proposée  est  donc  remplacée  par  les  deux 
équations  du  second  degré  : 


x'-x  V-  /;  -+-  2 1/7  -+- 1/7  =  0,  / 

x"-  -\-  X  y  —  p  -\-  -l\    7  -+-  l    7  =  0.  1 

La  formule  ordinaire,  appliquée  aux  équations  (13),  repro- 
duit les  valeurs  (12). 

215.  Autres  remarques.  —  I.  En  multipliant  membre 
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à  nicinl)ro  ces  ilcniièi'cs  ('(|iiiili(iiis,  on  iflonihc  sur  la  pio- 
|)OS('r  (10),  c'csl-ô-dirc  (lur 

x*  -+-  /U  '  -f-  <i 

=  {x'—xy—j)-^'2\^fj-^\/7/]  (x"--i-x|/—;j -4-21/7 +  1/7). 

Il  est  donc  facile  de  dvroinpasvr  le  trinôme  \'^-\-  px- -h  (| 
en  deux  facteurs  réels  du  second  degré  (*).  Par  exemple, 

x*-f-  I  =(a;2_-  a:\/2-H  I  )  (x" -+- x  K ï>  h- 1  ). 

II.  Uartifice  précédent  est  aj)j)lical)le  à  la  Théorie  drs 
nombres.  Pour  décomposer,  en  i\cu\  facteurs, 

il  suflit  d'observer  que  Ton  a,  identiquement, 

2U+2   _^    j   ^^  ^^a+l    ^    j  y.'  Ç)2A-)-2_ 

Ainsi 

Soit,  |)ar  exemple,  k=  IG.  Aloi'S 

N  =  2"=  -t-  1  =  75  780  97G  294  838  206  4Co; 
et  ce  nombre  est  décomposable  en 

4  295  098  509  X  4  29 i  836  225  ("). 

Eacercicfs. 

1.  Le  module  de  la  somme  de  deux  imaginaires  est  com- 
pris entre  la  somme  et  la  dinerence  de  leurs  modules. 

(*)  A  cause  de  \  p'-  —  g  <C  0,  on  a  7  >  0,  —  p  -t-  2  Vq  y,  0. 

(**)  Couforménieiil  à  la  léciiiroque  d'un  tliéoième  démontré  ci-dessus 
(î03  ,  chacun  des  facteurs 

^îA+i  _j_  <2t+i  -4_  i      2-*+' 2*-*-'  -4-  i 

est  une  somme  de  deux  carrés  ;  savoir 

12 
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II.  D«''r'omjioscr  le  produit  lo.o7.Gl  cm  une  somme  de 
deux  carrés. 

III.  Réduire,  à  la  forme  normale; 

I  1 


IV.  Trouver  la  n'"'"'  dérivée  de  y  =  arc  Ig  x,  en  partant 
de  la  formule 

V.  Si  Von  convient  d'appeler  logarillnne  népérien  de  u 
la  fonction  dont  la  dérivée  est  -,  et  qui  s'annule  pour 
n  =  \,  on  a,  par  la  formule  précédente, 

arc  tg  X  = 1 — --    ; 

2K—  t     1  — ri/—  I 

'"^  I  cos  u  -+- 1/ —  I  sin  ?/ 

2/=— :=l— ^^ — ;= — - 

21/ —  !     cos  ?/  — K —  I  sin  rj 

*  Cela  posé,  comment  peut-on  conclure,  de  la  dernière 
équation,  d'abord  Véquationcl'Eider  : 

e^^^^'  =  cos  y  -+-  \'^ —  1  sin  y, 
puis  les  formules 

cosî/=^ 5      v,in  >/ = — î 

-  ■  21/- 1 

(*)  On  iiouna  ooniiiarcr  la  valeur  de  y'")  avec  celle  qui  est  indiquée  à 
la  |)age  !  10. 

(**)  La  sigiiificalion  précise  de  ces  diverses  relations  sera  expliquée  daus 
le  Calcul  di/J'érienticl.  Nous  ne  les  donnons  ici  qu'alin  d'iialnluer  le  lecteur 
au  calcul  des  imaginaires. 
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CHAPITRE  \II. 

IMAGINAIRES  THIGONOMKTRIQUES. 
Prcli  minai  res. 

216.  Théorème  I.  —  Toute  iiiuujinain-  est  réductible  à  la 
forme  p(cosç  H- l^ —  1  siii  ©),  o  étant  le  module,  et  (f,  un 
arc  moindre  que  la  circonférence. 

L'équation 

a -+- Sl/^^  =  -j(eos  ? -+-l/^^sin  v)  (I) 

tUaiii  décomposée  (196)  cii 

a  =  p  cos  'V,     ;'5  =  5  sin  j-, 
on  conclut,  de  ces  deux  é(juatioiis, 


p=l/a^-+-  S-,  (2) 


COS  s  =  -5     sin  i  =  — 

P  ? 


Si  Ton  convient  de  prendre  positivement  le  radical,  de 
jnanière  que  p  soit  le  module  de  Timaginaire  donnée ,  les 
loi-niules  (5)  détermineront,  en  grandeur  et  en  signe,  cosç 
et  sin  ç.  Or,  entre  0  et  2;:,  il  n'existe  pas  deux  arcs  ayant, 
à  la  fois,  même  cosinus  et  même  sinus.  L'arc  cp,  auquel  on 
donne  le  nom  iV argument  de  l'imaginaire,  est  donc  déter- 
miné, si  on  le  suppose  compris  entre  ces  deux  limites. 

217.  Théorème  IL  —  L'argument  d'un  produit  est  égal 
à  la  so)nme  des  arguments  des  facteurs. 

Considérons  d'abord  le  cas  d'un  produit  de  deux  l'ac- 
leui's;  et,  j)our  plus  de  simplicité,  faisons  abstraction  dv^ 
modules,  de  manière  que  ce  produit  soit 

P  =  (ces  »  -t- 1/ —  1  sin  ..)  (cos  ■/  -+-  1/ —  I  sin  ■/). 
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En  fij)])li(jiianl  les  règles  indiquées  précétlemnienl,  on 
trouve 

P  =  (cos  vcoso' — sin  -^sin  ç>')-+-{cos  ç;  sin  v'-v-sin  ycos-j.')l/ — 1; 

ou,  par  des  formules  connues  (*), 

P  =  ces  (o  -+-  -/)  H-  V/^^  sin  (-.  -+-  '/). 

Le  théorème  énoncé  est  donc  démontré  si  le  produit  a 
deux  facteurs  seulement.  Pour  passer  au  cas  de  trois  fac- 
teurs,  il  suffît  de  mnhiplier,  par  le  troisième  facteur,  les 
deux  membres  de  Téiialilé  précédente.  En  effet, 

(cos-^H-V/ — lsinf)(coSi'-+-l/ — lsini')(co';j."-i-l/ — Isin;.") 
=  [cos  (-^  -4-  f')  -+- 1^ —  1  sin  (-^  -H  ç>')]  (ces  y"-»-  1/ —  1  sin  -/') 
=  cos  (i/  -+■  w'-H-j-")  -+- 1/ —  4  sin  (.;  -+-  &'-*-  o"); 

etc. 

218.  CoiîOLLMRE.  —  L'argument  d'un  quotient  est  égal 
à  Vurgument  du  dividende,  moins  l'argument  du  diviseur. 

Formule  de  niolvre. 

219.  Si,  dans  l'égalité 

(cos^-t-l/— 1sins)(co>ç;'-Hl/—  Isin  ..')(cos^"-^V-^— Isinç;")... 
=  cos  (s  -f-  o'-v-  •••]  -+- 1/ —  1  sin  (;-  -+-  -.'-h  ■••), 

on  suppose  les  arguments  égaux  entre  eux,  et  en  nombre  m, 
on  a  la  relation 

(oos  o  -H  1/ —  1  sin  &)"=  cos  m-^  -+- 1^  —  I  sin  »j-j,      (4) 

connue  sous  le  nom  de  Formule  de  Moivre  (**).  Elle  sub- 
siste, moyennant  certaines  restrictions,  pour  les  valeurs 
fractionnaires  ou  négatives  de  rexposani  )}i. 

(*)   (B.,  Truj.). 

(**)  Al)ruliani  Moivre,  w  à  Viir\-le-Fiani;ois,  en  I0l37  ;  mort  à  Londres, 
en  1 751. 
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l»«>velojjp»'iiicMiJs  «le  siii  ))iY  et  «le  cos  lUr. 

220.  l/c\|i'»s;iiil  />/  ('•laiil  supposé  ciiliei' posilif,  (l(';\('l(i|i- 
pons  le  piciiiicr  lucinhic  (l(^  l'iMpiiiiioii  (4);  puis  égnions 
les  pitriics  réelles  el  les  coellieieiKs  di'  l'^ —  I .  Il  vient  ainsi 

)n{)n — I)  „     .  c, 


<'OS»Ji/==COS"' j> 


l.t> 


"«           ,     .           iii{in—\){m--'-2)      .    ,     .  -  ,,., 

sin;«v=  — cos"'"  -siii  -.. cos'"    -^ sur':; -+-•••((•) 

On  V(»il  (pie  cos  ?»cp  cl  siii  ni<r)  s'expriment,  rationnelle- 
ment, en  (bneiion  île  eos  cp  el  de  siii  cp.  Ponr  tonte  valenr  en- 
tière de  m,  cliacnn  des  deux  développements  a  un  nombre 
limité  de  termes.  Par  exemple, 

cos  7-^  =  cos'-^  —  21  cos*  ï  sin- ..  -t-ôo  cos^  -j  sin*  -  —  Tcos  -,  sin"  y, 
sin  7s  =  7cos*"'y  sin  -f  —  35  cos*  v siii^  ^-t- 21  cos"  v  sin" j  —  sin',- (*). 

SSéricM  iinaj^îiiaires. 

221.   Définition.  —  Une  série  dont  le  terme  rjénêral  a 

la  forme  a^  -4-  [3„V^ —  1  est  dite  convergente,  lorsque  /es- 

deux  séries 

'■/.,  -\-  a..  -+■  •••  -+-  a„  -\-  ■•• , 


sont  convergentes. 

On  voit  que  les  conditions  de  convergence  d'une  série 
imaginaire  donnée  se  ramènent,  immédiatement,  aux  con- 
ditions de  convergence  de  deux  séries  réelles.  La  proposi- 
tion suivante  réduit  souvent  l'examen  de  la  série  proijosée 
à  celui  iVune  seule  série  réelle. 

222.  Théorème  III.  —  Une  série  imaginaire  est  conver- 

(*)  On  peut  aussi  exprimei'  cos'"  p  el  sin'"  p  en  tonclion  des  sinus  et  des 
cosinus  des  multiples  de  p.  Celle  seconde  quesiion,  moins  utile  que  la 
première,  conduit  à  des  formules  un  peu  com[iliquées.  Le  lecteur  pourra 
consulter,  sur  ce  sujet,  le  Cours  d'anaUjsc  de  Sturm. 
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(jentc  si  la  série  formée  par  les  modules  de  ses  termes  est 
convergente. 

Si  l'on  met  le  terme  général,  a„  +  ^„  V/^ — 1,  sous  hi 
loinic  p,,  (cos  « .  +  \^ —  1  sin  o),  ) ,  les  trois  séries  réelles 
dont  il  s'agit  deviennent 

p,  cos  ce,  -+-  p.,  cos  u-i  -+-  •••  -+-  c^  cos  t^„  -t-  •••, 
pi  sin  «,  -+-  p.j  sin  k.^  -+-  •••  -h  p„  sin  ij„  -+-  •••, 
pi  -»-  P2  -+-•••-+-  p„  -+-... 

Or,  si  celte  dernière  série,  dojit  tous  les  termes  sont  posi- 
tifs, est  convergente,  les  deux  autres  le  sont  pareillement  (8). 

223.  Remarques. — I.  Si  le  module  p^^  n'a  pas  pour  limite 
zéro,  la  série  proposée  est  divergente  ou  indéterminée. 

En  eiïcl,  à  cause  de 

?"  =  «"-+-?!;, 

ime  au  moins,  des  quantités  a„,  (3,^,  n'a  pas  pour  limite  zéro. 

II.  Si  le  module  p„  a  pour  limite  zéro ,  et  que  la  série 
des  modules  soit  divergente,  la  série  proposée  peut  être  con- 
vergente. 

Par  exemple,  la  série  dont  le  terme  général  est 

I  r       n-        y .    u--] 

i(„  =  —   cos \-v  —  1  sm  —   ' 

est  convergente,  bien  que  la  série  des  modules 

1        I        1        1 

1       i>       5       4 
soit  divergente  (*). 

(*)  A  cause  de  lit 

2      5       4 

01  (le  1      i_i  —' 

5       o       7  i 

la  série  proposée  a  pour  somme 

2  i 
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I.  n  désiguanl  un  nombre  iiiip.iir,  non  ilivisiblc  par  ô, 
(x  H-  1)"  —  x"  —  1  s'annule  pour 

'■In        ,    , 2;t 


a;  =  cos  —  ±  l^^ —  I  sin 

ô  5 


II.  Dans  le  développement  de  (I  h-  j)'",  on  prend  les 
termes  de 7;  en  /;.  Quelle  est  la  somme  de  leurs  coefficients? 

III.  Démonli'er  \cs  formules  de  Lojjnuirjc  : 

^  tn.m  (m -^"2)  m  .m  (m — H) 

( —  1  )  cos  m^  =  1 —  ces  -^  -4 ces*  v 

^        ^  ^  1.2  1.2.5.4 

(m-+-4){m-f-2)»i.7H(»i — 2)(«j — 4) 

cos"-  H — . 


1.2. 5. 4. 0.0 

'"+isin)»u       m  lni-i-'-2)in{in  —  2) 

( — 1)       '-=  —  cos  y COS'*'^ 

^        ^         sinv  I         '  1.^2.5 

{i)i-i-i)()n-\-i>)ni{))i — 2)(?H — 4) 

H cos*  V 

1.2.5.4.5 

(m  p«»-) 

'-^  m  (îi^  -+- 1  )  ])i  (m  —  1  ) 

( —  1  )      cos  >no  ;=  —  cos  ç)  —  - — ■ COS"'  -j 

i  1.2.5 

{m-hù){m  -H  ï)m  (m — 1  )  (m — 5) 

cos*:;  — 


1.2.5.4.0 

sin  in^  (m  -+-  1)  {m  —  1) 

sin  9  1.2 


(-1)  ^  — -r  =  i_^ ^^-- — ^'cos^p 


(mn- 5)(m-+-'l){m — \){m  —  5) 

H cos  o  - — 

1.2.5.4 

(m  impair) 

IV.  Théorème.  —  Si  aucune  des  séries 

cos  «,  -t-  cos  w.)  -H  •••  -4-  cos  K,^  -4-  •••, 
sin  w,  -1-  sin  «.,  -^  ...  -+-  sin  w    -+-  ••• 
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n'est  diierfjente,  et  que  les  modules 

décroissent  indéfiniment,  les  deux  séries 

p,  COS  cci  -+■  p^  COS  ccj  -4-   •••   -t-  p„  COS  &:„  -H    •• 

p,  sin  w,  -+-  p2  sin  :o2  -<-  •••  "+"  fn  -'"  ''«  +  ■" 

sont  convergentes. 

V.  Sinijtlilîci',  au  moyeu  de  la  foinuile  de  Moiviv,  l'ex- 
pression de  la  w'^'  dérivée  de  ;j  =  arc  tg  x  (*),et  vérifier  que 

/          «  —  I    \ 
?/<"'  =  i.2.5...  (u  —  1)  COS"?/ COS  («^  H — 77    (**). 

VI.  De  l'équalion 

p  (cos  y  +  1/ —  1  sin  y)  =  tg  (î/  -t-  r  \/ —  1  ), 


(irer 


2=  COS  --  1    s-  -+-  2o  si  11  -^  -f-  1 

'    -^  o'—\  4    ^J  —  2o  sin  '.  -+-  r     ^ 


(')    (Page  177),  Exercice  IV. 

(**)   (Page  140). 

(***)  Les  arcs  y,  z  sont  supposés  réels.  En  outre,  on  admet  les  relations 
entre  les  fonctions  circulaires  et  les  exponentielles  imaginaires,  indiquées 
ci-dessus  (page  178,  Exercice  V). 
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IV. 

Tlll'OlUE  DES  ÉQUATIONS. 


CHAPITRE  XIII. 

PRINCIPKS  SUR   LES  ÉQrATIONS   ALGÉBRIQUES. 
l*ri-lii)iiiiairo.«i. 

224k.  Après  la  (lisparilioii  dos  dénominateurs  cl  des  radi- 
caux, loiilr  équation  algél)rique,  à  une  seule  inconnue, 
peut  être  réduite  à  la  forme 

AqX'"  -h  A,x"'  '  -+-  Aç,x"'""  -+-•••-*-  A,„  .,x  -H  A,„  =  0  : 

iH  est  un  nombre  iMitier  ;  Aq,  \\ ,  \<i ,  ...,  A„  sont  des  coel- 
licients  domiés,  (|ne  nous  supposerons  réels  ou  de  la  forme 
a-i-(3l/^ —  1.  Oi'dinaircmeni,  on  divise  fous  les  termes  par 
le  eoeffieient  de  x'",  ce  qui  revient  à  prendre  Aq  =  1 .  Pour 
abréger,  nous  représenterons,  j)ar  /"(.x)  =  0,  Téquatiou 
ainsi  simplifiée. 

225.  Le.mme.  —  Le  reste  de  la  division  d'un  polynôme 
entier  f  (x),  par  un  binôme  x  —  a  ,  est  f  (a). 

Si  l'on  continue  la  division  jusqu'à  ce  que  l'on  arrive  à 
un  reste  R  indépendant  de  x,  on  aura  identiquement,  en 
désignant  par  ç  (x)  le  quotient , 
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Dans  celte  é^jalilé,  l'emplaçoiis  x  par  a  :  le  produit 
(j:  —  a)  o{x)  s'annule,  car  le  facteur  x  —  a  devient  zéro 
pourx  =  fl,  et  la  quantité  ç  («)  est  finie.  D'ailleurs,  le 
reste  R  n'a  pas  changé.  Donc 

226.  CoROLLAUŒ  I.  —  Suivant  que  a  est  ou  n  est  pas  ra- 
cine de  f  (x)  =  0,  f  (x)  est  on  n'est  pas  divisible  par  x  —  a. 

22T.  Corollaire  II.  —  5/  a,  b,  c,  ...  g  sont  racines  de 
f  (x)  =  0,  le  jiobjnàme  f(x)  est  divisible  par  le  produit  des 
binômes  x  —  a ,  x  —  b ,  ... ,  x  —  g. 

D'après  le  Corollaire  I , 

f\x)={x-a)f\{x), 

/"i  (a;)  étant  un  i)olynôme  entier.  Dans  cette  égalité,  rempla- 
çons X  par  b;  nous  aurons 

Pour  qu'un  produit  soit  nul,  il  faut  qu'un  des  fadeurs 
soit  nul  (204:).  Si  donc,  comme  on  le  suppose,  les  racines 
6,  a  sont  diirérentes  l'une  de  l'autre,  on  a  /",  (6)  =  0;  d'où 
résulte  (225) 

f{x)  =  {x  —  b)f,{x), 
puis 

f{x)=^{x-a)[x-b)f,{x). 

En  continuant  ainsi,  on  trouve 

f{x)  =  {x-a){x-h)..,{x-çj)Q, 

Q  étant  un  pohpiônie  entier,  ou  rtuiité. 

(*)  Cette  démonsIraUon,  due  à  U'Aleml)ert ,  a  été  fobjet  de  critiques 
qui  lie  nous  semblent  pas  fondées. 
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228.  TmîouKME  dk  D'Alkmuf.ut.  —  Toute  équation  ah/r- 
bri(/i(c,  f  (z)  =  0,  dont  les  coefficients  ont  la  forme 

admet  (tu  moins  une  racine  de  cette  forme. 

Parmi  les  nninbicLises  (l(''ni()iisli"nti()ns  de  ce  llit'fjrèiiie 
fondamental,  la  plus  rcmaiïjuahic  csl  colle  qui  a  ùlr  (loiini'c 
par  iM.  Liouvillo  (*),  d'après  Moinvv  (**).  Nous  allons  la 
reproduire,  à  quchpies  modificalions  pi-ès. 

Le  théorènicaété  déinouirc  pour  Fécpialion  du  deuxième 
degré;  par  cousèqueni,  il  suffit  de  l'aire  voir  que,  s'il  est 
reconnu  vrai  pour  toute  é(juatlo>i  de  derjré  inférieur  à  m, 
//  subsiste  pour  toute  équation  de  degré  m. 

Cela  posé,  soit 

f{z)  =  2'"  -^  A,z'"-'  -+-  A,c"'--  H h  A„._,c  -f-  A,„  =  0(1) 

celte  équation.  Si  nous  égalons  à  zéro  reuscmble  des  termes 
qui  contiennent  c,  après  les  avoir  divisés  par  cette  variable, 
nous  formons  une  équation  auxiliaire 

',  (-)  =  z"-*  -4-  A,c'»-^  +  A,c"'-^  -+-•••  +  A,„  ,  =  0  ,     (-2) 

Ia(|uelie,  par  hypothèse,  a  au  moins  une  racine,  de  la  forme 

a-+-  Si/— T. 


Soit  «1  H-  6|l/ —  1  cette  racine  :  le  pohnôme  ç  {z)  est 
divisible  par  z  —  «,  —  6,  \^ —  I  (225);  donc 

y(r)  =  (z-o,-6,l/^T).,(z), 

çi(r)  étant  un  polynôme  entier.  L''équationr^i(z)=0  a  au 
moins  une  racine;  ainsi 

.,(c)=(r-a,-6,l/~i).,(r). 


(*)  Journal  de  Mathématiques,  t.  IV,  p.  501. 
{'■)  Vraie  théorie  des  quantités  négatives  et  des 


{'■)  Vraie  théorie  des  quantités  négatives  et  des  quantités  prétendues 
imaginaires. 
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En  coiuiiiuant  de  la  sorte,  on  voit  (|uc  le  polynôme  c;(r) 
est  égal  au  produit  des  m  —  1  binômes 

z— 0,-6,1/^,  z—cL2—l).M—\,  ■■;  r  — a„^,  — /y„_,l/— I; 
et  que  réquation  (1)  peut  être  écrite  ainsi  : 

z(z  —  «,  —  h,  l/^^) (r  —  a,  -  h, IZ-H)  ... 

(z  —  a„_,  —  />,„_,  l/^T)  =  —  A„,.  (5) 

Il  s'agit  de  savoir  s'il  e.xisie  une  valeur  de  z  qui  rende 
identique  ectte  nouvelle  équation. 
Posons 

z  =  X  -h  yV —  1  =  M  (ces  w  -+-  \/ —  1  sin  -J), 
puis 

X  —  Oi-+-(i/  —  '^i)^^ —  I  =</,(cos  w,  -\-V' —  I  sin  x,), 
X  —  a.i-\-{y —  L^V —  1  =  M2(coscj.,  -t-  V —  1  sin  i-j) 

^■  — "m-l  +  {Z/-^m-l)V^—  l=«'m-lG'OS«„._,  +V/—  lsin„„,), 

— A  =  R  (cos  «  -+-  V —  1  sin  a)  : 
l'équalion  (3)  devient  (23  7) 

>(UiUi...ii„^_i  [eos(i)-»-a;,  +  cc,„  ,)  -H  l^ — 1  sin(i;-4-i;iH ^-w,n-l)J 

=  R  (cos  a  -+-  V —  1  sin  y.)  ; 
et  celle-ci,  comme  on  le  voit  aisément,  se  partage  en 

""|..."m-l  =  R,  (4) 

w  +  ce,  H-  •••  -I-  i;,„_,  =  a  =t  ^J/iT.  (d) 

Regardons  x,  y  comme  les  coordonnées  rectangulaires 
d"un  pi)inl  mobile  M,  et  les  (juantités 

«,,  hr,  a..,  I>i',  ...  «„,_,,  ^„_i 
comme  les  coordonnées  de  m  —  I  points  fixes  .\,,  A.i....  A,„  ,  : 
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les  modules  n ,v^,  ...  V,,,  ^  rcjd'i'st'iilciil  les  distaiices  MO, 
]MA| ,  y\.\,-,  •■■  !MA,„  ,  ;  ol  les  arfjinHvnfs  o),  6)| ,  ...  w,„  ,  soiil 
les  jmij;Ie,s  roniiés,  par  ecs  droilcs,  avce  la  partie  positive  de 
I  axe  (les  ahseisses. 

Oeeiipoiis-iious  d'abord  de  I  e(|iiali()n  (4);  el,  api"ès  avoii' 
doiiiH'  à  co  une  valem*  pai'lieidière  qiieleojifjiie,  faisons  mou- 
voir le  poiiil  iM  sur  la  dircelioii  OC  ainsi  choisie  :  lorsque 
jM  se  confond  avec  l'origine,  h  =  0,  el  le  produit  i/?/]  ...«„  , 
s'annule;  au  eonlraii-e,  cpiand  le  mobile  s'éloigne  indédni- 
ment  de  l'origine,  ce  produit  croît  au  delà  de  toute  limite. 
D'ailleurs,  (es  distances  Uj ,  u^,  ...,  u„_,  varient  d'une  ma- 
nière conlinne  {*),  en  même  temj)s  que  ii;  donc:  1"  sur  la 
direction  quelconque  OC,  //  existe  au  tiioius  un  point  M  dont 
les  coordonnées  u,  u, ,  ...  u„,_j  vérifient  l'équation  (4);  2"  le 
lieu  du  point  M  est  une  courbe  C  qui  entoure,  de  toutes 
parts ,  l'orifjine  0  (**). 

Considérons  maintenant  l'équation  (o),  et  faisons  mou- 
voir le  point  M  sur  le  contour  fermé  C.  Pendant  ce  mouve- 
ment, l'argument  m,  et  le  j)i"eniier  membre  de  l'équation, 
augmenlent  ou  diminuent  de  2;:,  pendant  que  M  lait  un 
tour  entier,  dans  un  sens  ou  dans  l'autre.  Donc  ce  premier 
membre,  qui  varie  d'une  manière  continue,  devient,  au 
moins  une  fois,  égal  à  a  ±  2/i7r,  /■•  étant  un  nond)re  entiei" 
quelconque. 

De  cette  discussion  il  résulte  que ,  dans  le  plan  de  la 
figui'e,  il  y  a  au  moins  un  point  M  dont  les  coordonnées 
polaires  vérilient  les  équations  (4),  (o),  ou  dont  les  coor- 
données rectangulaires  satisfont  à  l'équation  (3) ,  trans- 
formée de  l'équation  (1).  Donc  cette  équation  (1)  admet  au 
moins  une  racine.  C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

(*)  Ce  postulatum  nous  paraît  inconleslable. 

(**)  Ici,  la  déuionslralion  nVsi  pas  rigoureuse  :  M.  Liouville  l'a  com- 
plétée. [Journal  de  3latlu'maliqiu'S ,  l.  V,  p.  51.) 
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229.  CoitoLL.viiiE.  —  Le  premier  membre  d'une  équation 
aUjébrique,  du  defjré  m,  dans  laquelle  le  coefficient  du  pre- 
mier terme  est  l ,  est  érjal  au  produit  de  m  facteurs  binômes, 
de  la  forme  x  —  «,  x  —  6 ,  ... ,  x  —  A-,  (x  —  /). 

La  clcmonslrallon  ne  dJlFère  pas  de  celle  qui  a  été  donnée 
ci-dessus  (««î). 

230.  TiiKORLME  I!. — Toute  équation  aUjébrique,  f(x)=0, 
du  defjré  m,  admet  précisément  m  racines. 

En  eflet,  le  produit 

f{x)  =  (x  —  a)  (x  - —  b) ...  (x  —  h)  [x  —  /) 

s'annule  si  l'on  donne  à  x  une  quelconque  des  valeurs  a,  b, 
r,...k,  l,  et  ne  s'annule  pas  si  Ton  attribue  à  x  toute  auti'C 
valeur. 

231.  Remarque.  —  Si  (iucl(|ucs-uns  des  fadeurs  x — «, 
X  —  b, ...,  X  —  /  sont  égaux  entre  eux,  on  dit  que  l'équa- 
fion  /'(x)=0  a  des  racines  égales  ou  des  racines  multiples. 
Par  exemple,  l'équation 

(x— ■lj"^(x-+-  1)2  (x  — 2)*  =  0 

a  trois  racines  égales  à  1,  deux  racines  égales  à  —  I,  et 
quatre  racines  égales  à  2. 

232.  Tni-ouÈME  III. —  Toute  équation  algébrique,  à  coef- 
ficients réels,  qui  admet  une  racine  imaginaire  x-\-'p\^ — I, 
admet  aussi  la  racine  conjuguée  y.  —  (31^^ —  1. 

Si  a  -h  pV^ —  I  est  racine  de  l'équation  /'(x)  =  0,  on  a, 
identiqueniciii,/'(a+(3l/^)=0,ou(21l)A+B[3l/^; 
iroù  résulle,  attendu  que  (3  )t'est  pas  nul:  A  =  0,  lî  =  0. 

Mais  /-(g—  [3  l/^  )  =  A  —  B3  l-  in"  =  0  ;  dcnc , 
a —  [31/ —  1  est  racine  de  l'équalion  proposée. 

233.  Reniarque.  —  Si  /"(x)  aviiit  des  coeilicienls  ima- 
ginaires,  les  fonclioiis  ilésignées  par  A.  H  ccssiini  d'circ 
léelles,  réipiatiitn  f{y. -h  |3  V'^ —  l)  =  0  ne  se  déconq)o- 
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scriiil  jias  en  A^O,  B  =  0;  cl  le  \\\cinvnic  j)uiirrait  n  avoir 
Itlun  lieu  (*). 

234.  CoROLLAHu:. — Les  racines  iiiia(ji)iai}cs  (Fane éfjiia- 
lioH  à  roc/Jicioifs  rccls  son!  en  nombre  pair. 

235.  TiiKURKME  IV.  —  Le  premier  membre  d'une  équa- 
fion  algébrique,  à  coefficients  réels,  est  éf/al  au  produit  d'au- 
tant de  facteurs  réels  du  premier  degré  que  l'équation  a  de 
racines  réelles,  et  d'autant  de  facleu)-s  réels  du  second  degré 
qu'elle  admet  de  couples  de  racines  imaginaires. 

Nous  savons  (jiic  a,  b,c,  ...,/»,  /  claiit  les  racines  (\o. 
réquation  f(x)  =  0, 

/•(x)  =  (x  —  a)  (x  —  b) ...  (.r  —  A-)  (x  —  /)  (**). 

Si  a,  6  soiu  deux  l'aeiiies  conjuguées,  le  produit  corres- 
pondant prend  la  l'orme 

(x  —  a  —  Sl/^T)  (x  —  a  -t-  S  l/^T)  , 

(Il  sorte  (pi'il  se  réduil  au  trinônic  réel  x- — '27.x -h  y.- -h  ^-; 

»'tC. 

t'uinpositiou  des  coeflicioiits. 

236.  Théorème  \'.  —  Dans  toute  équation  de  la  forme 

X'"  -4-  .\,x"'  '  -+-•••  -H  A,„  =  0  : 

le  coefficient  du  deuxième  terme  est  égal  à  la  somme  des 
racines,  prise  en  signe  contraire;   le  coefficient  du   troi- 

(*}  On  aurait  ton  d'aCQrnier  qu'une  équation  à  coefficients  imaginaires 
n'a  pas  de  racines  conjuguées  :  l'équation 

x'  -4-  (-2 — y^o  x^  -  2  (ô — y^^i)  X  -+-  ^  (4  -  y^i) = 0 

est  vérifiée  par  x  =  1  zfc  V —  1 . 

(**)  Le  coeiBcient  ilu  premier  terme  est  toujours  supposé  égal  à  l'unité. 
Cette  observation  est  faite  une  fois  pour  toutes. 
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sième  terme  est  égal  à  la  somme  de  leurs  produils  deux  à 
deux,  etc.;  enfin,  le  dernier  terme  est  égal  au  produit  des 
racines,  ou  à  ce  produit  pris  en  signe  contraire,  suivant  que 
le  degré  m  est  pair  ou  impair. 

Les  racines  étant  a,  b,  c,  ...,  k,  l,  le  produit 

V  =  {x  —  a){x  —  b) ...  (x  —  k)  (x  —  l), 

ordonné  suivant  les  puissîMices  décroissantes  de  x,  doit  être 
identique  avec  le  premier  membre  de  l'équation.  Or,  si  Ton 
désigne  par  Sj  la  somme  des  racines,  par  S^  la  somme  de 
leurs  produits  deux  à  deux,  etc.,  on  a  (46) 

P  =  X'"  —  SiX"-'  -t-  Sax'"--  —  Sjx"-^  -\-  •■■  qz  S„_,  ±  S„; 

et,  par  suite, 

A.  =  -S.,     A2  =  S,;     A3  =  — S3,...,     A,„  =  d=S„,  (G) 

237.  Remarque.  —  Les  relations  (6),  étant  sijmétriques 
par  rapport  aux  racines,  ne  peuvent  servir  à  déterminer 
une  de  ces  racines  en  particuiiei'.  En  ellVt,  si  Ton  en  pou- 
vait conclure  une  équation  domiant  a,  celte  équation  ne 
différerait,  (juc  j)ar  un  changement  de  lettre,  de  celle  qui 
donnerait  6,  de  celle  qui  donnerait  c,  etc.  Autrement  dit. 
toutes  ces  équations  seraient,  sauf  le  changement  de  x  en 
a,  b,  c,  ...,  réqualion  proposée.  Un  calcul  très-sinq»le  con- 
duit à  la  même  conclusion.  Prenons,  pour  lixer  les  idées, 

—  {(I  -I-  6  -f-  c  -+-  J)  =  A,. 

ab  -4-  ac  -+-  ad  -+-  bc  -+•  lui  -t-  cd  =  A^, 

—  {uhc  ■+-  oIhI  -t-  acd  -+-  bcd)  ^=  Aj, 

abcd  =  Aj*, 

puis,  alin  d'éliminer  b,  c,  d,  ajoutons  membre  à  membre 
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ces  cgitlilcs,  iipiès  iivoir  imilliplic,  successivcrneni ,  par 
n^,  a^,  a  :  nous  trouvons 

—  a*  =  A, a"'  -4-  A./»/*  -+-  A:,a  -+-  A4, 
OU 

a*  -+-  A|a''  -»-  A.^(t*  -f-  A^a  ■+-  Aj  =  0. 

Continuité  de»  ronctionM  entière»*. 

238.  PuoBLÈME  I.  —  Étant  donné  un  polynôme 

AuX'"  -+-  A,x"'  '  H-  •••  -»-  A„, , 

trouver  une  valeur  positive  de  x,  à  partir  de  laquelle  le  poly- 
nôme conserve  le  signe  de  son  pretnier  terme,  et  croisse 
indéfiniment  avec  x  (en  valeur  absolue). 

Représentons  par /"(jr)  ce  polynôme;  et,  pour  plus  de 
simplicité,  supposons  que  le  coefficient  Aq  soit  positif  :  s'il 
était  négatif,  on  appliquerait  à  — /"(.r)  lu  solution  suivante. 

Cela  posé,  il  peut  se  présenter  deux  cas  : 

1"  Si  /"(x)  a  tous  ses  termes  positifs,  chacun  d'eux,  à 
l'exception  du  dernier,  croît  indéfiniment  avec  x,  à  partir 
de  x  =  0.  Cette  valeur  satisfait  donc  à  la  question. 

2"  Si  f{x)  a  des  coelïieients  négatifs,  appelons  — N  le 
plus  grand  d'entre  eux,  et  remplaçons  tous  les  coefficients, 
le  premier  excepté,  par  — N.  Nous  aurons,  pour  toute 
râleur  positive  de  x , 

f{x)  >  AoX'"  —  N  (x'"-'  -+-  x"'  -  -t-  •••  -+-  X  -f-  1). 

Par  conséquenl,  dans  l'énoncé  du  problème,  nous  |)ouvons 
remplacer  le  premier  polynôme  par  le  second. 
Or,  l'inégalité 

AoX'"  —  N  (x'"-'  -f-  X'"-"'  H h  X  -+-  1  )  >  0  (7) 

é(|uivaul  à  .  „x"'  —  1 

AoX'"  —  IN >  0; 

X  —  J 

13 
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OU  encore,  à 

— ^ — î^ ^ >  0. 

X  —  1 

On  satisfait  à  celle-ci  en  prenant 

^  N 

De  plus,  en  menant  le  premier  membre  de  1" inégalité  (7) 
sous  la  forme 

on  voit  que,  à  partir  de  \=\  -h  y',  ce  premier  membre 
croit  in(léfinii))ent  avec  x.  La  quantité  1  h-  j-  résout  donc  le 
problème  |)roposé. 

239.  Remarques.  —  I.  Pour  rendre  le  résultat  de  la 
substitution  supérieur  à  un  nombre  donné  A ,  il  suflit  de 
rem|)lacer  [(oc)  |)ar  f{x)  —  A,  ou  A„,  par  A,„  —  A.  Consé- 
quemment  : 

Étant  donné  un  polynôme  f  (x),  on  peut  toujours  assi- 
gner une  valeur  positive  de  x  assez  grande  pour  que  le  résul- 
tat de  la  substitution  surpasse,  en  valeur  absolue,  un  nombre 
donné  quelconque. 

II.  Un  polynôme  f(x),  de  degré  pair,  prend  le  signe  du 
coefficient  de  son  premier  terme,  quand  on  attribue  à  la 
variable  x  des  valeurs  suffisamment  grandes,  positives  ou 
négatives.  Mais  si  le  polynôme  est  de  degré  impair,  il  prend 
le  signe  du  coefficient  de  son  premier  terme,  ou  un  signe 
contraire,  suivant  que  l'on  attribue  à  x  low  très-grande 
valeur  positive  ou  une  très-grande  valeur  négative. 

240.  Kn  indiquant  la  solution  préeédenie,  nous  voulions 
prineipalcmenl  faire  voir  qu'il  est  jiossible  de  satisfaii'e.  par 
une\aleur  positiNe  de  u',  à  rinégalilé /"(a-)>  0.  La  théorie 
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(les  (l('ii\ CCS  |)niiic'l  ilr  rcsoiidrc  le  |)i(iblcine crime  nuiiiicic 
bcaucouj)  plus  sntislaisiuilc.  En  ed'cl,  kho  fonction  étanl 
croissante  t^nand  sa  dérivée  est  positive  (16^),  il  s'ensuit 
que  si  l'on  peut  trouver  une  rnliiir  /  de  x,  qui  rende  f(x) 
positive,  et  à  partir  de  laquelle  la  dérivée  f'(x)  reste  positive, 
la  fonction  1" (x)  restera ))0sitive  à  partir  de  x=/.  De  même, 
pour  trouver  une  valeur  de  x,  à  pailir  «le  laquelle  la  pre- 
mière (léiivée  leste  posili\e,  il  sufïil  d'en  chercher  une  à 
partir  de  laquelle  la  deuxième  déi'ivée  reste  positive.  Et 
ainsi  de  suite. 

En  résumé,  si  un  nombre  1,  substitué  à  \,  rend  positives 
f  (x)  et  toutes  ses  dérivées,  cette  fonction  reste  positive  à 
partir  de  x  =  1. 

De  plus,  le  poli/nônie  {(\)  croit  indéfiniment  avec  \,  à 
partir  de  cette  même  valeur  À. 

En  elFet,  remplaçons  x  par  ). -h  h,  h  étant  positif;  nous 
aurons 

/•(;  H-  A)  =  /■(>)  H-  '^/■■(>)  -+-^ /•"(>)  +  -  -^  Vr. 

Or,  dans  le  second  membre,  tous  les  coelïieients  sont  posi- 
tifs :  on  retombe  donc  sur  un  cas  déjà  examiné  (23§). 

Pour  trouver  1,  on  part  de  f^~\x),  et  l'on  cherche  le  plus 
petit  nombre  entier  qui  rende  positive  celte  fonction  (*).  Si 
ce  nombre,  substitué  dans  p"~\x),  donne  un  résultat  néi>a- 
tif,  on  l'augmente  de  1,  !2,  5,  ...  imités.  On  continue  de  la 
même  manière,  en  remontant  jus«ju'à  f(x).  Il  est  évident 
que  l'on  n'a  jamais  besoin  de  revenir  sur  les  essais  déjà 
tentés. 

2-âi.  Application.  —  Soil 

f[x)  =  Gx'  -+-  24x*  —  x'  -H  8x-  —  1  Gx  —  60. 

(*)  On  peut  même  prendre,  coiiinie  point  de  départ,  la  première  des 
dérivées  qui  présenlenl  une  seule  variation  de  signes. 
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La  première  méthode  donne 

60 

a  = »-  1  =  1 1 . 

6 

Pour  appliquer  la  seconde,  on  forme  les  polynômes 

/•'  (x)  =  50x*  -h  9Cx'  —  3x'  H-  1 6x  —  1 6 , 

f"  (x) 

L-lJ.  =  60x'  -+-  1  Ux'  —  5x  -+-  8 , 

r"(x) 

L — Lj:  =  cOx*  -+-96x  — 4. 
1.2.3 

Ces  trois  dérivées  sont  positives  pour  3c=  1;  mais,  si  Ton 
remplace  oc  par  1  dans/'(ac),  on  trouve  un  résultat  négatif. 
Au  contraire,  ac=2  donne  f{x)  >  0.  On  peut  donc  prendre 
).  =  2. 

242.  Problème  II.  —  Étant  donné  un  polynôme 

AoX'"  -4-  Aia;"'+'  -4-  •••  -t-  ApX"'+'', 

trouver  une  valeur  positive  de  \  telle,  que  le  résultat  de  la 
substitution  ait  le  signe  du  premier  terme,  et  soit,  en  valeur 
absolue,  inférieur  à  un  nombre  donné  è. 

En  posant  .r  =  -,  on  devra,  si  Aq  est  positif,  satisfaire 
aux  inégalités 

An         A,  A„ 


z 


,<+,, 


Au  Al  A 

OU,  puisque  z  est  positif,  à  ces  deux-ci  : 

Ao-"  -+-  A.r"  '  -t-  •••  -+-  A,  >  0,  (8) 

^;c"'+"  —  (Auc"  -4-  A,:"-'  -+-  •■•  -+-  A,,)  >  0.  (9) 

("est  à  ([uoi  l'on  parviendra,  dans  cha(|uo  cas  particulier,  en 
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ap|)li(|uniil  rmic  ou  Iruiirc  dos  solutions  du  premier  pro- 
bloine. 

243.  Applications.  —  1.  Trou  ver  une  valeur  positive 
(le  \  satisfaisant  aux  conditions 

a'  -t-  8x*  —  Tx"  —  12x«  -t-  i>4x'  —  IbOx»  >  0, 
x'  -+-  8x*  —  7x*  —  12x"  -+-  24x'  —  1 50x»  <  0,01 . 

Los  inégalités  (8),  (9)  deviennent 

z'  -+-  8z'  —  7z^  —  12c-  -+-  24z  —  150  >  0,  (10) 
0,01  .z'*  —  {z^^  -+-  8c*  —  7r  —  1  iV  -f-  24::  —  1  iiO)  >  0.  (H  ) 

On  satisfait  à  la  relation  (10)  par  js>  3,  et  à  la  rclalion(H), 
par  c'^O.  ConséquoiTiinoni,  pour  résoudre  la  question  pro- 
posée, il  suHit  {\v  prendre  x  ^|. 

II.  Trouver  une  valeur  négative  de  x  qui,  substituée  dans 
le  polynôme 

—  2x*  —  7x'  -+-  I2x«  -+-  4x'  —  24x«, 

donne  un  résultat  négatif  inférieur,  en  valeur  absolue,  à 
0,01. 

Changeant  x  en  — x',  on  devra  satisfaire,  j>ar  une  valeur 
positive  de  x',  aux  inégalités 

—  2x"  -4-  7x'^  -+-  1 2x"'  —  4x'^  —  24x''  <  0, 

—  2x'*  -H  7x"'  -*-  1 2x'«  —  4x''  —  24x''  >  —  0,01  ; 

ou,  ce  qui  est  équivalent,  à  celles-ci  : 

2x'*  —  7x'^  —  1 2x'«  -H  4x''  -t-  24x''  >  0, 
2x'*  —  7x''  —  12x''*  -+-  4x'"  -+-  2ix"'  >  0,01. 

Remplaçant  x'  par^,  on  a  ensuite  : 

Hz'  —  7c'  —  \Hz-  -t-  4c  -t-  24   >  0, 
OOI.c»—  {2c*—  7z'—  12c-  -f-  4-  -t-  24)  >  0. 
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Opérant  comme  dans  Tcxemple  précédent,  on  trouve  enfin 
=  ^         ,=  •  —       ' 

z  y,  O,       X    /— '       X  ^ 

0  0 

244.  Théorème  VI.  —  Toute  fonction  entière  et  ration- 
nelle, d'une  variable  X,  est  contifiiie. 

Soit 

y  =  f\x)  =  AoX"'  H-  A,x"'~'  -+-•••-+-  A„,. 

En  premier  lieu,  à  toute  valeur  réelle  et  finie  de  x,  cor- 
respond une  valeur  de  y,  réelle,  finie  et  déterminée. 

D'un  autre  côté,  on  peut  toujours  attribuer  à  x  un  accrois- 
sement h  assez  petit  pour  que  Vaccroissetnent  correspondant 
k  de  y  soit,  en  valeur  absolue,  inférieur  à  un  nombre  donné. 

En  effet, 

k  =  f  (x)  Il  -\ Ir  H Il   -+-•••-+-  Anrt  . 

Or,  le  second  membre  est  une  fonction  entière  de  h,  or- 
donnée suivant  les  puissances  croissantes  de  cette  variable 
(242);  donc,  etc. 

245.  Remarque.  —  Lorsque  raccroisscment  h  est  suf- 
fisamment petit,  k  prend  le  siiine  de  f  (x).  Ce  résultat 
s'accorde  avec  celui  que  Ton  conclul  de  la  théorie  dos 
dérivées  (162). 

JEar*»#Tire«. 

I.  Transformer  Féquation 

V/ A-+-\yB-4-V/C  =  0, 
en 

(A  -t-  B  -H  Cf  =  27ABC. 

II.  TiiÉouKMF.. — Soit{(\,ï)=0  une  équation  du  degré  m, 
par  rapport  à  \.  Si,  pour  }  =  ,\,  l'équation  a  n  racines 
réelles,  et  que,  pour  /  =  a',  elle  ait  n'  racines  réelles,  la 
somme  n  -h  n'  est  un  )ionil/re  pair. 
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III.  TiiKORKME.  —  :«,  I),  c,  tl,  c  (Ivsif/naiit  les  racines  de 
rrr/iiafion 

x'^  -+-  Ajx^  -+-  AjX*  -4-  AjX  -4-  Aj  =  0 , 

on  a,  identiquement, 

a^  {l)C  -+-  he  -+-  de)  -+-  Ir  {cd  -+-  ca  -+-  ca)  -+-  c'^  {de  -+-  db  -+-  uh) 

-+■  d'  {eu  -f-  ce  -+-  bc)  -+-  e"^  (cd)  -t-  itd  -+-  cd)  =  —  ^A,. 

(S.  Réalis.) 

IV.  Former  une  équation  du  Iroisièmc  degré,  connais- 
sant la  sonuuc  S,  des  racines,  la  somme  S^  de  leurs  carrés 
et  la  somme  S^,  de  leurs  cubes. 

Application  : 

S,  =  20 ,     S,  =  2o8 ,     S3  =  2  834. 

Résultat  : 

x^  —  2()x"'  -+-  209x  —  520  =  0. 

V.  L'équation 

(x  -+■  I  )'"  —  x'"  —  2x  —  1  =  0 

a  pour  racines,  quel  que  soit  le  nombre  entier  n  :  0,  —  J, 
—  ^  (*)•  Quelle  est  l'équation  qui  donne  les  autres  racines? 
Résultat  : 

(-C  H_  1  )*«-«  H-  (x  -H  1)2»-*  -+-  (X  -4-  If -«  H— •  +  (X  -4-  1)  -+-  n 
-Hx[(x-+-lf'-*  — X(XH-1)*"-^H x'"-='(x-f-l)-+-X-'"''](A) 


•2«-3  _.     ^2n-4  ^2h-S 


X'  •    "  -4-  X 


X^"-^  -\ x-4-l=0.  ) 


Si,  par  exemple,  n  =  4,  l'équation  réduite  est 

(X -4-  I  )* -4- (X  -4-  1  )' -4- (X -4-  I  )'  -H  (X -4-   l  )  -I-  I 

-4-x[(x-4-  I)*  — X(X-+-  If -4-x''(x-4-lf-X^(x-4-l)-+-X*] 

x"  -4-  X*  —  x'  -H  X"''  —  X  -4-  1=0, 

(*)  On  peut  déiiioiurer  que  ces  (|uaiitilés  sont  les  seules  racines  réelles 
de  la  proposée. 
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OU  4x*  -h  8x'  +  14x'  -h  lOx  -t-  G  =  0; 

comme  on  le  reconnail  par  le  calcul  direct. 

VI.  Vérifier  que,  si  ron  fail  2.r  +  1  =  ?/,  réquation  (A; 
devient 


tn    » 


(B) 


C,y"'-'  +  (C.  -f-  C,)  î/^»  «  -f-  (C.  -+-  C,  -4-  C)  y 
-+-  (C, -+-C,+  -  -4- C,„_3)  j/»  =  0. 

Dans  celle-ci  : 

2«  2n(2n— 1)(2n  — 2) 

Cj  ^ — î      €3= 5  ••• 

1  1.2.5 

Vil.  Soit  f(z)  =  0,une  équation  algébrique,  à  cocfficienls 
réels.  Soit  P  -t-  Qv  —  \  le  résultai  de  la  subslitulion  de 
X  -h  y  V" —  1  à  z  :  les  racines  de  la  proposée  sont  repré- 
sentées, géométriquement  (228),  par  les  points  où  se  cou- 
pent les  lignes  ayant  pour  équations 

P  =  0,     Q  =  0.  (Prolhet.) 

Cela  posé,  on  propose  de  démontrer  qu'en  ces  points- 
ravines,  les  lignes  dont  il  s'agit  sont  orthogonales. 

VIII.  La  propriété  précédente  subsiste  pour  les  lignes 

représentées  par 

p  =  o,    Q  =  6, 

a,  h  étant  deux  paramètres  variables.  Ainsi,  ces  lignes  con- 
stituent un  système  orlhoffonal.  (Proihet.) 

IX.  Dans  le  polynôme 

y  =  X*  —  22x'  —  6x''  -+-  5x  -f-  5 , 

on  remplace  x,  successivement,  par  10  et  10  -4-  h.  Com- 
ment doit-on  prendre  l'accroissement  positif  h  pour  que 
l'accroissement  Âde  y  soit,  en  valeur  absolue,  inférieur  à  j^? 

Réponse  :  __       1 


h=^ 


<^ 
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CHAPITRE  XIV. 

TRANSl<X)RMATION  DES  ÉQUATIONS— LIMITES  DES  RACINES. 
TranNiorniation   «les  ('qualioiiM. 

84l«.  En  général,  transformer  f(x)  =  0,  c'est  chercher 
nue  outre  équation,  F(y)  =  0,  dont  les  racines  aient,  avec 
les  racines  de  la  proposée,  mie  relation  donnée.  Les  q tics- 
lions  suivantes  cclairciront  cette  définition. 

*i^Ti.  PiionLKME  I.  — •  Multiplier,  par  U7i  nombre  donné  k, 
les  racines  d'une  équation 

AoX"'  -+-  ^^x"'-'  -H  A.a,'"~'  -+-  •••  -+-  A,„_,x  -+-  A„,  =  0.     (I) 

Ici ,  la  relation  donréo  est  i/^^kx,  ou  x=='^  .  Remplaçant  x 
par  celte  valeur,  on  liouve 

Ao^"'  -+-  A.Â^y'"-'  -+-  A  Jr//"'  ^  h \-  A„._,/c"'-'î/  -^  \,,k-  =  0.  ('i) 

On  voit  (juc  les  coefficients  de  la  transformée  sont  égaux 
à  ceux  de  la  proposée,  multipliés  par  les  puissances  succes- 
sives de  k. 

«48.  Problème  II.  —  Transformer  une  éqîtation,  qui  a 
des  coefficients  fractionnaires,  en  une  autre  dont  les  coeffi- 
cients soient  entiers,  et  dont  le  premier  terme  ait  pour  coef- 
ficient l'unité. 

En  chassant  les  dénominateurs,  on  mettra  la  proposée 
sous  la  forme  (1),  les  coefficients  Aq,  A^,  A^,  ...,  A,„  étant 
entiers.  Cela  étant  fait,  1  équation  (2)  sera  la  transformée 
cherchée,  si   l'on  peut  disposer  du  nombre  entier  k,  de 
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manière  à  rendre  divisibles,  par  Aq,  les.  produit  a  \^k,  SJk!^, 
k:Ji'^,  ...,  A,„^•"^  C'est  à  quoi  Ton  purviciil  aiséiiK'nt,  dans 
chaque  cas  particulier. 
Soit,  par  exemple, 

1  (i  y  11 

4x^  —    2ox*  -4-    28x'  —  —  x'-H-XH =  0, 

5  2  0 

OU 

24x''  —  I  aOx*  -+-  1 68x'  —  52x'  -f-  27x  -+-  1 1  =  0. 
Posant  a;=|,  on  obtient 

Les  fractions  ^,  t,  |,  ^  étant  irréductibles,  les  coeffî- 
cients  seront  entiers  si  les  Iractinns  4  '  -^  '  ^  '  57  ^c  réduisent 
à  des  nombres  entiers. 

La  première  condition  donne  k  =  ik ,  k'  étant  un 
nombre  entier.  La  deuxième  devient  -^~=  entier,  ou  (*) 

..,3  «J  7  V    / 

—  =  entier;  d'où  résulte  (**)  k^^ôk",  k  étant  aussi  un 
nombre  entier;  etc.  On  trouve  enfin  que  la  plus  petite 
valeur  admissible  de  k  est  12.  Par  suite,  la  transformée 
demandée  est 

if  —  7%*  -+-  1  008/  —  2  DOiy''  -4-  21  :J28y  -4-114  0i8  =  0. 

«4».  Problème  IIL — Diminuer,  d'une  quantité  donnée  h , 
les  racines  d'une  équation  f  (x)  =  0. 

Première  solution.  —  De  //  =  x  —  li,  on  eonrhit  d'abord 

(*)  Tout  nombre  qui  divise  un  produit  de  deux  facteurs,  et  qui  est 
premier  arec  l'un  d'eux,  divise  Vautre.  (B.,  A.,  89.) 

(**)  Tout  tiombre  premier,  qui  divise  un  produit,  divise  au  moins  un 
des  facteurs.  (B.,  A.,  91.) 
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puis,  par  le  Tliéorènn^  de  Taylor, 

i\h)  +  -inh)  -H  f- A"(/')  -»-  -  -^Tv— /■'"  (/') = <>•  (3) 

I  l.;2  l.'J...»« 

Telle  est  la  Iransformce. 

Seconde  soliilion.  — Divisons  f(.r)  par  x  —  h,  puis  le 
(piotienl  par  x  — h;  et  ainsi  de  suite.  Nous  aurons 

/•(x)  =  (x-//)Q,   .-  R,, 
Q,     ==(x-A)Q,  H-R,, 


Q,,._.  =  (^ -/')(.),„-+-«,„: 


les  restes  R|,  R.2, ...,  R,„,  et  le  dernier  quotient  Q,„  (*),  sont 
indépendants  de  x.  Pour  éliminer  Q,,  Qo,  ...,  Q,„_i,  multi- 
plions les  deux  membres  de  la  deuxième  é<(ualion  par 
X  —  h,  les  deux  membres  de  la  troisième  par  (x — hy,  etc., 
puis  ajoutons  les  résultats  :  il  vient 

/■(^)  = 

U,-t-R,(x  — /0-)-R3(x  — /0^-i hR„,(a:— /0"'-'-+-Q,„(x— A)"'; 

en  sorte  f|ue  la  transformée,  dont  Tinconnuc  ij  égale  x  —  h, 
est 

R,  -+-  R,?;  -4-  \\,y'  -^ h  R,„î/"'  '  -+-  Q,„y"'  =  0.         (4) 

»50.  Remarques.  —  I.  En  comparant  les  développe- 
ments (o),  (4),  on  trouve,  à  cause  de  ^-l1LL=Ao  =  Q„  : 

/•„.)  =  R„  ^  =  R..  ^=R3,  ..,  ^!r!«  =R„. 
'^  '  I  -'     1.2  l.2.5...(m— n 

II.  Le  calcul  des  restes  R|,  Ro,  R3, ...,  R,„  est  très-rapide, 

(*)  Ce  dernier  quotient  est  égal  au  coefficient  A^  du  premier  ternie  de 

fix). 


204  AU.EBRE. 

au  moins  quand  la  quantité  h  est  entière,  si  l'on  emploie  un 
procédé  bien  connu,  mais  que  nous  croyons  cependant 
devoir  rappeler  ici. 
Soit  à  diviser 

AqX"'  -f-  kiX'"    '  -H  A^x"*"'  -t-  •••  -4~  A„,_,X  -H  A,„ 

par  le  binôme  x  —  a  ;  soient 

BoX"*-*  -f-  B.x*"-*  -t-  BîX™-^  -+-...-+-  B„._jx  -+-  B„._, 

le  quotient  et  R  le  reste. 

En  multipliant  le  quotient  parr  —  «,  ajoutant  R  au  pro- 
duit, puis  identifiant  avec  le  (li\idendc,  on  trouve 

Bo  =  Ao,     B,  =  BoO-4-Ai,     84  =  B,a -+- Ai,  .,., 
B„,_i  =  B,„  2a  -+-  A,„  , ,     R  =  B„,_,a  -\-  A,„. 

Ces  formules  démontrent  la  règle  suivante  : 

Pour  obtenir  le  coefficient  d'un  terme  quelconque  du  quo- 
tient (Bq  excepté),  on  multiplie  par  a  le  coefficient  précé- 
dent, et  l'on  ajoute,  au  produit,  le  coefficient  du  dividende, 
(te  même  rang  que  le  coefficient  cherché. 

III.  Si  la  quantité  h  est  fractionnaire,  et  égale  à  ^,  on 

pose 

V 
y  =  X  —  -  j     X  =  qx .  X   =  qii  : 

q 

d'où 

x' 
x  =  — 5  x'=x"-+-p,   x"=^qij.  (a) 

Ainsi  :  1"  on  multiplie  par  q  les  racines  de  la  proposée; 
2"  on  diminue  de  p  les  racines  de  la  première  transformée; 
ô"  on  divise  par  q  les  racines  de  la  deuxième  transformée. 

951.  Applications. 

I .         ±x  *  —  7.1  •  —  8.1  -  -f-  tix  —  1  =  0 .     //  =  5. 
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Los  divisions  successives  donncnl 

2  —    1  —Il     —28     —  85  =  R,, 

2  5  4                  -    IG  =  R,, 

2  II  -t-37  =  R5, 

2  H-17  =  Rt. 

La  iransformée  esl 

Ixf  -4-  17/  -+-  37/-  —  IG^  —  85  =  0. 

IL        X* -4- 8x'— 2x' -+- Gi  —  4  =  0,     /t  =  _l. 

5 

Coniparanl  avec  les  formules  (5),  on  a 

x' 
x  =  — j     x=x" — 2,     x"=ùij. 
o 

La  première  transformée  est  (*4'î) 

x'*  -H  24x''  —    i8x'-  -+-  162x'  —  324  =  0. 

On  obtient  la  deuxième  par  les  divisions  suivantes,  dans 
lesquelles  le  diviseur  esl  x'  -i-  '2  : 

1  -t- 22  —    G2     +280     —  89G  =  R,, 

i  -+-20  —102                    -+-490  =  R,, 

1  -+-18  —  i38  =  R3, 

I  -4-    IG  =  Rt. 

Kllc  est  donc 

x"*-+-  lGx"=^— 138x"'-+-  490x"— 896  =  0. 

En  (in,  x"  =  Zy  donne 

81/  -+-  432t/'  —  1  242/  -+-  1  ilOy  —  89G  =  0. 

959.  Problème  IV. — Faire  disparaître  le  deuxième  terme 
d'une  équation  f(\)  =  0,  c'est-à-dire  transformer  cette 
équation  en  îine  autre  dont  la  somme  des  racines  soit  nulle. 
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Posant  ,y=3c  —  h,  cl  désignant  par  a,  h,  c,  ...  les  racines 
(le  la  proposée,  on  doit  avoir 

(a  —  h)  -\-[h  —  h)  -+-  (c  —  A)  -+-  •••  =  0 , 

ou («3«) 

—  Al  —  mh  =  0. 

On  lire,  de  cette  équation, 

m 
Par  suite  A, 

y  =  X  -\ 

m 

Ainsi,  pour  faire  dàparuitre  le  deuxième  terme  d'inie 
équation,  on  augmente  les  racines  d'une  quantité  égale  au 
coefficient  de  ce  deuxième  terme,  divisé  par  le  degré  de 
réquation  (*). 

L.iuii(eN  des  racines. 

953.  On  appelle  limites  des  racines  deux  quantités  entre 
lesquelles  sont  comprises  toutes  les  racines  réelles  d'une 
équation  f(x)  =  0. 

;854.  Remarques. —  1.  ()rdinairemen(,ces  (juanlités  sont 
de  signes  contraires;  mais,  si  rétjuation  n'a  pas  de  racines 
négatives,  zéro  est  une  limite  inférieure.  De  même,  si  ré(|ua- 
tion  n'avait  pas  de  racines  positives,  zéro  serait  une  limite 
supéiieure. 

II.  Dans  le  cas  général,  si  ( — /')  est  une  limite  infé- 
rieure, (-h  /')  sera  une  limite  supérieure  des  raeines  île  la 
iranslormée  en  ( — x).  Par  conséquent,  la  (jneslion  peut 

(*)  On  arrive  au  môme  rcsullat  on  remplaçant  œ  par  j/-i-li  dans  les  deux 
premiers  termes  de  la  proposée,  el  en  développant  suivant  les  puissances 
décroissanles  de  ij.  Ce  second  procédé  peut  servir  à  /aire  disparaître  ini 
terme  de  rang  quelconque. 
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être  rodiiilc  à  la  recherche  d\me  litiu'le  supérieure  des 
racines. 

m.  /  ôlani  une  limite  supérieure  des  racines,  toiiic  (|uai:- 
lilé  plus  grande  est  également  une  linn'ic  su|)éii('nre  (*j. 

\y.  Si  le  j)olMiùme  f{x)  reste  posilil'à  partir  de  x  =  /., 
la  (piantilé  1  est  une  limite  supérieure  des  raeines  de  l'équa- 
tion fÇr)  =  0. 

Cette  dernière  remar(|ue  sert  de  base  aux  méthodes  sni- 
vanles  : 

9&&.  V"  MÉTHODE.  —  On  obtient  une  limite  supérieure  des 
racines  en  ajoutant  l'unité  au  plus  <jrand  coefficient  néfja- 
tif,  pris  positivement  (**). 

Représentons,  comme  dans  le  n"  «38,  par  ( —  IV)  le  plus 
grand  coeflicienl  négatif  de  Téquation  f(^x)  =  0,  et  faisons 
croître  x  indéfiniment,  à  partir  de  1  h-  N  :  le  polynôme 
/"(x),  positif  pour  cette  valeur  de  x,  croîtra  indélini- 
ment  («3»).  Donc,  etc. 

«5©.  ir  MÉTiiODK. —  On  obtient  une  liiuite  supérieure  des 
racines  en  extrayant,  du  plus  grand  coefficient  négatif  pris 
positivement,  une  racine  dont  l'indice  égale  l'excès  du  degré 
de  l'équation  sur  le  degré  du  premier  terme  négatif,  et  en 
ajoutant  l'unité  à  cette  racine. 

Soit 

/■(a')  =  a;'"  -+-  Bx"-'  -\- Px'""''  h Nx"-"  h h  U  ; 

—  Px'""''  étant  le  premier  terme  négatif,  et  —  N  le  plus 
grand  coefïicient  négatif.  Des  raisonnements  el  des  calculs 
analogues  à  ceux  dont  nous  avons  déjà  fait  usage  (338) 
donnent,  successi\emenl, 

/■(x)  >  x'"  —  N  (x"'  -''  -\-  x'"-''-'  M-  •••   H-  X  -f-    1), 

(*)  On  ne  doit  donc  pas  dire  :  la  limite  supérieure  des  raciuea,  mais 
bien  :  une  limite  supérieure  des  racines. 

('*)  11  est  sous-entendu  ici,  comme  dans  le  Problème  ÎV,  que  le  pre- 
mier terme  de  l'équation  a  pour  coefficient  l'unilé. 
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x'"  ^'  —  I 
X  —  I 

:1 


X  —  1 

(jf-ir-N>o, 


X 


PxTr 


=  1   -f-Fx\ 


««ï.  Iir  MÉTHODE.  —  On  obtient  une  limite  supérieure 
(les  racines  en  décomposant  le  premier  membre  de  l'équation 
en  plusieurs  pohjnùmes  présentant,  chacun,  au  plus  une 
variation  (*),  et  en  cherchant  un  nombre  1  qui  les  rende  tous 
positifs. 

Remarquons  d'abord  que  si  un  polynôme  ©  (x),  présen- 
tant loie  seule  variation,  est  positif  pour  une  valeur  posi- 
tive de  X,  il  reste  positif  à  partir  de  cette  valeur. 

Soit,  pour  fixer  les  idées, 

y  (x)  =  x"  -+-  2x^  —  5x'  —  8x  —  1 3. 

L'inégalité  o(x)  >  0,  vérifiée  pour  x  =  2,  peut  être  écrite 
ainsi  : 

Si,  dans  la  parenthèse,  on  fait  croître  a;  à  partir  de  2  (**), 
la  partie  positive  augmente  et  la  partie  négative  diminue; 
donc  le  polynôme  ©(j)  est  positif  pour  r  >  2  (***). 

(*)  Lorsqu'un  polynôme,  ordonné  suivant  les  puissances  décroissantes 
d'une  variable  x,  a  ses  coefficients  réels,  on  appelle  carialion  la  succes- 
sion de  deux  termes  de  signes  contraires,  et  permanence,  là  succession 
de  deux  ternies  de  même  signe.  Par  exemple, 

a?*  -+-  X*  -+-  ■2x*  —  Tx*  —  ôx  -+-  I 
présente  deux  variations  et  trois  pernianeDces. 

(**)  El  même  à  partir  de  I. 

("'l  Cette  demonstralion,  donl  uous  avons  déjà  fait  usage  itss), prouve 
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Soient  iHiiiiileiinnl  91  (x),  cp^lj),  •••  les  polynômes,  de 
même  l'orme  ()iie  tp(df),  <liins  lesquels  on  ii  décomposé 
f(x)(*);  soient  /|,  /^ ,  ...  des  nombres,  au  moins  égaux 
à  I,  et  tels  que  l'on  nii 

?.(>.)  >0,     ?î(>.)>0,  ... 

Si  ^  est  le  plus  fi;rand  de  ces  nombre,  le  polynôme /"(ac) 
reste  donc  positif  à  partir  de  3c  =  /. 

2âH.  Remarque.  —  Ou('l(|U(;fois,  la  déeonq)osilion  du 
premiei'  nuMubre  peut  être  ell'eetuée  de  plusieurs  manières, 
et  alors  on  oblieni  din'érentes  valeurs  de  1.  Il  est  évident 
que  l'on  doit  toujours  choisir  la  plus  petite. 

Si,  par  exemple, 

/•(x)  =  X* -t- X*  —  a;' -4- X  —  10  000, 

et  que  Ion  j)reniie 

^,  {x)  =  x''  -f-  X*  —  x\     ^2  (x)  =  X  —  1 0  000, 

on  trouve  /=10  000.  Mais,  en  groupant  les  termes  ainsi  : 

(x^-Hx*  — x'— lOOOO) -+-X, 
on  a  /  =  7. 

«5».  IV"  MÉTHODE  (méthode  de  Newton).  —  On  oblieni 
une  limite  supérieure  des  racines  en  cherchant  un  nombre  / 
qui  rende  positives  f(\)  et  ses  dérivées. 

En  elfet,  le  polynôme  /"(x)  reste  positif  à  partir  dex=^ 
(  «AO). 

(jue  loute  équation  donl  le  premier  membre  présente  une  seule  variation, 
n'a  pas  plus  d'une  racine  supérieure  à  Vunité.  On  verra,  dans  le  cha- 
pilre  suivant,  un  théorème  plus  précis. 

[*)  On  peut,  évidemment,  faire  al)straction  de  ceux  qui  seraienl  com- 
posés de  ternies  positifs. 

14 
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«eo.  Application  des  méthodes  précédentes.  —  Soit 

f{x)  =  6x'  -+-  24x*  —  x^  -+-  8x'  —  I  Gx  —  60. 

La  première  mélhode  conduit  à 

60 

>  = K  1  =  Il . 

6 

La  deuxième  donne 

),  =  1  -f-  V/TÔ  =  5. 
La  troisième  : 

suivant  que  Ton  décompose  fix)  en 

(6x='  H-  24x*  —  x'j  -t-  (8x'  —  1  Gx  —  60), 
ou  en 

(6x''  -+-  24x*  —  x'  —  60)  -+-  8x-  —  1  Gx. 

Pour  appliquer  la  dernière  méthode,  formons  les  poly- 
nômes 

/ ' (x)  =  30x* -4-    96x^— 3x- -+-  16x— 16, 


i.2 


=  60x'  -H  144x*  —  3x  -+-  8 , 
=  GOx-  -t-    OGx  —  1 . 


1.2.5 

Ces  trois  dérivées  sont  positives  pour  a:  =  I  ;  mais,  si 
Ton  remplace  x  par  1  dans  f{x),  le  résultat  est  négatif.  On 
doit  donc  prendre  /  =  2. 

Si  Ton  change  x  en  — x,  on  (rou\e,  pour  limite  supé- 
lieure  des  racines  de  la  transformée,  /  ^=4.  Donc  toutes 
les  racines  de  l'équation  proposée  sont  comprises  entre 
—  4  et  -I-  2. 
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Bia'f'Ê'cii-f't, 


I.  Traiisfurnicr  rtHjUiition 

Sx"  —  r)x*  -+-  ôx'  -t-  Mx^  —  7x  —  M  =-  0, 

en  une  nufre  qui  soil  privée  du  deuxiènie  (erme,  C(  dans 
la(|uclle  les   eoellieicnts  soient  eniieis,  le  coellicieni   du 
pi'eniier  (enne  élan!  runilé. 
Résultat  : 

t/"*  -+-  1 4^'  -H  1  nSSy-  —  45oy  —  47  084  =  0. 

II.  Transformer  une  équation  dont  les  racines  sont  com- 
prises entre  /  et  /',  en  unv  autre  dont  les  racines  soient 
comprises  entre  1  et  X'. 

IIÏ.  On  obtient  une  limite  supérieure  des  racines  en 
divisant  chaque,  coellicieni  négatif,  pris  positivement,  par 
la  somme  dos  coelïicients  positifs  qui  le  précèdent,  et  en 
ajoutant  l'unité  à  la  plus  grande  des  fractions  ainsi  obte- 
nues. (Règle  de  Bret.) 

IV.  On  a  une  limite  supérieure  des  racines  de  l'équation 

X"' ...  —  Px'"-'' ...  —  Qx'"-'' ...  —  K"  \..  =  0, 

en  ajoutant  les  deux  plus  grandes  des  quantités \/P,  VQ, 
l/R,  ....  (Règle  de  Lagrange.) 

V.  Pour  obtenir  une  limite  supérieure  des  racines,  on 
|)eut  diviser  le  plus  grand  coelîîcient  négatif,  pris  positive- 
ment, par  le  plus  grand  des  coefficients  qui  précèdent  le 
premier  coefficient  négatif;  extraire,  du  quotient,  une 
racine  dont  Tindice  égale  l'excès  du  degré  du  terme  dont 
le  coefficient  a  servi  de  diviseur,  sur  le  degré  du  premier 
terme  négatif;  et  ajouter  l'unité  à  cette  racine.  (Règle  de 
Tillot.) 
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CHAPITRE  XV. 

EXISTENCE  DES  RACINES  RÉELLES. 
Préliminaires. 

««i.  Lem.me.  —  Si  deux  quanlités  a,  p,  substituées  à  \ 
dans  f(x),  donnent  des  résultats  de  signes  contraires, 
l'équation  f  (x)  ^0  a  au  moins  une  racine  réelle,  co7nprisp 
entre  a  et  \j. 

Soit,  pour  fixer  les  idées,  a  <  p.  Si  l'on  imagine  que  j 
varie  d'une  manière  continue,  depuis  a  jusqu'à  [3,  /"(jr) 
variera  aussi  d'une  manière  continue  (*44).  Or,  celte 
fonction  était  négative  pour  x  =  a  et  positive  pour  x=  [i, 
ou  inversement;  donc  elle  a  dû,  au  moins  une  fois,  passer 
par  zéro  i  *). 

««*.  Remarque.  —  La  démonstration  précédente  repose 

(*)  On  peut  modifier  un  peu  la  démonstration,  de  manière  à  la  rendre 
encore  plus  évidente.  Supposons  ,o  ]>  a  ]>  0  :  on  ramène  aisément  les 
autres  cas  à  celui-là.  Supposons  en  outre,  pour  fixer  les  idées,  /"(*)  <^  0, 
( (S>)  >  0.  Enfin,  soient  P  Pensemble  des  termes  positiTs,  —  N  l'en- 
semble des  termes  négatifs  de  /"(x),  de  manière  que  f[x)  =  P  —  N.  Si  l'on 
l'ait  croître  x  d'une  manière  continue,  depuis  a  jusqu'à  3,  les  polynômes 
P,  N,  dont  tous  les  termes  sont  positifs,  croilront  d'une  manière  conti- 
nue. Or,  pour  0?=  a,  P  était  moindre  que  N;  et,  pour  x=:3,  P  est  devenu 
plus  grand  que  N.  Donc,  pour  une  ou  plusieurs  valeurs  de  j,  comprises 
entre  a  et  j3,  ou  a  eu  P  =  N ,  ou  f(x)  =  0.  Après  avoir  fait  ce  raisonne- 
ment, Lagrange  ajoute  :  «  Comme  deux  mobiles  qu'on  suppose  parcourir 
une  même  ligne  dans  le  même  sens,  et  qui,  partant  à  la  fois  de  deux  points 
dift'érents,  arrivent  en  même  t<iiq)s  à  deux  autres  points,  mais  de  nianièn- 
que  celui  ijui  était  d'abord  en  arrière  se  trouve  ensuite  plus  avancé  que 
l'autre,  doivent  nécessairement  se  rencontrer  dans  leur  chemin.  » 
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iini<|iiOMieiil  sui"  la  eoiilimiilé  de  la  (onciion  considérée.  Par 
conséquent,  la  iJioposiiion  subsislc  pour  loule  é(|ualioii 
/"(.r)  =  0,  aliïébri(|ue  ou  Iransccndanfe,  tient  le  premier 
membre  reste  continu,  quand  x  varie  entre  a  et  (3. 

SS«:i.  Tin':onK.MK  I.  —  Si  deux  (inanlités  a,  [3  coniprcn- 
nent  entre  elles  un  nombre  impair  de  racines  de  ré(juation 
("(x)  =  0,  ces  (quantités,  substituées  à  x  dans  i'(\),  donnent 
des  résultats  de  signes  contraires. 

Soient  a,  b,c,  ...,  r/  les  racines  comprises  entre  a  et  [i  ; 
soit  (p(x)  le  produit  des  facteurs  du  |)reniier  degré,  corres- 
pondant aux  autres  racines  (î8S8»j  ;  on  aura 

f{x)  =  {x  -  a)  [x  -  b) ...  {x  -  g)  -,  (x)  ; 

puis  /■  (a)  =  (a  —  a)  {y.  —  b)  ...  (a  —  g)  -^  (a), 

/•(ô)  =  (ô  -  a)  (fi  -  b) ...  (3  -  g)  -,  (S). 

Les  quantités  (p(^-),  9(P)  ont  même  signe,  sans  (|uoi 
réqualion  (p(x)  =  0  aurait  au  moins  une  racine  comprise 
entre  a  et  [3  (8ei),ct  a,  b,  c,...,  g  ne  seraient  pas  les  seules 
racines  de  /'(x)  =  0,  comprises  entre  ces  mêmes  limites. 
D'im  autre  côté,  les  i\i^\\\  produits 

(a  — «)(a  — /^)...  (y.  —  ry), 
(S  _  a)  (f. -/;)...  (à -9), 

composés  chacun  d'un  nombre  impair  de  facteurs,  sont  de 
signes  contraires;  car  les  facteurs  du  premier  produit  sont 
positifs,  et  les  autres  sont  négatifs.  Donc,  etc. 

364.  Théorf.me  II.  —  Si  devx  quantités  a,  P  compren- 
nent entre  elles  un  nombre  pair  de  racines  de  réqvation 
f(x)  ==  0,  ou  n'en  comprennent  aucune,  ces  quantités,  sub- 
stituées à  X  dans  f  (x),  donnent  des  résultats  de  même  signe. 

La  démonstration  est  semblable  à  celle  qui  précède. 
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*G5.  Théorème  III  (réciproque  des  deux  premiers). — 
1°  Si  deux  quantités  a,  (3,  substituées  à  \  dans  f(xj, 
donnent  des  résultats  de  signes  contraires,  ces  rpiantités 
comprennent  entre  elles  tm  nombre  impair  de  racines  de 
l'équation  f  (x)  =  0  ; 

2°  Si  deux  quantités  a,  ,3,  substituées  à  x  dans  i(\), 
donnent  des  résultats  de  même  signe,  ces  quantités  com- 
prennent entre  elles  un  nombre  pair  de  racines  de  l'équation 
f(\)  =  0,  ou  elles  n'en  comprennent  aucune. 

96e.  Théorème  IV.  —  Toute  équation  algébrique,  de 
degré  impair,  a  au  moins  une  racine  réelle,  de  signe  con- 
traire à  son  dernier  terme. 

Soit  d'abord  Téquation 

/■(x)  =  x""  -+-  Bx"  'h 1-  Sx  —  T  =  0, 

«lans  laquelle  le  dernier  terme  est  négatif. 

Si  l'on  donne  à  x  la  valeur  zéro  et  une  valeur  positive  / 
suffisamment  grande,  le  résultat  de  la  substitution,  d'abord 
égal  à  — T,  devient  ensuite  positif  («38).  Done  Té-pialion 
H  au  moins  une  racine  comprise  entre  0  et  À. 

La  démonstration  s'applique  au  cas  où  le  dernier  terme 
est  positif. 

86Î.  Théorème  V.  —  Toute  équation  algébrique,  de 
degré  pair,  dont  le  dernier  terme  est  négatif,  a  au  7}toins 
deux  racines  réelles,  l'une  positive,  l'autre  négative. 

>Icme  démonstration  que  pour  le  théorème  précédent. 

968.  Remarque.  —  L'no  équation  de  degré  pair,  dont 
le  derniei-  terme  est  positif,  peut  avoir  toutes  ses  racines 
imaginaires.  Exemple  :  a:*  H-  1=0. 

Théorème  de  Deorartes. 

ï«».  Lfmmf..  —  Quaiid  on  multiplie  un  polynôme  entier, 
(ndininc  suivant  les  puissances  décroissantes  d'une  lettre  x, 
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par  un  binôme  x  —  a,  a  étant  une  quantité  positice,  le  pro- 
duit présente  au  tnoins  une  variation  de  plus  (pie  le  multi- 
plicande. 

Supposons  que  le  premier  lerine  du  |i(tlyiiômesoilx"'.  Ce 
lerine  x'"  eoinuienee  un  groupe  de  termes  positifs,  le(|uel 
est  suivi  d'un  ij;roupe  de  termes  néf/alifs;  eelui-ei,  à  son 
tour,  est  suixi  d'un  groupe  de  Icvmcs  positifs,  etc.  Lnfin, 
le  polynôme  se  termine  par  un  groupe  de  termes  tous  po- 
sitifs ou  tous  négatifs.  Chacun  de  ces  groupes  peut,  dans 
certains  cas,  être  remplacé  par  un  terme  uni(|ue. 

Cela  posé,  la  multiplication  dont  il  s'agit  jteut  être  indi- 
quée comme  on  le  voit  ci-dessous  : 

x"' —  P    ....-+-0    ....  —  R    ....zbS    ....±T 

X  ■ —  « 
âr*-' ...  —  P'  ....  -4-  Q'  ....  —  R'  ....  ±  S'  ....  ±  T' 

—  P"  ...  -H  Q"  ...  —  R"  ...  rb  S"  rp  Ta 

x"'-^'  .  .  — P'"...  -+-  Q'"...  — R'"...  zbS'" zpTa. 

1"  Dans  le  multiplicande,  la  première  série  de  termes 
néfjatifs  commence  par  —  P;  la  deuxième  série  de  termes 
positifs  commence  par  -t-  Q,  etc.  Une  dernière  série  de 
termes,  tous  de  même  signe,  commence  par  =t  S  et  se  ter- 
mine par  ±  T  :  ce  dernier  terme  est  supposé  indépendant 
de  X. 

2"  La  multiplication  par  x  donne  des  produits  partiels, 
de  même  signe  que  les  multiplicandes  correspondants. 
Parmi  ces  produits  partiels,  ceux  qui  provieiuient  de  — P, 
-I-  Q,  ...,  d=  S,  =fc  T,  sont  désignés  par  —  P',  h-  Q',  ..., 
±S',  ±T'. 

5"  La  quaiuité  a  étant  supposée  positive,  la  multiplica- 
tion par  — a  doiuie  des  produits  partiels,  de  signes  con- 
traires aux  multiplicandes.  D'ailleurs,  les  degrés  de  ces 
produits  sont  respectivement  inférieurs,  d'une  unité,  aux 
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degrés  des  premiers  prodiiiCs.  Vuv  coiiséqueiit,  si  le  terme 
qui  devrait  précéder  immédiatement  { —  P)  ne  juanqae  pas, 
ce  icrmc,  miilliplié  par  — a,  donne  un  produit  ;<e7"''/ 
( —  P"),  de  même  degré  que  ( —  P'  ).  I<]t  si  ee  ternie  manque, 
( — P")  est  remplacé  par  zéro.  Semhiablement,  les  termes 
qui  devraient  précéder  (-h  Q),  ( — R),  ...,  (dbS),  donnent 
des  i)n)duits  (-i-Q"),  ( — R"),  ...,  (rbS"),  des  mêmes  de- 
grés que  (+  Q'),  ( — R'),  ...,(rbS')  :  ces  p^o(lllil^  pciivcni 
d'ailleurs,  dans  le  cas  d'un  niiiliiplicniKJc  inconiji/cf,  être 
remplacés  par  zéro. 

4"  Il  résulte,  de  celle  discussion,  (pic  les  termes  du  |)rn- 
duii,  désignés  par  (— P'"),  (-»-  Q'"),  (—  K  "),  ...,  (±S''), 
ont  les  signes  des  termes  ( — P),  (h-  Q),  ( —  R), ...,  (rb  S), 
qui  leur  correspondent  dans  le  multij)licande.  Quant  aux 
derniers  termes  de  ces  deux  polynômes,  ils  ont  évidemment 
des  signes  contraires. 

o"  Coinparons  actuellement  le  midliplicamle  cl  le  pro- 
duit :  (le  r'"  à  ( —  P),  il  y  a  ifue  seule  variation,  et  il  y  en  a 
au  jni)ins  une  de  ac""^'  à  ( —  P'");  de  ( —  P)  à  (-t-  Q),  il  ) 
a  une  seule  variation,  et  il  y  en  a  an  tnoins  une  de  ( —  P'  ) 
à  (h-  Q'")^  t^lt'.  Eidiii,  de  (d=  S)  à  (db  T),  il  n'y  a  pas  de 
variation,  et  il  y  en  a  au  juoins  une  de  (db  S")  à  (rp  Ta). 

C"  Le  produit  présente  donc  au  moins  une  variation  de 
plus  (pie  le  multiplicande  (*). 

38ÎO.  lieniarqiie.  ■ —  L'excès  di(  nainhre  dc-<  variations  du 
produit,  sur  le  nombre  des  variations  du  nniltiplicande,  est 
un  nombre  impair. 

1"  Si  le  dernier  terme  du  multiplicande  est  -f-T,  le  ilcr- 
nier  leiine  du  produit  est  ( — Tr?)  ;  mais  alors  le  premier 

(*)  l.;i  ilcimiii^lralioii  sn|>|iiise  (|iie  le  ymiiiif  (jui  tcriDino  le  iimlii|p|i- 
cande  contient  au  moins  deux  termes  :  si  ce  groupe  était  romplaci'  |)ar  iiit 
seul  Ifi  me,  on  ferait  T  =  0,  et  le  produit  serait  terminé  par  db  S"  qc  Su 
Les  conclusions  précédentes  sul>sislent  donc  dans  ce  cas  particulier 
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poljiiômc  a  un  nombre  pair  de  varialions,  elle  second  en 
H  un  nombre  impair  :  la  (lillérenee  iinlre  ces  deux  nom- 
bres, c'est-à-dire  Vcxrès  du  second  s  ni'  le  premier,  est  donc 
un  nombie  impair. 

2°  iMème  démonsiralion  dans  le  cas  où  le  multiplicande 
se  termine  par  ( —  T). 

«îl.  Théorème  de  Descartes. —  Dans  toute  équation 
complète  ou  incomplète,  le  nombre  des  racines  positives  ne 
surpasse  pas  le  nombre  des  variations. 

Soient  a,  b,  c,  ...,  g  les  racines  positives  d'une  équation 
/■(x)  =  0.  Représentons  par  cp  (x)  le  produit  des  facteurs 
correspondant  aux  racines  négatives  et  aux  raci7ies  imagi- 
naires :  nous  aurons 

/■(x)  =  V  (x)  (x  —  «)  (x  —  b)  (X  —  c)  ...  (x  —  g). 

D'après  le  lemme  précédent,  la  midtiplication  pnr  les  fac- 
teurs successifs  x  —  a,  x  —  b,  ...,  x  —  g  doit  introduire,  à 
cbaquc  fois,  au  moins  une  variation  :  par  conséquent,  lors 
même  (jue  cp  (x)  aurait  tous  ses  termes  positifs,  le  nombre 
des  variations  de  f  (x)  serait  au  moins  égal  au  nombre  des 
racines  positives  a,  b,  c,  ...,  g.  C'est  ce  qu'il  fallait  dé- 
montrer. 

aîS.  Corollaire  î.  —  Toute  équation  dont  le  premier 
membre  présente  une  seule  variation,  a  une  seule  racine 
positive. 

En  effet,  l'équation  a  au  moins  une  telle  racine  (266. 
«6'î);  et  n'en  a  pas  plus  d'une  (*). 

8Î3.  Corollaire  II.  —  5/  le  nombre  des  variations  sur- 
passe le  nombre  des  racines  positives,  l'excès  est  un  nombre 
pair. 

Reprenons  l'égalité 

/■(x)  =  -^  (x)  (x  —  a)  (x  —  b) ...  [x  —  g), 
(*)  Voyez  la  tioiï.ièiue  note  de  la  page  208. 
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et  représentons  pary>  le  nonibie  des  racines  |io»iiivrs  a,  h, 
c,  ...,  (J. 

Le  polynôme  9  (x)  se  termine  pai-  un  terme  [tosilif;  car 
lequalion  9  (x)  =  0  n'a  aucune  racine  positive;  donc  ce 
polvnômc  présente  un  nombre  pair  de  variations.  De  [lus, 
la  multiplication  par  x  —  a,  par  x  —  b,...  introduit,  à  chaque 
fois,  un  nombre  impair  de  variations  (8îOj.  Le  nombre  v 
des  variations  de  /"(x)  se  compose  donc  à' un  nombre  pair, 
augmente'  de  p  nombres  impairs.  Autrement  dit, 

V  — /)  ==  nombre  pair  -+-  p  nombres  pairs  =  nombre  pair. 

874.  Corollaire  IIL  —  Le  nombre  des  racines  négatives 
d'une  équation  f(x)  =  0  ne  surpasse  pas  le  nombre  des 
variations  de  la  transformée  en  ( —  x)  (*). 

On  appelle  transformée  en  ( — x),  l'équation  que  l'on 
obtient  en  changeant  x  en  ( — x)  dans  la  proposée.  Or,  les 
racines  positives  de  la  transformée  étant,  abstraction  faite 
du  signe,  égales  aux  racines  négatives  de  la  proposée,  le 
nonibre  des  variations  que  présente  /"( — x)  ne  peut  sur- 
passer le  nombre  de  ces  derm'éres  racines. 

«îô.  Corollaire  IV.  —  Quand  une  équation  f(x)  =  0  a 
toutes  ses  racines  réelles,  le  nombre  p  des  racines  positives 
est  égal  au  nombre  v  des  variations,  et  le  nombre  n  des 
racines  négatives  est  égal  au  nombre  \'  des  variations  de 
la  transformée  en  ( —  x). 

On  peut  d'abord  observer  (pic  la  sonmie  v-+  r' de  ces 
deux  nombres  de  vai'iations  ne  surpasse  pas  le  degré  m  de 
l'équation.  Lnelfct,  si  l'équation  est  complète,  c'esl-à-dire 
si  f(x)  renferme  )n  -+-  1  termes,  la  somme  du  nombre  des 
variations  et  i\\\  nombre  des  pcrmancnres  de  /"(x)  est 
égale  à  tn:  mais,  quand  on  change  x  en  (  —  x),  les  varia- 

(*)  Otto  inoposilioii  complète  k>  Tli«Miivnit' de  Dosc.irtes. 
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lions  deviennent  des  permanences,  et  rèciprofjtienicnt  (*)  : 
donc,  dans  ce  cas,  v  -h  v'=ni.  D'un  autre  côté,  si  l'on 
supprime  quelques  termes  de  f(x),  les  nombres  v,  r' 
pourront  bien  diminuer,  mais  ils  n'augmenteront  pas  : 
donc,  en  général, 

V  -\-  v'  ^  m.  (1) 

Supposons  actuellement  que  toutes  les  racines  soient 
réelles,  auquel  cas 

p  -+-  «  =  m.  (2) 

La  comparaison  des  relations  (1)  et  (2)  donne 

V  -^-  v'  ^  p  -+-  n.  (3) 

Or,  p  ne  surpasse  pas  v,  n  ne  surpasse  pas  v';  donc 

En  outre, 

t;  -f-  v'=  m. 

«îe.  CoROLLAn\E  V.  —  Si  la  niultipUcation  de  f  (x)  par 
\  —  a  introduit  2k. -(-  I  variations,  f(x)^=0  a,  au  moins, 
2k  racines  imaginaires.  (Sturm.) 

Soient  2<  le  nombre  de  ces  racines,  et  v  le  nombre  des 
variations  de  f{x).  On  a,  en  conservant  les  notations  pré- 
cédentes, 

p  =  m  —  /*  — 2t"^  V) 
donc 

n  ^  m  —  V  —  2*.  (1) 

(x  —  n)  f{x)  ayant,  par  hypothèse,  t;-(-2A-i-  1  variations,  la 

transformée  en  — x  en  a,  tout  au  plus,  m-t-I — (i-i-2A:-h  I). 

Ainsi  

n  -^  m  —  r  —  2A-.  (2) 

(*)  En  effet,  de  deux  termes  consécutifs,  un  seul  change  de  signe  : 
c'est  celui  qui  contient  une  puissance  impaire  de  x. 
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Co/iséquemment, 

m  —  V  —  2A-  ^  m  —  V  —  2^, 

ou 

2/^2A-. 

«ÎT.  Remarques.  —  I.  Le  Théorème  de  Descartes,  appli- 
qué à  une  équation  incomplète,  indique  presque  toujours 
l'existence  d'un  eeiiain  iiombrc  de  racines  imairinaires  (*). 
Soit,  par  exemple, 

f{x)  =  x'  -H  x'=  -+-  2x*  —  X  -+-  1=0. 

D'après  le  nombre  des  variations  de  f(x)  et  de  f( — x), 
on  trouve  que  celte  équation  a,  au  plus,  deux  racines  posi- 
tives et  une  racine  négative  :  elle  a  donc,  au  7noins,  six 
racines  imaginaii-es. 

fl.  En  particulier,  sïl  manque  un  terme  entre  deux 
leri/ie.s  de  même  signe,  l'équation  a,  au  moins,  deux  racines 
imaginaires. 

Prenons 

f{x)  =  X'"  -+-  •••  ±  Gx»  db  Hx'  '-+-•••-+-  T. 

Quel  que  soit  le  signe  de  x,  il  n'y  a  aucune  variation 
entre  ±  Gx''  et  ±  IIx'  '.  Conséquemment,  en  cinplo\;uii 
les  relations  précédentes  : 

V  -H  v'^{m  —  q)  H-  7  —  2, 
ou 

r  -f-  v'  ^  m  —  2; 

et ,  à  plus  forte  raison, 

p  -h  )t  ^  )ii  —  2. 

(*)  Ce|it'iiiluiil  mie  vi\uiilkm  incompU'le  peut  avoir  louli-s  soî.  i urines 
léelies  :  i'einialion  ./-^  —  Tr  -+-  (î  =  0  a  pour  racines  -+-  1, -H  2,  —  ô. 
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III.  Ce  n'est  pas  tout  :  Si,  en  miillipliant  f (x)  par  un 
binôme  convenablenient  choisi,  on  peut  faire  disparaitie  un 
certain  nombre  de  ternies,  l'équation  f  (x)  =  0  a  des  racines 
i  nui  (j  inaires. 

Soii,  par  exemple,  réqiialion 

j.ro  _^  JJ.I2  ^  ^11  _^  j^.i(i  __  J.6  _  J.S  _  ^^  _^  ^i  _^_  ^  ^  j  ^  Q 

L'application  du  Théorème  de  Descartes  et  du  Corol- 
laire m  donne  seulement 


p  <  y,     n  ^ 


9. 


Mais,  si  l'on  multiplie  le  premier  membre  par  x —  1, 
réqualion  devient 

x'*  _  x'"  —  {x'  —  a;*)  -4-  x'  —  4  =  0, 
OU 

a:'*  —  x'"  —  x'  -4-  X*  H-  a;'  —1  =  0; 

et,  par  le  changement  de  oc  en  —  x  : 

x'*  —  ^r'"  -+-   x'  -+-  X*  —  x^  —  1  =  0. 
Ainsi, 

La  proposée  a  donc,  au  moins,  huit  racines  imaginaires. 

Antres  théorèmes. 

9iH.  Théorème  de  Rolle  (*).  —  Deux  racines  consécu- 
tives d'une  équation  akjébriciue  comprennent  entre  elles  un 
nombre  impair  de  racines  de  l'équation  dérivée. 

Soient  a,  b  deux  racines  consécutives  de  l'équation 
/'(x)^0;  et,  pour  flxer  les  idées,  supposons  a  <  6.  Si  x 

(*)  Michel  Rolle,  membre  de  l'Académie  des  sciences,  mort  au  com- 
mencement du  dix-huilième  siècle. 
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varie  entre  a  cl  b,  f(x)  conserve  le  même  signe  dans  lin- 
tervalle  :  admettons  que  ce  soit  le  siune  H-.  Pourx  =  a, 
la  fonction  f{x)  est  croissante  (iGï);  donc  la  dérivée  est 
positive.  Au  contraire,  f  (x)  est  décroissante  pour  x  =  6; 
et  la  dérivée  est  néfjative (*).  D'après  le  Théorème  111  («GS), 
les  quantités  a,  b  comprennent  donc  entre  elles  un  nombre 
impair  de  racines  de  l'équation  f  (x)  =  0. 

879.  Corollaire  I.  —  Entre  deux  racines  consécutives  de 
f'(x)==  0,  //  ne  peut  y  avoir  plus  d'une  racine  de  f(x)==0. 

Soient  a^,  b^  ces  deux  racines  consécutives.  Si  Ton  pou- 
vait avoir 

il  n'y  aurait,  entre  a  et  b,  aucune  racine  de  l'équation 
f  (■x)^=0;  contrairement  au  théorème. 

8S0.  Corollaire  II.  —  Les  racines  réelles  de  Véqua- 
lion  dérivée  séparent  les  racines  réelles  de  Véquation  pri- 
mitive. 

En  effet,  si  «j,  6j,  c,,  ...  sont  les  racines  réelles  de 
/"(x)  =  0,  rangées  par  ordre  de  grandeur,  il  ne  peut  \ 
avoir,  entre  a^  et  b^,  plus  d'une  racine  de  f(^x)  =  0.  De 
même  pour  6|  et  c^  ;  eie.  (**). 

1881.  Corollaire  111. — Si  réc/uation  f(\)=0  a  toutes  ses 
racines  réelles  et  inégales,  chacune  des  écfuations  f'(x)  =  0, 
r"(x)  =  0,  ...  a  aussi  toutes  ses  racines  réelles  et  inégales. 

'iH9.  TiiÉORÈME  DE  De  GiA  (***)•  —  Quand  une  équation 
a  toutes  ses  racines  réelles,  le  carré  d'un  coefficient  quel- 
conque surpasse  le  produit  des  deux  coofficienls  voisins. 

(*)  Ces  propositions,  évidciUes  à  l'inspection  de  la  courbe  représenlée 
par  y  =  f[x),  supposenl  que  a,  b  sonl  des  racines  simples. 

(**)  C'est  sur  ceUe  remarque,  bien  simple,  que  Holle  avnii  etul)li  la 
Méthode  des  cascades. 

(***)  Académie  des  scicuces,  17il. 
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Considérons   qualrc    termes    consécutifs   de  réqualion 

-+-  Ex''+'  -+-  Fx''  -+-  Gx''-'  -4-  IIx''-'  H-  •••: 


multiplions  ce  (juadiinômc  par  x  —  h;  puis  disposons  de /t 
de  manière  à  faire  disparaître,  du  produit,  le  terme  en  a:''  : 
l'équation  proposée  ayant  toutes  ses  racines  réelles,  les 
coelïicients  de  x*^'  et  de  x^~*  devront  avoir  des  signes  eon- 
traires  («î"?,  II).  On  obtient,  à  cause  de  /i  =  p' 

F-  —  EG       .       Fil  —  G-       , 
F  F 

Ainsi  déjà ,  les  binômes 

F^  — EG,     G'— FH,  ... 

ont  même  signe. 

Pour  déterminer  ce  signe  commun,  il  suflit  d'appliquer 
le  calcul  précédent  au  trinôme 

Ax'"  -+-  Bx'"^'  -4-  Cx•"^^ 

R  R- 

en  faisant  h  =  j:  on  trouve  C  —  x  '^  ^^*  ^"  ^  enfin,  puis- 
que A  est  positif  : 

B-  >  AC,     C-  >  BD,     D-  >  CE,  ... 

»83.  Corollaire.  —  5/  les  coefficients  ne  satisfont  pas 
tous  à  la  condition  énoncée,  l'équation  a  des  racines  imagi- 
naires. 

«84.  Remarque.  —  La  réciproque  du  théorème  de 
De  Gua  n'est  pas  exacte  :  l'équation 

a'  -4-  x^'  —  x^  —  X*  -t-  x^  -4-  X*  —  X  —  1=0, 

qui  satisfait  à  toutes  les  conditions  énoncées,  a  des  racines 
imaginaires.  En  effet,  le  premier  égale (a:+ 1)2 (ac—1)(a;*-+-l). 
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Eaeet'cicf». 


I.  Théorème.  —  Si  trois  termes  consêcvlifs  sont  eu  /iro- 
gression  par  quotient,  l'équation  a  dos  racines  imaf/innircs. 

II.  Tiii'OUKMK.  —  Si  les  coefficients  de  (iiialre  fermes  con- 
sécutifs sont  en  progression  par  différence,  réqualion  a  des 
racines  imaginaires.  (IIehmite.) 

III.  TnÉonÈME  DE  FoLRiER  (*).  —  Soicut  X  ^  0  une  équa- 
tion donnée,  et  X',  X",  ...,  X'™'  les  dérivées  successives  du 
premier  membre  :  la  différence  entre  le  nombre  des  varia- 
tions de  la  suite  X,  X',  X",  ...,  X'™',  pour  \  =  a,  et  le  nombre 
des  variations  de  la  tnème  suite  pour  x=  (3,  n'est  pas 
moindre  que  le  nombre  des  racines  réelles  de  l'équation, 
comprises  entre  a  et  p. 

IV.  Théorème.  —  Si  l'équation  f(x)  =  0  a  toutes  ses  ra- 
cines réelles  et  inégales,  l'équation  obtenue  en  égalant  à  zéro 
la  seconde  dérivée  de  -r-—,  a  toutes  ses  racines  imaginaires. 

f(x)'  -^ 

V.  Théorème.  —  L'équation 

(m\^  fmim—\)Y       ,  (mV 

a  toutes  ses  racines  réelles  et  inégales.  (H.  Lu  rent.) 

VI.  Théorème.  —  L'équation 

a'"+'  H-  Bx'"   '  -+-  Cx'"  '-+-.-.  -H  Sx -i-T  =  0, 

de  degré  impair,  a  au  moins  une  racine  réelle,  co)n})rise  entre 
2'»+'  j/ï  et  —  2"'+'  {/l .  (Tchébychew.) 

VII.  Théorème.  —  Si  l'équation 

Ax'"  -i 1-  Dx'' -t-  Ea '-'  -+-  Vx>'  '  -+-  G.i''  'h h-  U  =  0 


(*)  Jean-Raplistf  Fomior,  monilMC  de  l'Institut;  né  à  Aiixene,  on  I7l>8; 
mort  en  1 830. 
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a  toutes  ses  racines  réelles,  les  coe/fîeients  D,  E,  F,  G,  de 
fftiairc  termes  consécutifs,  vérifient  V inégalité 

(DG  —  EF)*  _  4  (E^  —  DF)  (F-  —  EG)  <  0. 

VIII.  TiiÉORKME.  —  Si  réquation 

X'"  —  A,x"'-'  -t-  AiX™-* ±  A„,  =  0 

n  toutes  ses  racines  positives,  les  nombres  Aj,  An,  ...  A„, 

vérifient  les  inégalités  : 

«K —  m  (m  —  1  )  ,m, 

A,  >  mV  A^,     A,  >      \  V(A,„r, 

1.2 


CHAPITRE  XVI. 

RECHERCHE  DES  RACINES  COMMENSURABLES. 
Conclition!^  auxquelles  satisfont  les  racines  entières. 

885.  Théorème  I.  —  \°  Tonte  racine  entière,  d'une  équa- 
tion 

AuX'"  -4-  A,x"'-*  -+-  A,x"'-'  -H  •••  -+-  A„  =  0  (1) 

à  coefficients  entiers,  divise  : 

Le  dernier  ternie, 

Le  coefficient  de  x  augmenté  du  quotient  de  la  première 
division, 

Le  coefficient  de  x-  augmenté  du  quotient  de  la  deuxième 
division. 


in 
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Le  coefficient  (fe  x"  '  augmenté  du  f/uotient  de  ta  (m —  1  )'""' 
division  ; 

2°  Le  quotient  de  la  dernière  division  est  égal  au  coeffi- 
cient du  premier  terme,  pris  en  signe  contraire; 

3"  Tout  entier,  qui  jouit  des  propriétés  précédentes,  est 
racine  de  V équation. 

Soit  a  une  racine  entière  de  l'équation  (1  ).  En  rejjn- 
senianl  par 

Bore"  *  -H  BjX'"-'  -+-  Bjx'"  '  -+ h  B„_îX  -«-  B„._, 

le  quotient  du  premier  nienilnv  par  jc— a,  nous  aurons  (*50): 

Ao  =  Bo,     A,  =  B,  —  I5„a,     A,  =  B,  —  B.a,  ...,  j 


A„,_,  =  B„,_,  —  B^^jO,     A,„  =  —  B„  ,a 

Ces  diverses  égalités,  dans  lesquelles  Bq,  B,,  B^,  ....  B,„_ 
sont  évidemment  entiers,  donnent 

A„.  A„._,  —  B„._,  \ 

=  B».-I5 — =  Bm-Î,— îi 

a  a  I 

A,  —  B,  _  _  .  ( 

a  ' 

en  sorte  que  les  i\cu\  premières  parties  du  lliéorème  sont 
démontrées. 

D'ailleurs,  l'éliminjuion  de  B,,  Bo,  B-,  ...,  entre  les  é((Ma- 
lions  (3),  conduit  à 

'V„  -*-  A,„_,o  -+-  A„_jO-  -+-  •••  -+-  A,n"'~'  -+-  A„«"'  =  0; 

donc  tout  entier,  qui  satisfait  aux  conditions  énoncées,  est 
racine. 

Itccherrlif  dr»   i-arlnesi  enlières. 

««6.  La  dctcrminaiion  des  racines  entières  résulte,  im- 
médiatement, du  théorème  précédent.  En  effet,  après  avoir 
cherché  ime  limite  supérieure  et  une  limite  inférieure  des 
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nu'incs  («54),  on  formeiH  tous  les  diviseurs  du  dernier 
terme  (le  réquation,  compris  entre  ees  deux  limites,  et  Ton 
rejettera  sueeessivement  cimix  (]iii  ne  snlisfont  pas  à  toutes 
les  conditions  indiquées  ci-dessus  :  les  diviseurs  restants 
seront  les  racines  enlièies  chercliées  (*). 

Les  exemi)les  suivants  montieni  suflisammenl  la  marche 
h  suivre. 

'iHTi.  Applicalions.  —  I.  Trouver  les  racines  entières  de 
l'équation 

l'[x)  =  2a;*  -+-  4a;'  —  59a;*  —  6lx  -t-  50  =  0. 

On  peut  prendre  pour  limites  — 7  et  H-  6.  Les  diviseurs 
de  50,  compris  entre  ces  deux  quantités,  sont,  en  excluant 
+  I  et  —  I  : 


5,     ô,     2,     —2,     —  : 
Le  calcul  se  dispose  ainsi  (**) 


—  G. 


Dinisciirs  .  .  . 

ï> 

3 

"1 

0 

-    3 

—    i) 

—     6 

Qiititioits  .  .  . 

6 

10 

lo 

-   lo 

-    10 

—    6 

—       0 

Dit'idcndcs  .  . 

—  oo 

-  51 

—  4ti 

—  76 

—  71 

—  67 

-  66 

Quotients  .  .  . 

—   Il 

—  17 

-  23 

H-  ;^ 

» 

» 

H-    11 

Dividendes  .  . 

-  70 

-  76 

■      82 

-  21 

» 

» 

—  48 

Quotients  .  .  . 

-  14 

» 

-  41 

>> 

" 

>' 

-+-    8 

Dividendes  .  . 

-  10 

» 

" 

■' 

» 

" 

-+-  12 

Quotients  .  .  . 

—    2 

» 

» 

» 

» 

>2 

(*)  On  ne  soumet  pas  à  ces  essais  les  diviseurs  -^1  el  —  1  :  il  est  plus 
court,  pour  ceux-ci,  d'employer  la  substitution  directe. 

('*)  Les  diviseurs,  au  lieu  d'être  essayés  simultanément,  peuvent  l'être 
successivement .  Ce  second  procédé,  souvent  plus  expédilifque  le  premier^ 
est  moins  régulier  que  celui-ci. 
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Les  racines  entières  sont  -i-  5  et  —  6.  Le  quotient  de 
f{x)  par  .T  H-  6  est,  d'après  les  équations  (3)  («85), 

Sx'  —  8x"  —  H  X  -+-  5. 

De  plus,  ce  polynôme,  divisé  par  r — 5,  donne 

2x'  H-  2x  —  1 . 

Donc 

l'{x)  =  (x  -H  0)  (x  —  3)  (2x-  -+-  2x  —  1  ). 

IL  Trouver  les  racines  entières  de  l'équation 

f{x)  =  x'  —  4x^  —  lOlx'  -+-  1 4x'  -+-  ,!>04x  -\-  u7G  =  0. 

Les  racines  sont  comprises  entre  — 9  et  -4-  15.  Lu  opé- 
rant comme  dans  rexem|)lc  précédent  (*),  on  trouve  que 
les  racines  entières  sont  — 8  et  -h  12.  Par  suite, 

f\x)  =  (x  -+-  8)  (x  —  1 2)  (x''  —  5x  —  6). 

«88.  Remarques.  —  L  On  voit,  par  le  second  exemple, 
que  l'on  peut  faire  beaucoup  d'essais  inutiles.  Pour  en  di- 
minuer le  nombre,  on  s'appuie  sur  la  proposition  suivante, 
dont  la  démonstration  résulte,  immédiatement,  de  la  divi- 
sibilité algébrique  de  /"(x)  par  x —  a  («««)  : 

Si  a  est  racine  entière  d'une  écjuation  l(x)^0,  à  coeffi- 
cients entiers,  a —  \  divise  f(l),  et  a -h  1  divise  f( —  1  ). 

Dans  le  dernier  exemple  : 


Ai)- 

-4- 

1 

-4 

— 

101 

-+- 

14 

-+- 

50'* 

-+- 

376 

=  990, 

n 

-\)  = 

\ 

—  4 

-+- 

101 

-H 

14 

— 

304 

-+- 

37() 

=  182. 

(•)  Voir,  ci-coiUre,  le  lableau  des  calculs. 
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Le  premier  nombre  n'admet  aucun  des  diviseurs 

(_6-i),     (-5-1),     (8-1),     (9-i). 

Le  second  n'est  divisible  p;ir  tiucunc  des  ((uantités 

(-4-f-l),     (^i-+-  I),     (5-+-  1),     (4-^  1). 

Par  conséquent,  les  seuls  diviseurs  à  essayer  sont 

—  8,      -^,     -+-  (i,     -+-  \-2. 

II.  Quand  on  a  reconnu  que  ré(iuation  proposée  admet 
une  racine  entière  a,  on  doit  examiner  si  cette  racine  est 
itiultiple,  c'esl-à  dire  si  l'équation  a  plusieurs  racines  égales 
à  a  («31).  Pour  cela,  après  avoir  divisé  f(x)  par  x  —  a, 
on  cherche  si  ce  quolieul  est  encore  divisible  par  ./  — a: 
et  ainsi  de  suite. 

Limite  du   uoinltre  de»  racines  entières. 

2H9.  Théorème  II  (*).  —  Soit  f(x)  =  0  une  équation  à 
coefficients  entiers.  Soif  y.  nn  entier  quelconque,  positif  ou 
négatif.  Si  le  produit 

/"  W  /"(^  -^  ï  )  f(^  -^  2) ...  /-(a  -+-  n  —  1) 

est  divisible  par  nS  k  est  une  limite  supérieure  du  nombre 
des  racines  entières  de  l'équation  l\\). 

Supposons,  pour  iixer  les  idées,  que  l'équation  proposée 
ait  quatre  racines  entières  a,  b,  c,  d.  Alors    * 

/•(x)  =  (X  -  a)  {X  -  6)  (x  -  c)  (x  -  d)  .  (x), 

(*)  Dû  à  M.  G.  de  Monlebello  {Souvellcs  Annales  de  mathématiques. 
l.  XVIII).  Ce  ihéorènie,  contenu  en  partie  dans  les  Recherches  arithméti- 
ques de  Gauss,  renferme  les  propositions  de  Gauss  et  de  M.  Gerono,  que 
nous  citerons  plus  loin. 
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(ç>(x)  l'Uiiil  un  |ioIyiiùme  à  coeflicioiils  enlicrs;  puis 

/■(*)/■('/.-+- l).../(a-+-?J—l)  =  {a— o)(a-+-i— «)...(a-4-n-l— a) 
X  (a— ^)(a-+-l— 6)...(a-i-M— 1—6) 
X  (a— c)(a-+-l— f)...(a-<-«— 1 — c) 
X  (a— (/)(aH-I— f/)...(a-»-«— 1— f/) 
X  .(a)-.(a+I)...-.(a-+-«— I). 

Lt's  »  fattoiirs  conlemis  dans  la  piTinière  ligne  du  se- 
cond membre  sont  entiers  et  consécutifs;  donc  un  de  ces 
facteurs,  et  un  seul,  est  divisible  par  n  (*).  De  même  poul- 
ies fadeurs  contenus  dans  les  trois  lignes  suivantes.  D'ail- 
leurs cp(a)9(a-l-  l)...(p(a-i-  n —  1)  est  un  entier,  positif  ou 
négatif.  Donc  le  premier  membre  de  l'éfjalité  est  divisible 
par  une  puissance  de  n  dont  l'exposant  est  éf/al  ou  supé- 
rieur à  quatre.  C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

«90.  CoROLLAUiK  I.  —  Si  aucune  des  quantités  f(aj 
f(a-h  1),  ...  t'{y.-+-  n  —  1)  n'est  divisible  par  n,  l'équation 
f  (x)  =  0  n'a  pas  de  racine  entière. 

291.  Corollaire  II.  —  5/  f(0)  et  f(i)  sont  impairs, 
l'équation  n'a  aucune  racine  entière  (**). 

«98.  Corollaire  III.  —  Si  aucune  des  quantités  f  ( —  1), 
f  (0),  {(-h  \)  n'est  divisible  par  5,  l'équation  n\i  pas  de 
racine  entière  (***). 

«»3.  Application.  —  Soil,  comme  ci-dessus, 

f[x)  =  X*  —  4x*  —  IOI.t'  -h  \ix^-  +  o04x  -+-  576: 

doù 

/•(0)  =  d7(),     f{\)  =  [m,     /•(— l)  =  18-2. 

(*)  Si  l'on  ajoute  à  lous  ces  facleuis  un  même  multiple  de  n,  conve- 
nablement choisi,  on  les  Iransforme  en  n  nombres  entiers  consécutifs, 
parmi  lesquels,  évidemment,  se  trouve  un  multiple  de  n,  et  un  seul. 

(**)  Gauss  {Nouvelles  Atmales,  t.  XVI). 

(***)  Gerono  (XouvpIIcs  Annales,  l.  XVI).  Il  est  bon  d'observer  que  /"(Oi 
est  le  dernier  terme  de  l'équation. 
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Le  produit  de  rcs  trois  nombres  est  divisible  par  ô*  ei 
non  divisible  par  3*;  donc  Péqiiation  f{x)  =  0  n'admet  pas 
plus  de  quatre  racines  entières. 

a»4.  Théorème  III. — Soit  f(x)  =  0  une  équation  à 
coefficients  entiers.  Soit  p  vn  nombre  premier,  diriseur  du 
dernier  terme.  Si  f  (p)  e^^  divisible  par  p^,  k  est  une  limite 
supérieure  du  nombre  des  racines  entières  divisibles  par  p. 

En  effet,  si  a,  b,  c,  d  sont  ces  racines,  on  a 

f'ip)  =  iv  —  «)  iP  —  b)  (p  —  0  (p  -  (l)  r  (p)  ; 
et  le  second  membre  de  cette  égalité. est  divisible  par  p^. 

Recherche  des  i-HcIncM  rractlonnairo<<. 

«»5.  Thkorème  \y.  —  Toute  équation  à  coefficients  en- 
tiers, dans  laquelle  le  coefficient  du  premier  terme  est  l'unité, 
n'a  aucune  racine  fractionnaire. 

Soit,  s'il  est  possible,  -.  une  fraction  irréductible  i|ui 
vérifie  l'équation 

X'"  -+-  .\,X"'^'  H-  AiX"'--  H f-  A^  =  0,  CO 

A|,  A2,  ...,  A,„  étant  entiers.  Remplaçant  x  par|,  et  niiii- 
lipliant  tous  les  termes  par  ,3'""',  nous  aurons 

a'" 

—  =hE  =  0, 

5 

E  désignant  un  nombre  entier.  Or.  cetie  égalité  est  impos- 
sible, car  ^  est  une  fraction  irréductible.  (B.,  Arit/i.,  Oô 
el  Ml). 

99^.  Au  mo\en  de  ce  ibéorème.  on  ramène  la  reehercbe 
des  racines  fractionnaires  à  la  recbercbe  des  racines  en- 
tières. En  effet,  si  l'érpiation  f(x)  =  0  n'a  pas  la  forme  (4), 
on  peut  toujours,  en  multi|)li;iiif  louies  les  racines  par  im 


KECHEUCHE   DES    RACINES   COMMENSl  UABLES.         -207, 

uonibr<'  entier  /.",  choisi  (•oinciniMeineiil,  trouver  une  lr;uis- 
f'ortiK'e  F  (//)  =  0,  dont  le  premier  terme  jut  pour  cocj- 
ficient  l'unité  («4**).  Si  a,  b,  c,  ...  sont  les  racines  en- 
tières de  cette  transformée,  les  racines  de  la  proposée  sont 

abc 

«Bî.  Reinaniue.  —  On  pourrait,  de  celte  manière,  trou- 
\er  à  la  lois  les  racines  entières  et  les  racines  fractionnaires 
de  l'équation  /'(j):^=0.  Mais  il  vaut  mieux  la  débarrasser 
(Taboid  de  ses  lacines  entières  :  le  calcul  de  la  transformée 
en  devient  plus  simple. 

*98.  Application. 

f{x)  =  2Ix*  —  4lx^  -t-  4dx'  —  24x  -h  4  =  0. 

Celte  équation  n'a  pas  de  racines  négatives.  De  plus,  elle 
n'a  aucune  racine  entière;  car  la  méthode  de  Newton 
donne  1  pour  limite  supérieure.  Changeant  x  en  J^ ,  on 
trouve 

F  {y)  =  rf  —  41/7^  -+-  9i%-  —  10  o48,y  h-  37  044  =  0. 

Les  valeurs  de  x  étant  plus  petites  que  1,21  est  une 
limite  supérieure  des  valeurs  de  y.  11  sulîit  donc  d'essayer 
les  diviseurs  de  37  044,  moindres  que  21.  Ces  diviseurs 
sont  : 

l>,     3,     4,     (j,     7,     9,     12,     14,     18. 

On  peut  même  rejeter  5,  4,  7,  9,  12,  18;  car  ces  facteurs, 
diminués  d'une  unité,  ne  divisent  pas  F  {})  =  27  565.  Le 
calcul  se  réduit  donc  à  ce  qui  stu'i  : 
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-2 

ti 

li 

18  rdi 

a  17  i 

'■l  lijti 

-4-     7  !t;!S 

-  -i  410 

—  7  938 

H-   :!  itutt 

-    7:fô 

—      5G7 

-+-     i9li 

-+-      210 

-H      378 

'■ 

-H      ;io 

-+-       :27 

6 

—       Il 

" 

1 

-         i 

Les  valeurs  eiilièies  de  //  sont  0  et  14.  Ainsi, 

2 


14 


On  trouve  ensuite 

/•(x)  =  (7x  —  '2)  (ôx  —  2)  (x'  —  X 


!)• 


«»».  Au  lieu  (leelierclier  la  fi'ansfonnée  F (j/ )::=()  («»€), 
on  peut  déterminer  directement  les  racines  fractionnaires 
de  la  proposée.  Cette  recherche  est  fondée  sur  la  proposi- 
tion suivante,  dont  la  démonstration  ne  saurait  einltar- 
rasser  le  lecteur. 

300.  Théorème  V.  —  Si  la  fraction  irréductible  ^  est 
racine  d'tme  équation  f(x)  =  0,  à  coefficients  entiers  : 
1"  a  divise  le  dernier  terme;  2"  (3  divise  le  coefficient  du 
premier  terme;  5"  le  quotient  de  f  (x),  par  [3x  —  x,  est  un 
polynôme  à  coefficients  entiers. 

:iOi.  Application.  —  Soit,  comme  précédemment, 

f{x)  =  21  x'  —  41x''  -+-  ibx'  —  24x  -+-  4  =  0. 
Les  fractions  à  essayer  sont  !,  ^,  *,  |,  *.  Les  cocni- 


IIKCIIERCHE  DES   RACINES  COMMEKSUUABLES.         27."; 

cienls  des  (|uo(ieiils  coirespoiidaïUs  soiK,  par  la  iviile  con- 
nue (950,  II). 

1 

!2l  —  54       »       »        »     _-  n'est  pas  raenie. 
5 

\ 

!21  —  58       »        »        »    —  n  est  pas  racine. 
7 

2 
21  —  27  -H  27  —  0     0    -  est  racine  (*). 

ô 

>■> 
21  —  21  -+-  21       0  -  est  racine. 

7 


■.imite  du   nombre  dos  raolue»  fractionnaire.**. 

30«.  Le  Théorème  II  s'applique  aux  racines  fraction- 
naires comme  aux  racines  entières,  pourvu  que  n  soit  pre- 
mier avec  le  coefficient  du  premier  terme  de  /"(.r)  (**). 

£âre*<rtoe«. 

I.  Trouver  les  racines  commensurables  des  équations 

Gx*—    19ic'-+-    28x-'—    18x-H    4  =  0, 

Sx'—    38x'-H    49a'—    22x -+-    ô  =  0, 

G4x*  —  528x''  -+-  574x'  —  ôdôx  -+-  90  =  0. 

II.  Résoudre  complètement  les  équations 

.T^*—  2.r  *—  Gx'  -t-  4x'^  -+- 1 5  X  +  G  ==  0 , 
X*—  i2x»-^o4x*—  104x'H-45x--h108x— 108  =  0 , 
a;*—  1 2x'-^DDx''-92x*— 9x*-h2  1 2x^  - 1  d5x-— 108x- 1 08=0. 
21x''— 8dx'— 2  593x*-+-4  806x'—  5  548x'--^2  872x— 480  =  0. 

(*)   Le  quoliem  de  f{x)  par  x  —  |  étant  21x" — :27x*-+-27x — 6,  nous 
avons  divisé  ce  polynôme  par  x  —  f  :  le  second  quotient  est  21  (x- — x-4-  1; 
(**)  Nouvelles  Annales,  t.  XVIII. 
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III.  Trouver  les  valeurs  entières  de  x  ei  de  u  qui  véri- 
licni  Ifs  ('quations 

a;*  -+-  y  -4-  :2x*»/  -t-  2x»/*  =  946, 
j-^ -4-  / -h    X-    -t-     if    =18«. 

IV.  Même  reciiei'i-lio  |)oiir 

j'  -4-  î/^  =  I  343,     x''  -+-  ^'  =^  1 1 6  807. 

V.  Résoudre  les  équations 

X-+- y-4-x  =  48,     x--t- »/--+- r-^  770,     x'-+-y'-+-~"^  12  ô84. 

VI.  Décomposer  le  nombre  ^^  en  quatre  parties  telles, 
que  le  triple  de  la  première,  le  tiers  de  la  deuxième,  le  cube 
de  la  troisième  el  la  racine  cubique  de  la  quatrième,  soient 
des  nombres  égaux  entre  eux. 

VII.  Résoudre  complètement 

115.  " 

5  (x  —  \)  x"  -\-  4x'  (x"  —  \)  —  x"  -+-  I  =  (). 

VIII.  Résoudre  l'équation 

[(x^  —  2(r  —  6*)  (x*  —  o*  —  26-)  -+-  9«-6-]- 
-4-  W  (x*  —  n^  —  ibj  -+-  46*  (x*  —  2a'  —  6-j^  —  lOSoV/  =  0. 

Racines  : 

X  =  o  -+-  6 ,     X  =  a  —  6 ,     X  ^  0. 

IX.  Théorème.  —  Dans  toute  équation  à  coefficients 
entiers  :  1"  /e  dernier  ternie  est  divisible  par  le  produit  des 
racines  entières  et  par  le  produit  des  numérateurs  des 
racines  fractionnaires;  2"  le  coefficient  du  premier  terme 
est  dicisible  par  le  produit  des  dénominateurs  de  ces  der- 
nières racines. 
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CHAPITRE  XVII. 

DES  RACINES  COMMUNES  A  DEUX  ÉQUATIONS. 
Préllnilnaii'ex. 

303.  La  résolution  des  équations  du  premier  degré  est 
l'ondée  sur  la  pr(tposition  suivante  :  On  peut  remplacer  le 
si/stènie  de  deux  équaliotts,  par  un  autre  si/stènie  formé 
des  proposées  et  de  l'équation  qu'on  obtient  en  les  ajoutant 
membre  à  membre,  après  avoir  multiplié  l'une  d'elles  par 
un  facteur  constant  /  {B.,  Alg.,  Go).  Ce  prineipe,  qui  sub- 
siste pour  les  équations  de  degré  queleonque,  peut,  étant 
convenablement  modilié,  s'appliquer  à  la  recherche  des 
racines  communes  à  deux  équations  algébricfies 

F.(x)  =  0,     F,(x)  =  0.  (1) 

En  elïét,  si  ces  équations  ont  une  raeine  commune  «, 
celle-ci  satisfait  à  I  équation 

F,  (x)  -H  ;  F,  (x)  =  0. 

Réciproquement,  toute  racine  commune  aux  équations 

F,(x)  =  0,     F,(ar)-+-/F,(x)  =  0,  (2) 

est  une  racine  de  l'équation  Fj  (x)  =  0.  Par  conséquent,  lo 
système  (2)  éc^uiiaut  au  système  (1). 

Pins  grand  commun  diviseiii*  de  deux  polynômes. 

304.  Avant  d'aller  plus  loin,  remarquons  que  si  les  équa- 
tions (1)  admettent  plusieurs  racines  communes  a,  b,  c,  ..., 
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A,  leurs  premiers  membres  sont  divisihles  par  le  pioiliiii 

{x  —  a){x  —  6)  (x  —  (•) ...  (x  —  k) 

(les  fadeurs  correspondant  à  ees  racines,  el  (ju'il  en  est  (k- 
même  pour  les  premiers  membres  des  équations  (^j.Si  ion 
convient  d'appeler  plus  grand  commun  diviseur  de  deux 
polynômes  entiers  9  (r),  ^  (x),  le  produit  des  facteurs  du 
premier  degré,  de  la  forme  x  —  a,  communs  à  ces  poly- 
nômes, on  voit  que  le  plus  grand  commun  diviseur  des 
polynômes  F,  (x)  et  F^(x),  est  égal  au  plus  grand  commun 
diviseur  des  poh/nô)nes  Fgfx)  et  F,  (x) -h /F2  ("'')• 

305.  Les  conclusions  précédentes  subsistent  si  Ton  rem- 
place la  constante  l  par  une  fonction  de  x,  pourvu  que  cette 
fonction  ne  devienne  pas  infinie  pour  une  valeur  de  x  satis- 
faisîUit  an  système  (I)  ou  au  système  (2)  :  en  jtarticulier, 
>.  peut  être  un  polynôme  entier,  déterminé  de  façon  cpie  le 
second  système  soit  plus  simple  que  le  premier. 

En  elfet,  en  supposant  le  degré  de  F,  (x)  égal  ou  su|ié- 
ricur  au  degré  de  F^ix),  divisons  le  premier  polynôme  par 
le  second,  de  manière  à  obtenir  un  quotient  entiei  Q  et  un 
reste  F2(x),  de  degré  moindre  que  le  diviseur.  A  cause  de 

F.(x)  =  F,(x).Q  +  F3(x), 

si  nous  prenons  /  =^  —  Q?  le  système  (2)  se  rédin't  à 

F,(x)  =  0,     F3(x)  =  0. 

Conséquennncnt,  les  ravines  communes  aux  l'fjualioiis 

F,(x)  =  0,     F,(x)  =  0,  (i) 

sont  les  mêmes  que  les  racines  vonnnunes  aux  (-(lualions 

F,(x)  =  0,     F,(x)  =  0,  (5) 

F-,  (x)  étant  le  reste  de  la  division  de  ¥'^(\)  par  Vi{\);  ou, 
ce  qui  est  équi\alrnl  : 
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Le  plus  grand  cominun  cliviffeur  de  deux  poli/nùmes  est  le 
même  que  le  plus  (jrand  commun  diviseur  entre  l'un  d'eux 
et  le  reste  de  ta  division  de  l'autre  par  celui-ci. 

30e.  Remarque.  —  Si  Fj  (x)  est  exactement  divisible 
parFaCa;),  ce  second  polynôme  est  le  [)his  grand  commnn 
divisenr.  En  même  tenij)s,  toutes  les  racines  de  léquation 
F2  (.r)  =  0  appartiennent  à  F,  (x)  =  0. 

SOî.  Les  raisonnements  précédents  s'appliqncnl  au  sys- 
tème (3),  puis  à  celui  qu'on  en  déduirait  comme  le  sys- 
tème (3)  a  été  déduit  de  (1);  etc.  Donc,  après  avoir  divisé 
F,  (x)  par  F^  (x),  on  divise  ce  second  polynôme  par  le  reste 
F5  (x),  puis  ce  premier  reste  par  le  deuxième,  et  ainsi  de 
suite,  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  un  reste  F„  (x)  qui  divise 
exactement  le  reste  précédent  :  ce  dernier  reste  est  le  plus 
fjrand  commun  diviseur  des  polynômes  Fj  (x),  F.2(x);  et  les 
racines  de  l'équation  F„(x):=0  sont  les  racines  communes 
aux  équations  F,  (x)  =  0,  Fg  (x)  =  0. 

308.  Remarques:  —  I.  Si  l'on  arrive  à  un  reste  numé- 
l'ique,  les  équations  F,  (.r)  =  0,  F2(x)  =  0  n'ont  aucune 
racine  commune;  et  leurs  premiers  membres  sont  dits 
premiers  entre  eux. 

II.  Dans  la  recbcrclie  du  plus  grand  commun  diviseur 
de  deux  polynômes,  on  peut,  afin  de  simpliller  les  calculs, 
midtiplier  par  un  facteur  numéiiquc  arbiliaire,  soit  un  divi- 
dende quelconque,  soit  même  un  dividende /)ar^«e/ ([uel- 
conque.  En  effet,  l'introduction  de  ces  quantités  numériques 
n'altère  pas  les  facteurs  de  la  forme  x  —  a,  communs  aux 
polynômes  proposées, 

III.  Les  explications  précédentes  suffisent  lorsque,  comme 
nous  l'avons  supposé,  les  deux  polynômes  donnés  sont 
fonctions  d'une  seule  lettre.  La  recbercbe  du  plus  grand 
commun  diviseur  de  deux  polynômes  contenant  deux  ou 
plusieurs  lettres;  et,  à  plus  forte  raison,  la  théorie  com- 
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plt'ie  (h(  plus  <jr(ind  commun  diviseur  cxiiicrait  des  dévelop- 
|K'mcnis  dans  lesquels  nous  croyons  ne  pas  devoir  entrer. 
30».  Application. 


F,  (x)  =  2a-''  -f-  x»  —  X*  —  2x'  - 
F.2  (x)  =  2x*  -t-  5x^  -+-  4x-  -+-  X 

Voici  le  tableau  des  calculs  : 


-+-  2x  —  1 , 


2x* 


X*— 2x'-t-  x'-+-2x— 1  !  2x*-+-Dx'-+-4x'-+-T— 2 


—  2x*^— 3x'— 4x*—  x'-+-2x^ 

j        a;'_    X— 1 

— 2x'' — 5x* — Dx'-f-  5x^-»-2x- 
-4-2x*-4-'5x*-t-4x^-f-  x^ — 2x 

-1 

— 2x*-t-  x'-4-4x*         - 
-+-2x*-4-ôx^-»-4x'-t-  X- 

-1 
-2 

4x'-+-8x--t-  X- 
2x*-+-3x'-+-   4x*-H     X — 2 

-3  =  F,(x). 
4x'-+-8x*-f-x — 5 

(*)     4x*-+-Gx^-+-  8x*-+-  2x— 4 
— 4x* — 8x'—     x^-f-   Dx 

x-l 

— 2x'-+-   7x^-4-   5x— 4 

{*)          — 4x^-4-I4x'-t-10x— 8 

-4-4x^-+-   8x^-+-     X — 5 

n  22x^-+-Hx— il 
2x'-t-     X— 1 
4x'-+-   8x--t-     X— 5 

=  F,(x). 
2x'+x— 1 

— 4x^ —  2x--4-  2x 

2x  -+-5 

6x*-t-  DX — 5 

La  troisième  division  se  faisant  exactement,  le  plus  grand 
commun  diviseur  des  j)olynômes  donnés  est 

F,  (x)  =  2x*  -+-  X  —  1  (**). 


(*)  Le  premier  et  le  secoml  tliviileiide  ont  été  imilti|iliés  par  2;  le  reste 
a  été  divisé  |uir  1 1.  Le  hiiiùnie  .r  —  t  nVst  lione  pas  le  (luotieiu  de  F,  (x) 
par  Fj  (x)  -.  ce  quotient  serait  ^  j-  —  \. 

{")  On  iilulùl  x»-+-^x  -  i. 
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Par  suite,  les  laciiies  communes  aux  équations  F^  (a;)  =  0, 
F,  (ac)  =  0,  sont  données  par  2.î^  -hx  —  1  :^=  0.  On  trouve 

310.  Remarque.  —  La  métliode  des  racines  commensu- 
rables  («80,  «»5),  appliquée  aux  équations  Fj  (3c)  =  0, 
F2(x)  =  0,  aurait  l'ait  découvrir  que  les  premiers  mem- 
bres sont  divisibles  par  (x -J-  \){x  —  \).  Supprimant  ce 
facteur,  on  serait  arrivé  aux  équations 

a;*  —  2x  -+-  I  =  0 ,     ar-  -V-  X  -t-  2  =  0 , 

dont  les  premiers  membres  sont  premiers  entre  eux.  On 
voit  donc  que,  avant  d'c/feduer  l'opération  du  plus  grand 
commun  diviseur,  sur  les  premiers  membres  de  deux  équa- 
tions données,  on  doit  chercher  les  racines  commensurables 
de  ces  équations. 

JBjre«*ctce». 

r.  Trou\er  les  racines  communes  aux  équations 

a;"  -+-  X*  —  /t^x^  -\-  1 9x-  -+-  '29x  -+-4  =  0, 
2x*  —  \  6x'  -+-  25x-  —  ±x  —1=0. 

II.  Même  recherche  pour  les  équations 

a;*  —  13a;*  -+-  8x'  -+-  \ 9x-  -+-  Sx  -+-  1  =  0, 
5x*  —  26x'  -4-  \  2x-  -H  1 9x  -+-4  =  0. 

III.  Théorème.  —  Soient  Fq,  F^  deux  polynômes  à  coef- 
ficients entiers,  dont  les  degrés  sont  m,  m  —  1.  Soit  Fo  le 
reste  de  la  division  de  Bl  Fq  par  F,| ,  Bq  étant  le  coefficient 
du  premier  terme  de  F,.  Soit,  semblablement,  Y-  le  reste 
de  la  division  de  ClFi  par  F2,  Cg  étant  le  coefficietil  du 
premier  terme  de  Fa-  Si  les  degrés  des  restes  Fg,  Fj  sont, 
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comme  il  arrive  ordinairement,  m  —  2,  m  —  5,  le  deuxièmf 
reste,  F3,  est  divisible  par  Bo  (*). 

IV .  Appliquer  le  lliéorèrne  précédent  à  la  recherche  du 
plus  grand  commun  diviseur  entre 

Pj  =  X*  -4-  a"'  -+-  2x*  -+-  x  -+-  I ,     F,  =  7a'  -t-  4x'"'  -+-  x  -+-  I . 

Résultat  : 

F2=79xV59x-f-46,  F^^— 7'(426x— 87),  F^=R=70M  (iC:.. 


CHAPITRE  XVIII. 

THÉORIE  DES  RACINES  ÉGALES. 
Pi'élimlnaires. 

31t.  Lemme.  —  Si  une  équation  f(x)  =  0  )i'n  ))as  de  ra- 
cines égales,  les  polynômes  f(x),  f '(x)  sont  premiers  entre  eux. 
Soit 

f[x)  =  (x  —  a)  [x  —  h)  (x  —  c) ...  (x  —  k)  (x  -  /); 

d'où  (t«8) 

/  (x)  •         • 


X  —  a       X  —  b  X  —  / 

Le  binôme  x  —  a  divise  les  polynômes  entiers  ~j,,  ■■■. 
^^;  mais  il  ne  divise  pas 

ii^  =  (,.  _  h)  (x  _  c)...  (x  -  A-)  (x  -  0  : 
X  —  a 

(•)  Ce  Ihoorème  esl  du,  en  partie,  à  M.  Labalie  (Méthode  d'climination 
par  le  plus  grand  commun  diviseur,  2'  édition,  p.  8).  Mais  la  dénioii- 
slration  de  rauteur  exige  que  les  cooffîcienls  de  F^,  F,,  soient  des  poly- 
nômes: ce  qui  n'est  pas  nécessaire  (Mclanges  viatlivmaliqucs,  p.  ioi). 
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ce  binôme  n'esl  doue  pas  l'acU'ur  de  /'  (x).  Le  niéme  raison- 
nement est  applicable  an\  binômes  x  —  b,  x  —  c,  ...,x —  /; 
donc  /"(r)  cl  f'{x)  sont  premiers  entre  eux. 

212.  Tin'ionÈME,  —  Si  une  équation  f(x)  =  0  a  des  ra- 
cines égales,  les  polynômes  f(x),  f'(x)  ont  un  plus  tjrand 
commun  diiisenr  formé  du  produit  des  facteurs  correspon- 
dant aux  racines  égales,  chacun  d'eux  étant  pris  une  fois  de 
moins  que  dans  f  (x). 

Pour  fixer  les  idées,  supposons  que  Téquation  /'(.r)  =  0 
ait  p  racines  égales  à  a,  q  racines  égales  à  b,  r  racines 
égales  à  c,  et  un  certain  nombre  de  racines  simples.  En 
représentant  par  cp  (x)  (*)  le  produit  des  facteurs  corres- 
pondant à  ces  dernières  racines,  nous  aurons 

/•  (x)  =  (x  -  a)"  (x  -  h)"  (x  -  (■)'■  y  (x).  (  1  ) 

Par  suite, 

/■'  {^)  V      _^      7      ^      ''      ^  ■  '  (-^^ 

/'(x)        X  —  a       X  —  h       X  —  c        V  (x) 
et 

/■'  (j)  =  D  [i  (x)  -+-  (X  -  a)  (x  —  h)  (x  —  c)  -J  (x)] , 

si  l'on  fait,  pour  abréger  : 

''       •        '^       •        '      '  (a-  —  o)  (x  —  /;)  (x  —  f  )  y  (x) 


(2) 


—  a       X  —  6       X  - 

D  =  (x  —  «)''-'  (X  —  h)'-'  (x  —  c)"-'. 

delà  posé,  les  polynômes  /"(x),  f  {x)  sont  divisibles  par  D. 
De  plus,  le  raisonnement  employé  ci-dessus  (sil)  montre 
(jue  les  quotients  —-?  '—^  sont  premiers  entre  eux;  donc 
/(x)  et /"(oc)  ont,  pour  plus  grand  commun  diviseur,  le 
produit  D. 

C)  Si  réquation  proposée  n"a  que  des  racines  muitiples,  f  (x)  se  réiluil 
à  rmiil»^ 
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313.  Corollaire.  —  Pour  qu'une  équation  f(x)  =  0  ait 
(les  racines  éf/alcs,  il  faut  et  il  suffit  que  les  polynômes  f(x), 
r  (x)  aient  un  commun  diviseur,  ou,  ce  qui  est  équivalent, 
que  celle  équation  et  l'équation  dérivée,  f '  (x)  =  0,  aient  une 
ou  plusieurs  racines  communes. 

nédiictloii  d'une  équation  qui   a  des  racines  égales. 

314.  Les  explications  précédentes  montrent  comment  on 
peut  reconnaître  qu'une  équation  f(x)  =  0  a  des  racines 
égales.  On  peut  aller  plus  loin  et  ramener  la  résolution  de 
f  (x)  =  0  à  la  résolution  d'autres  équations  donnant,  respec- 
tivement, les  racines  simples,  les  racines  doubles,  les  racines 
triples,  ...,  de  la  proposée,  abstraction  faite  des  degrés  de 
multiplicité  de  ces  racines. 

Représentons  par  X,  le  produit  des  facteurs  correspon- 
dant aux  racines  simples,  par  Xo  le  produit  des  facteurs 
correspondant  aux  racines  doubles,  par  X5  le  produit  des 
facteurs  correspondant  aux  racines  triples,  .,.,  chaque  fac- 
teur étant  pris  une  seule  fois;  et,  pour  fixer  les  idées,  sup- 
posons que  la  proposée  n'ait  aucune  racine  dont  le  degré 
de  multiplicité  surpasse  4.  Xous  aurons 

f{x}  =  X,XlXlXl 

Soit  D  le  plus  grand  commun  diviseur  entic  f(x) et  f'{x)  : 
d'après  le  théorème  ci-dessus,  D  =  XoXsX^. 

J)e  même,  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  Detsa 
dérivée  est  Dj  =  X3XI. 

De  même  encore,  le  plus  grand  commun  diviseur  entre 
D)  et  sa  dérivée  est  D2  =  X4. 

Do  ne  contenant  plus  de  fadeurs  multiples,  le  plus  grand 
commun  di\iseur  D3,  entre  ce  polynôme  et  sa  dérivée, 
serait  l'unité. 
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Divisons  f{x)  p;ir  D,  D  par  D,,  de;  nous  aurons  ; 

D 
D, 

Dî 

—  =  Qi  =  Xj. 

En  troisième  lieu,  diNJsons  Q  par  Q,,  Qj  par  Q2,  etc.; 
nous  aurons  enfin  : 

Q  Q.  Qi 

Les  équations  cherchées  sont  donc  : 

X,  =  0,    X,  =  0,    X3  =  0,    X,  =  0. 

315.  Remarques.  —  I.  L'équation  Q  =  0  admet  toutes 
les  l'acines  de  hi  proposée,  mais  chacune  d'elles  une  fois 
seulement. 

IL  A  cause  des  longs  calculs  qu'exige  la  méthode  des 
racines  égales,  on  doit,  avant  de  l'appliquer  à  une  écjualion 
proposée,  s'assurer  que  celle-ci  n'admet  aucune  racine  com- 
mensurable. 

IIL  La  remarque  précédente  et  les  théorèmes  I  et  II, 
énoncés  ci-après,  prouvent  (\nil  est  inutile  d'appliquer 
la  méthode  des  racines  égales  aux  équations  des  cinq  pre- 
miers degrés. 

3ie.  Application. 

f{x)  =  x«  —  7x*  -t-  4x'  -4-  7x'  —  l>x  —  2  =  0. 
Le  plus  grand  commun  diviseur  entre  f(x)  et  f  (x)  est 
D  =  x"  —  X  —  1 . 
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On  a  ensuite 
puis  : 

D         ^  D,       ^ 

Q 

—  =  X,  =  JL-  -H  i>x  —  :>,     Q,  =  Xi -=  X-  —  X  —  1  ; 

Q. 

donc 

f{x)  =  (x-  -+-  i>x  —  2)  (x-  —  X  —  1)-. 


I.  Théorème.  —  Si  une  équation  a  une  seule  racine  mul- 
tiple, cette  racine  est  commensiirabJe  (*). 

II.  Théorème.  —  Si  une  équation  a  des  racines  dont  les 
degrés  de  multiplicité  soient  différents  les  uns  des  autres, 
ces  racines  sont  commensurables  (*). 

III.  Théorème.  —  Si  f  (x)  est  divisible  par  (x  —  a)",  a  est 
racine  des  équations 

f{x)  =  0,     /■'W  =  0,     A"(x)  =  0,...,     f'"^{x)  =  0: 

et  réciproquement. 

IV.  Exprimer  que  l'équation  r"' +  ;)x" -t- </ =  0  a  une 
racine  double. 

V.  Résoudre  complètement  l'équation 

4x«  —  ô2x'  -+-  1 2 1 x'  —  2:>9x'  -+-  23 1  x'  —  1  o2x  H-  44  =  0. 
Résultat  : 


X 


=  -(ôd=l    71/- l),    x  =  -(3=bV/Tî»l    -I 


(*)  Il  est  soiis-enleiHlu  nue  les  coefficients  de  l'équation  sont  commeii 
jurables. 
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\  1.  Même  rcclieivhc  pour  Téquation 

2x»  -f-  a;"  —  4x'  -4-  x*^  —  Gx'  —  x*  —  4x'  —  x*  —  2x  —  1  =  0. 
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Résultat  : 
.r=|±:\/â,  x=i(l±l/3l/^),  x  =  -i0rbl/3V/^). 

VII.  Késoudre  Téquation 

a'x'  —  ôa'x»  -+-  W (  1  -+-  «') x'  —  (Jrt-x^*  —  Gfra' 
-+-  4 (I  -+-  a-) x'  —  5x  -4-  1  =  0. 

Résultat  : 

X  =  —  I ,     a-x*  —  2a-x"  -+-  2x  —  1=0. 

VIII.  Théorème.  —  Soit  f(x)  =  [x(l— x)]°  :  l'équation 
1"'"'  (x  )  =  0  a  toutes  ses  racines  comprises  entre  ^  et  \. 

(Gauss.) 

IX.  Théorème.  —  Soit  f(x)  =  XiX2X5 ...;  soit  D  le  plus 
(jrand  coniînun  diviseur  entre  f(x)  et  f  (x);  soit  enfin  D' 
la  dérivée  de  D  :  le  plus  grand  commun  diviseur  entre 

^^  et  4^  est  X,.  (OsTROGRADSkI.) 


CHAPITRE  XIX. 

THÉORÈME  DE  STURM  (*). 


317.  Le  théorème  que  nous  allons  exposer  fait  connaître 
exactement  le  nombre  des  racines  d'une  équation  proposée, 
comprises  entre  deux  quantités  quelconques.  Au  point  de 

(*)  Charles  Sturui,  géomètre  profond,  professeur  remarquable  et  homme 
excellent;  né  ii  Genève,  le  29  septembre  1803;  mort  à  Vanves,  près  de 
Paris,  le  18  décembre  18oo. 
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vue  de  la  théorie  pure,  il  est  beaucoup  plus  satisfaisant  que 
les  Théorèmes  de  Descartes,  de  Rolle,  de  Fourier  (*),  ...  : 
on  pourrait  dire  qu'il  est  la  peifection  même.  Malheureu- 
sement, les  calculs  qu'il  exige  en  rendent  l'application  fort 
difTlcile,  dès  que  l'équation  s'élève  au  cinquième  dejrré. 

318.  Soit  V=0  une  équation  qui  n'a  pas  de  racines 
égales.  Soit  Vj  la  dérivée  de  V.  Concevons  que  Ton  cherche 
le  plus  grand  commun  diviseur  entre  V  et  V,,  en  ayant 
soin,  après  chaque  division,  de  c/ianr/er  le  signe  du  reste. 
Soient  V2,  V3,  ...,  V^  (**)  ces  restes  ainsi  modifiés  :  V^  est 
numérique,  attendu  que  V^  et  V|  sont  premiers  entre  eux. 
Cela  posé,  on  a  la  proposition  suivante  : 

31».  TnÉORKME.  —  Si,  dans  la  suite  des  fonctions 

V,     V,,     V„  ...,     V„  (A) 

on  remplace  x  par  des  quantités  quelconques  a,  |3;  l'excès 
du  nombre  de  variations  de  sigties  que  présente  la  suite 
pour  \  =  a ,  sur  le  nombre  de  variations  qu'elle  présente 
pour  x=  [3,  égale  le  nombre  des  racines  de  V=0,  comprises 
entre  a  et  [3.  (On  suppose  a.  <  jS.) 

Démonstration.  —  1"  Si  l'on  l\nt  croître  r,  d'une  manière 
continue,  depuis  a  jusqu'à  [3,  les  lonciions  conservent  leurs 
signes  respectifs,  tant  qu'aucune  d'elles  ne  s'annule  :  le 
nombre  des  variations  de  la  suite  (A)  sera  donc  ce  qu'il 
était  pour  x  =  a. 

!2°  Deux  fonctions  consécutives  ne  peuvent  s'annuler  e)i 
même  temps. 

La  proposition  est  visible  pour  les  fonctions  V,  V,,  puis- 
qu'elles n'ont  aucun  facteur  commun.  Soient  donc  trois 

n   Vo/rp. -224. 

(**)  Ces  noialioDS  sont  celles  que  Slurin  a  employées  dans  le  célèbre 
Mémoire  présenté,  en  \8'29,  à  l'Académie  des  sciences  de  Paris. 
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fondions  intermédiaires  quelconques,  V„  ,,  V„,  V,,;.,.  On 
a,  enlre  ces  quantités,  In  rcI;iiion 

V„-.  =  V,.Q„-V„^,,  (1) 

Q„  représentiuU  le  quotient  de  V„_,  par  V, .  Si  les  fonc- 
tions V„,  V,,^.,  s'annulaient  pour  une  même  valeur  de  x, 
x  =  '/,  cette  valeur  annulerait  aussi  V„_,  ;  et,  en  remontant 
dans  la  suite  des  égalités  dont(1)  est  le  type,  on  trouverait 
que  x  =  y  annule,  siniultanéincnt,  V  et  Vi  (*). 

3°  Si  une  valeur  parliculière  de  x  annule  une  fonction 
intermédiaire,  la  fonction  précédente  et  la  fonction  sui- 
vante présentent  une  variation. 

En  effet,  lorsque  V„==0,  régalité(l)devientV„_j=— V„^,. 

4°  Tant  que  x  ne  devient  pas  égal  à  une  racine  de  V=0, 
le  nombre  des  variations  de  la  suite  (A)  est  constant. 

Soit  '/  une  valeur  de  x  qui  annule  V„.  Soit  h  une  quan- 
tité assez  petite  pour  que,  de  x=-/ — h  à  x=y-\-h,  aucune 
des  fonctions  V„_,,  V„+,  ne  s'annule.  Les  signes  des  résul- 
tats peuvent  être  figurés  ainsi  (**)  : 

v„_.       v„      v,,^, 

X  =  y  —  h  -f-  »  — 

X  =  7/  -+-  0  — 

X  ^^y  -\-  Il  ■+-  »  — 

Or,  quels  que  soient  les  signes  que  l'on  attribue  à  V„, 
dans  la  première  ligne  et  dans  la  troisième,  les  trois  fonc- 
tions présentent  et  conservent  une  seule  variation. 

5°  Lorsque  x  devient  égal  à  une  racine  a  de  V=0,  la 
suite  (A)  perd  une  variation, 

(*)  On  peut  aussi  procéder  par  voie  descendante  ;  et  alors  on  arrive  à 
ceUe  conclusion  absurde,  que  la  quantité  nMff^é^■g^^eVr  s'annule  pour  x=y. 

(**)  Pour  fixer  les  idées,  nous  supposons  que,  des  deux  quantités  V„-i, 
\n+i,  égales  et  de  signes  contraires  pour  a;='x,  la  première  soit  positive 
pour  cette  valeur  de  x. 
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Si,  de  x  =  a  —  h  à  x  =  a-i-/t,  la  fonction  V,  reste  posi- 
tive, la  fonction  V,  qui  a  pour  dérivée  V,,  csl  croissante 
(l«»);  donc  elle  passe  du  négatif  au  positif.  Au  contraire, 
si  la  dérivée  Vj  resfe  négative,  la  fonction  V  est  décrois- 
sante :  elle  passe  du  positif  au  négatif.  Dans  les  deux  cas,  les 
fonctions  V,  Vj  présentent  une  variation  pour  x  =  a  —  h, 
et  une  permanence  pour  x  =  a  +  li. 

G"  Puisque  la  suite  (A)  perd  une  variation  chaque  fois 
que  X  devient  égal  à  une  racine  de  l'équation  V=0,  com- 
prise entre  a  et  [3,  autant  il  y  a  de  ces  racines,  autant  il  y 
a  de  variations  perdues.  C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

380.  Application.  —  Combien  l'équation 


"■Ir^ 


1  =0 


a- 1 -elle  de  racines  positives? 
Voici  le  tableau  des  calculs 


V  =    X*  -    2x-  -+-      X  —  1 

4x^ — 4x-t-  I^V, 

4x*—    8x*-4-    ix  — 4 

X 

—  \\,  =        —    4x"  -+-    ôx  —  4 

4x*               —    4x  -4-  1 

4x- — Dx-i-4 

-+-    ÔX"  —    8x  -f-  1 

X  -+-  ô 

■I2x-  — 52.»-+-  4 

—  V-  =                     —  2ÔX  —  S 

4x"  —    ôx  -t-  4 

MO 

1   2ÔX  -4-  8 

] 

2  IIGx-—  1  a87x  h-  2 

92x—  101 

—     75G 

—  2  525x  -4-  2 

Tiïï 

-♦- 

SOS 

-  V,  =                                         2 

924. 

Ainsi  : 

V  =    x'—  2x'  -t   X—  1.     V,  = 

=  4x^' 

—  4x  -f    1, 

Vj  =  4x'-  —  ôx  -+-  4 ,     Vs  =  2Ô.1 

•-4-8 

,     V,  =  -2  021. 
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(^n  a  ensuite  : 

V  V,  V,  V:,  V. 

X  =  0  —         -+-  -+-  -\-         — 

ar  =  -4-oc-f-  -f-  H-  -+■  — 

L'équation  a  donc  une  seule  racine  positive. 

:«»!.  Remarques.  —  I.  Conformément  à  une  remarque 
déjà  laite  (309),  nous  avons  multiplié  certains  dividendes 
par  4  et  par  25^  =  529.  Les  facteurs  que  Ion  introduit 
ainsi,  dans  le  dessein  de  simplifier  le  calcul,  doivent  être 
essentiellement  positifs. 

IL  Le  Théorème  de  Sturm  est  applicable,  moyennant 
quelques  modifications,  à  une  équation  (|ui  a  des  racines 
égales.  Si,  d'ailleurs,  au  lieu  de  trouver  un  reste  numé- 
rique —  Vr,  on  arrive  à  une  fonction  ^  ,„  qui  divise  exacte- 
ment la  fonction  précédente,  on  remplacera  la  proposée 
pj,i'^=0  (314);  et,  au  lieu  de  la  suite  (A),  on  prendra 

L  1^  Il       Li  =  i 

V,;  V,;  V,,,'  ■■■■'  v,„ 

Conditlous  de  réalité  des  i-acines. 

3«».  Le  Théorème  de  Sturm  donne,  de  la  manière  la 
plus  simple  possible,  les  conditions  nécessaires  pour  (|u'une 
équation 

x'"  -+-  A,x"'~*  -+-  AoX"*~'  -f-  •••  -I-  A,„  ,x  ■+■  A,„  =  0, 

dont  les  coefficients  sont  inconnus,  ait  toutes  ses  racines 
réelles.  Pour  qu'il  en  soit  ainsi  :  \°  la  suite  (A)  doit  renfer- 
mer m-t-  1  fonctions;  2**  les  coefficients  des  premiers  termes 
de  ces  fonctions  doivent  être  positifs.  En  effet,  si  ces  deux 
conditions  n'étaient  pas  remplies,  la  suite  (A)  ne  pourrait 
j»erdre  m  variations,  de3c  =  —  oo  àa'  =  -+-oo. 

Le  nombre  des  inégalités  de  condition  semble  donc  être 


2o2  ALGEBRE. 

m-h  \.  Mais,  comme  les  premiers  termes  des  fonctions 
V,  V,  sont  x"",  mx"*"',  ce  nombre  se  réduit  à  m —  1  (*). 
H93,  Application  au  troisième  degré.  —  Soit 

V  =  x'  -+-  />x  H-  r/  ; 
d'où  résultent  : 

V,  =  3x* -+-/;,     V^  =  —  2/JX  —  ôr/,     \s  =  —  ip^—27(i-. 

Les  conditions  énoncées  sont 

—  p>0,     —  4p'  — 27f/->  0; 

et  celles-ci  se  réduisent  à 

4/)'  -+-  "l'fj"  <  0. 

Ejcor'ricff». 

I.  Quelles  sont  les  conditions  de  réalité  des  racines  de 

l'équation 

x*-+- Ax--i- Bx-hC  =  0? 
Réponse  : 

A  <  0,     2 A  (A^  —  4C)  -I-  9B^  <  0, 
1  {]  {.V  —  iCf  —  4AIi-  (A-  —  ôfiC)  —  27B'  >  0. 

II.  Appliquer  le  Théorème  de  Sturm  à  l'équation 

V  =  X*  -4-  x'  —  !  5x'  —  1 9x  —  3  =  0. 

Résultats  : 

V,  =  4x' H-  5x'  —  30x  —  1 9,     V,  -=  \ 23x'  -+- 1 96x  -+-  29, 
V5=193  399x-t-  137  958,      V,  =  2  851  068  313  059. 

L'équation  a  toutes  ses  racines  réelles. 


(*)  Avant  Siurni,  lo  nombre  des  conditions  dont  il  s'agit  était  supposé 

al  à  — ^ Dans  corl 

peut  encore  être  réduite. 


égal  à  ^^—^ Dans  certains  cas,  ainsi  tiu'on  va  le  voir,  la  limite  m  —  I 


TIIÉOUÈME  DE   STURM.  2S5 

ni.  Même  question  pour  IV'(|Uiiliou 

V  =  x"  -4-  X*  —  X*  —  x'"  -f-  x-  —  a-  -+-  1  =  0. 

Résultats  : 

V,  =  Cx"  -<-  5x*  —  4x'  —  3x-  -f-  2x  —  1 , 
V,  =  Hx*-4-  14x'— 35x*-+-  51x  — 37, 
Vj  =  —  1  050x'  H-  1  683x'  —  1  731 X  -t-  597, 
V,  =  —  1 0  200  r)43x^  —  37  927  049x  -+-  U8  788  1 1 3 , 
V.s  =  2  971  279  748  993  533x  —  3  412  517  994  900  350  020, 
Vc  =  —  N;  le  nombre  N  a,  au  moins,  quaranle-qtialrc  chif- 
fres. 

L  équation  a  toutes  ses  racines  imaginaires  (*). 


CFIAPITRE  XX. 

ÉQUATIONS  DU  TROISIÈME  DEGRÉ  ET  DU  QUATRIÈME  DEGRÉ. 
Discussion  de  x^  -4-  px  -\-  q:=  {). 

384.  En  faisant  disparaître  le  deuxième  terme  (858) 
d'une  équation  quelconque  du  troisième  degré,  à  une  seule 
inconnue  et  à  coefficients  réels,  on  la  réduit  à  la  forme 

x'  -+-  px  -t-  </  =  0 ,  (  I  ) 

p  et  q  étant  des  quantités  réelles. 

Sans  rendre  l'équation  (1)  moins  générale,  on  peut 
supposer  le  dernier  terme  positif.  En  effet,  l'équation 

x'^  -i-  px  —  7  =  0,  (2) 

C)  Ces  deux  exemples  sont  tirés  d'un  Mémoire  de  M.  Midy,  publié  en 
1836.  Ils  justifient  ce  que  nous  avons  dit  ci-dessus  (aiï).  Remarquons 
d'ailleurs  que  les  longueurs  de  calcul,  inhérentes  à  l'applicalion  du  Théo- 
rème de  Sturm,  sont  précisément  celles  qui  rendent  presque  illusoire  la 
Métliode  des  racines  égales  (315,  II). 
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a  ses  racines  égales  el  de  signes  coniraircs  aux  racines  de 
réqualion  (1). 

Cela  posé,  si  le  coefïicient  p  est  positif,  il  résulte  immé- 
diatement, du  Théorème  de  Descartes,  que  réqualion  (\) 
a  une  seule  racine  réelle,  laquelle  est  négative  (*).  Par  con- 
séquent, pour  que  cette  même  équation  (1);)(//.s.se  aïoir  ses 
trois  racines  réelles,  ;)  doit  être  négatif.  Changeons  donc 
p  en  —  p',  et  discutons  l'équation 

.i""  —  p'x  M-  <jr  =  0,  (ô) 

en  supposant 

//  >  0,     7  >  0. 

Désignant  par  ij  le  premier  mcmhre,  et  faisant  varier  x, 
de  0  à  -\-\^p'  (**),  on  voit  que  la  fonction  y,  égale  à  (/  pour 
ces  valeurs  extrêmes  de  x,  a  un  minimum,  déterminé  par 
5x2  —  p'=zO  (t«4),  ou  x  =  -h  |/?^.  Suivant  que  ce  mini- 
nnim,  égal  à  q  —  ^p'  j/e!,  est  positif,  nul  ou  négatif,  1  equa- 
Jion  (5)  a  deux  racines  imaginaires,  ou  deux  racines  posi- 
tives égales,  ou  deux  racines  positives  inégales  (***). 

D'après  cela  : 

1"  La  condition  de  réalité  et  d'inégalité  des  trois  racines 
de  réqualion  (1)  est  q  <  |;j'  [/^^  ,  ou  '27 q-  <  4//'^,  ou  enfin, 
à  cause  de  p'=  —  /), 

V  -+-  '^77'  <  0  :  CO 

ainsi  qu'on  pouvait  s"y  attendre,  elle  est  indépendante  du 
signe  de  q  (****). 

(*)   A  cause  de  9  ^  0. 

(")  CeUe  dernièie  quauli(é  est  évidemment  une  limite  supérieure  des 
racines. 

(***)  On  rend  cette  discussion  encore  beaucoup  plus  simple,  si  l'on  con- 
sidère la  courbe  dont  1/  est  l'ordonnée. 

(*'*')  Cette  condition  a  été  trouvée  ci-dessus  ^3«3j,  au  moyen  du  llico- 
rème  de  Sturm. 
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2"  Si  4/>'-+-27r/^  =  0, 

réqiialion  (I)  a  deux  racines  éfjales. 
3°  Enfin,  h»  relahon 

4;>'  -+-  277-  >  0 

o\[)rimc  que  l'équation  (1)  a  deux  racines  inuif/inaires. 

325.  Remarques.  —  I.  La  condition  /)  <  0,  que  nous 
avons  trouvée  en  connmençant,  est  comprise  dans  la  rela- 
tion (4). 

IL  Quand  réqualion  (1)  a  ses  trois  racines  réelles,  les 
deux  racines  de  même  signe  sont  comprises,  l'une  entre  0  et 
db  (/— |,  l'autre  entre  ±  ^/_|  et  ±1/—^. 

Fquations  binômes  du   troi.<«ièiue  degré. 

3««.  Soit  d'abord  l'équation 

x'=\,  (0) 

qui  donne 

X  =  V^ï.  (6) 

En  la  mettant  sous  la  forme  x^  —  1=0,  ou 

(x  — 1)(x*-+-  x-t-  1)  =  0, 

on  voit  qu'elle  a  pour  racines 

\  _     

a;=l,     x  =  — -(l±l/5l/— l).  (7) 

Par  conséquent,  Vunilé  positive  a  trois  racines  cubiques; 

l'une  de  ces  racines  est  égale  à  -+-1,  et  les  deux  autres  sont 

imaginaires. 

8«'J.  Remarques.  —  L  Les  trois  valeurs  de  V^  —  \  sont, 

à  cause  des  formules  (7), 

\ 

x  =  —\,    x=-(l±\/5l/— 1). 
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II.  Des  deux  racines  cubiques  iinafjinaires  de  l'unité, 
l'une  est  le  carré  de  Vautre.  En  elîcl,  a,  (3  étant  ces  racines, 
on  a  simultanémenl,  à  cause  de  x^  h-  x  -i-  1  =  0  : 

a-  -V-  a  H-   1=0, 
S   -1-  a  =  —  I  ; 

donc  [i  =  a^. 

3*8.  Considérons  à  présent  l'équation 

x^  =  A,  (8) 

ou,  ce  qui  est  équivalent,  la  formule 

x=-V/Â;  (9) 

el,  pour  abréger,  supposons  A  >  0. 

En  représentant  par  a  la  valeur  réelle  de  r,  ou  la  vnleur 
arithmétique  devX,  et  posant  x  =  ay,  nous  réduirons 
l'équation  (8)  à 

y'=i.  (!0) 

Par  suite,  toute  quantité  positive  A  o  trois  racines 
cubiques,  que  l'on  obtient  en  multipliant  la  valeur  arithmé- 
tique de  vA  par  les  trois  racines  cubiques  de  l'unité. 

38S.  Plus  généralement,  si  a  désigne  une  valeur  quel- 
conque  de  v  X,  cl  que  0  et  0-  soient  les  racines  cubiques 
imaginaires  de  l'unité  (3:86),  les  deux  dernièi^es  valeurs  de 
VA  sont  a0  et  a0^,  même  lorsque  A  est  imaginaire. 

Ce  dernier  cas  donne  lieu  au  problème  suivant. 

330.  Phoblè.me.  —  Ramener  l'expression  Ç\-i-^\/Iir\ 
à  la  forme  a  -t  '^  \/ —  1 . 

De  


,-    -1, 
on  conclut,  en  élevant  au  cube, 

A  =  a'  —  ôar,     B  =  ôa°^  —  |3'; 
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cl ,  par  les  propriétés  dos  inodulivs  (*08), 


l/A*  -t-  B^  =  a-  -4-  fi-. 

tliminanl  (3'^  ou  a^  enirc  cette  équation  et  une  des  deux 
précédentes,  on  obtient,  en  représentant  par  -f  la  valeur 
|)0silive  du  radical,  soit 

(11) 
soit 

[\% 

Pour  fixer  les  idées,  considérons  Téquatioii  (11).  Elle  a 
au  moins  une  racine  réelle  aj  (*),  dont  on  pourra  trouver 
la  valeur  exacte  ou  une  valeur  approchée  (Cliap.  XVI  et 
XXIII).  Si  (3i  est  la  racine  correspondante  de  l'équation  (12), 
donnée  par  la  formule 


«'- 

3 

—  1- 
4' 

■'■'«- 

1 
-A 

4 

=  0, 

f- 

3 

■¥-^ 

i 

-B 

4 

=  0. 

p,=  ±V/,-^-af(-), 


les  trois  valeurs  de  |/Ah-BI/ —  1  seront 

331.  Application.  A  =  G5,  B  =  — 142.  On  a  d'abord 

^2^V/  24  589  =  i29, 
puis 

4«ï_87a  — G5  =  0; 
d'où 

«,  =  3,     [3,  =  -2. 


Ainsi,   l'une  des  valeiu's   de   ^65 —  1421/ — i    est 

(*)  Les  équations  (1 1),  (12)  ont  toutes  leurs  racines  réelles;  mais  celle 
circonslance  est  indifférenie,  quant  à  présent. 

(**)  L'équation  B  =  5a*3  —  /S-"  détermine  le  signe  de  /3j. 

17 
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5  —  2  V/ —  1.    Les    autres    valeurs    de    ce  radical   sont 

_Q.,/3)-(V5-.)i/:rT 


et 


_|^_V/5J-+-  tl/ô  +  lllZ-l, 


Résolution  de  i'équadon  x^  ~i-  px  -^  q  ^=0. 

338.  Ouand  on  clierclie  à  réduire 


X  =  f\  +  \/B  -1-  l^A  —  l/B ,  (13) 

on  trouve  (*) 

x'  _  5  \/'A'  —  B .  X  —  2A  =  0.  (14) 

D'après  celle  remarque,  il  est  naturel  d'essayer  de  salis- 
la  ire  à  réquation 

par  une  valeur  de  la  forme  (15). 

Identifiant  les  équations  (I)  et  (14),  on  a 


p  =  _5l/A*  — B,     7  =  — 2A; 
doù  résultent 

A  =  —  l,      B  =  ^H-^.  (15) 

'2  4       27  ^     ' 

Par  conséquent , 

V  2^4       27       V  2       ^    4       27 

Ce  l'ésultat  est  connu  sous  le  nom  de  formule  do  Cardan, 
bien  qu'il  soit  dû  à  Tartaf/lia  {**). 

(*)   Manuel  des  Candidats  à  CÈcole  polytechnique,  t.  1,  p.  4t. 

(**)  Nouvelles  Annales  de  Malhémaliques,  l.  XV.  Suivant  Descarles. 
Cardan  n'aurait  pas  revendiqué,  pour  lui-même,  la  découverie  tlont  il 
s'agit  :  ('  ...  la  règle  dont  Cardan  attribue  l'inuention  à  vn  nommé  Scipio 
Ferreux...  »  (Géométrie,  («iliiion  ili'  ItîlH,  p.  JOt). 


ÉQUATION   DU   TKOISIÈME  DEGUÉ.  259 

333.  Remarques.  —  I.  Les  doux  radicaux  cubiques,  con- 
tenus dans  celle  formule,  adnieitenl  chacun  trois  valeurs. 
Si  on  les  rt.v.sof/a/7  arbilraircnienl,  on  obtiendrait  ne»/" va- 
leurs dilïéienles  pour  .r,  tandis  (jifon  n'en  doit  trouver  que 
trois.  Mais  comme,  en  formant  l'équation  (14),  on  a  supposé 

1/a  -t-  l/B .  l^A  -  l/ÏÏ  =  I^Â^ITb  =  -t, 

5 

on  ne  doit  associer,  parmi  les  valeurs  des  radicaux  dont  il 
s'agit,  que  celles  dont  le  produit  est  (  — 1|.  Soient  R,,  Rg 
deux  de  ces  valeurs;  soient,  comme  précédemment,  G,  G^ 
les  racines  cubiques  imaginaires  de  l'unité  :  les  racines  de 
l'équation  (1)  seront 

a:,  =  R,  -t-  Ri,     X2  =  R,0  -+-  R/,     x-,  =  R,9'  -4-  R,0.  (10) 

II.  La  formule  (15),  prise  dans  toute  sa  généralité,  résout 
les  trois  équations 

x^ -^px-\- (j  =  0,     x^-hepx-+-q  =  0,     x^-i-6^px  -^q  =  0  Ç). 

334.  A pplkations.  —  I,  x^-i-Gx — 7=  0.  La  formule  (  1  o) 
donne 

'    /  7         q  ^  /  7         (t 

x=\/  --*-~-^\/—-=\ys-\yj. 

V    2       2        V    2       2 

Oji  peut  prendre  Ri  =  2,  Ra^ — 1-  Donc 

\  _     

X,  =  1,    X,  =  2e  —  &-  =  —  - (l  H-  5 1/5 V—  I ), 


29^ 


=  _-(|_ôl/5l/-0- 


(,*)  En  multi|iliant  les  premiers  membres,  on  obtient  l'équation 
x^  -+-  Zqx^  -+■  (p^  -f-  3(/')  x^-hq^  =  0, 
dont  les  neuf  racines  sont  données  par  la  formule  (15). 
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(I    ,-_^_  K)j:-t-20  =  0.  On  trouve,  de  l;i  même  manière, 


X  =  |/—  10  -H  l/'s^o  -+-  K  —  10  —  1/  :Jr>D  =  i;  5  —  V'  :25  ; 

[mis,  en  prenant  seulement  les  valeurs  arilhiuétiques  de 
ces  deux  derniers  radicaux  : 


X 


=^'o—V>2^,     x,=9\/^5  — 5-1^  25,     a-3=9-V^5  — ôl'^iâD; 


ou  

a-,  =1^-5 -1^25, 

X.  =  -  (W'"23  -  V^ îj)  —  i(l'  hTsTS  -4-  \*  ÔTiî)  l/^^ . 

xj  =i  (l^'-ÏS  _  1/  5)  -t- 1  (l"T6875  H-  l'  G75)  \/=^. 

III.  x^  +  5x  —  18  =  0.  Celte  équation  est  vérifiée  par 
X  =  2  :  les  deux  autres  racines  sont  imajxinaires.  Si  l'on 
Hppliqiie  la  formule  (lo),  et  que  l'on  prenne  les  valeurs 
;iritlimétiques  des  radicaux,  on  a 


Air)si,  le  nombre  entier  2  est  donné  "ions  forme  irration- 
nelle. 

IV.  Plus  généralement,  si  ,  dans  l'équation 

(x  —  o)  (x-  -f-  «X  -+-  (<j  =  0, 

l'on  suppose  6  =  ^  (a- H-  c-),  on  est  conduit  à  cette  identité  . 

'  /      l      ]       c(ya*-»-r}         '  /       '     ^^       c(ÏÏ(?H^) 
V  1/27  V  l    27 
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UiNoiiMNioii  «l«>   la   formule  dr  Cardan. 

:i3â.  Premier  cas  :  B  >  0,  ou  4/9"'  h-  "27 q^  >  0.  Los 
quantités  A  -i-^  B,  A  —  l^B  sont  réelles  cl  inégales;  donc 
les  valeurs  K|,  R,,  peuvent  être  supposées  réelles;  de  plus, 
elles  sont  inégales.  Il  résulte  alors,  des  formules  (16),  que 
Téqualion  (I)  a  deux  racines  imaginaires. 

336.  Deuxième  cas  :  B  =  0,  ou  /i-y>'' -t- ^Jry^  =  0.  Les 
valeur  désignées  par  U|,  Ro  peuvent  encore  être  suppo- 
sées réelles;  mais  elles  sont  égales;  donc 

x,  =  2R,,     x,  =  x,  =  —n,{'): 

l'équation  (1)  a  deux  racines  égales. 

Ces  résultats  s'accordent  avec  ce  que  l'on  a  vu  ci-des- 
sus (324). 

337.  Troisième  cas  ;  B  <  0,  ou  ip'  -t-  S?^"^  <  0.  L«s 
binômes  A  h- V^B,  A  — V^B  étant  imaginaires,  il  en  esi 
de  même  pour  R|  et  Rjj;  en  sorte  que  les  valeurs  des 
racines,  données  par  les  formules  (16),  se  présentent  sous 
forme  imaginaire,  précisément  quand  ces  trois  racines  sont 
réelles.  Cette  sorte  de  paradoxe  a  fait  donner,  au  cas  dont  il 
s'agit,  le  nom  de  cas  irréductible.  On  va  voir  comment ,  au 
moyen  des  fonctions  circulaires,  on  peut  alors  résoudre 
l'équation  (**). 

[*)  A  cause  de  6"^  -+-  0  =  —  1 .  

(**)  Si  l'on  conçoit  que  l'on  ail  mis  V  A-+-  V^B  sous  la  forme  a+p  l/—  i 
(330),  on  aura,  le  produit  RjRj  élanl  réel, 

Par  suite, 

a-,  =  2a,    o-j  =  -  (<z -H  3  ^^5) ,    x.=  -(x  —  (iy5); 


valeurs  réelles.  Malheureusement,  l'équation  du  troisième  degré  qui  de- 
vrait donner  X  ne  diffère  pas,  au  fond,  de  l'équation  proposée. 
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Applic-Htlon  (le  la  Trlgonoiui-trie. 

33i§.  Quand  lequation 

x'  -t-  px  -^  ^  ^=  0  (1) 

a  ses  trois  racines  réelles,  on  la  réduit  aisément  à  celle  qui 
donne  le  sinus  du  liers  d'un  arc  a  dont  le  sinus  est  donné, 
c'est-à-dire  (*), 

5  1 

!/'  — 7  2/ -+-7S'n«  =  0.  (17) 

4  4 

En  effet,  posons  x=|  :  l'équation  (1)  devient 

y^  -+-  pk-y  -♦-  qk^  =  0. 

Identifiant  avec  (17),  on  trouve 


^-W-l'  ^--iV-iS 


(18) 


Cette  dernière  formule  donne  une  valeur  réelle  pour  l'arc 
auxiliaire  a.  (**);  car  la  relation 

équivaut  à 


?^-(ï<'<-). 


attendu  que  p  est  négatif. 

(*)   Manuel  des  Candidats,  t.  I,  p.  262. 

(**)  Et  même  une  inlinilé  de  valeurs  réelles  :  les  Tables  trigoiiometri- 
ques  font  connaiU'e  la  plus  petite. 

(***)  Dans  celte  formule,  ^  7'  représente  +  q  ou  -  7,  suivant  que  q 
est  positif  ou  négatif. 
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Jjuro  a  élant  connu,  on  iiur;i ,  pour  viilcnrs  des  trois 
mcines  : 

/■ 


V/        ».«  \    /         ;>.7r  —  ai 

—     •  sin  -  5      Xi  =  '-2  y/  —  -•  s\n  — ^i^ — >  j 
5  3  ^  ù  «>        ( 

0-3=2  \/-?-sinl4^0.  \ 


;  (19) 


sa».  Autre  mèlhode.  —  Le  binôme  4p^-+-27r/2  éianl 
Hipposé  négatif,  écrivons  ainsi  la  formule  (15)  : 


^-l'V 


4        27 


V          2        ^  4        27 

Soient  (»16)  : 

7  .  \  /      9'       K 

pcos<p  =  — -,      psinçp= -f-  Y/  — -^  — ^, 

et,  par  conséquent  : 


.    /      »'  o  V         4      27 

^        27  '  2p  '^  P 

Le  théorème  de  Moivre  («lO)  donne,  comme  première 
valeur  de  x  : 

ic,  =  2  l/p  cos  ^  •  (21) 


9  et  9-  représentant  toujours  les  racines  cubiques,   imag 

(*)  On  peut  vérifier  que  ces  valeurs  snlist'oul  aux  relations  : 
.r,  -f-  .T,  H-  a;j  =  0 ,     j-,.rj  +  t^t.  ■+-  x^x^  =  p,    x\i\x^  —  —  'l- 
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naires,  de  l'unité  (3«e),  les  deux  autres  valeurs  de  x  sont 
données  par  les  formules  : 


COS--+-  \/—\  sin  -  9-»-  (cos-^ \/~i  sin-l  9* 

3  3/         V       5  5/ 

cos-f;  -t- V/— I  sin^   6*-+-    «"os-^ — l/  — I  sin  ^  9 


Mais,  comme  il  est  aisé  de  le  vérifier 


ô  =  cos  — -  -4-  K —  I  siii  -^y      h-  =  cos V —  1  sin  —  : 

3  5  5  3 


donc  («lî) 

Xj  =  2  K  p  cos  - — ~ 5      X 


3  =  21^- 


9ff 


0  cos 


(22) 


340.  Applications.  —  I.  Soit  l'équation 

a'—  4lx  -4-59  =  0. 
La  seconde  formule  (18)  devient 


31)  X  //  5  y 

sin  a  =  —  \/    — 

2  >^  Ui; 


Le  calcul  prend  ensuite  la  disposition  suivante  : 

Iog5  =  0,477  1213-1- 
1ok41  =l,(il27839  — 


loîT— =  2,86^337  4  -+- 
"41 

1       - 

-=  1,432  lG8  7-t- 
2 

log39=  i;J9I  OCiG  ■+■ 

log2  =  0,301  030  0  — 


logsin  a  =  I,j8j  540  7 
a  =  22"42'll"7. 
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Vérification. 

a-,  =   0,973  707  log  j-,  =  7,988  44 1  9 

a-j  =   5,800  480  log  x.  =  0,767  953  4 

J--  =  —  0,834  21 S       log  (—  0-3)  =  0,834  688  0 


0,000  002     log  (—  XiX^x^]  =  1 ,091  063  9 
XiX^x^  =  —  58,999  4. 

H.  x^— 7x-h7=0. 

Erj  opérant  comme  dans  le  premier  exemple,  on  trouve, 
successivement, 

]  .    /27 
sin  a  =  -  \/  — ,      a  =  79°0'24",0 , 
2^7 

-  =  2G"22'8",     ^— ^  =  35'>57'52",     ^î-^^=  86°22'8  "; 
5  3  5 

cl  enfin 

X,  =  l,3r)G890,     x,=  1,692  021,     X3=  —  5,048  917. 

L'emploi  de  la  seconde  méthode  donne 

log  7' =  2,555  29  il  -+-  log  27=  1,431  363  8  -1- 

log  3'  =  1 ,43 1  565  8  —  log  7  =  0,845  098  0  — 


1,105  950  5 

0,586  265  8 

-  =  1,701  510  1 
5 

-  =  0,295  152  9 
0 

log  2  =  0,501  050  0 

log(— cos^)=  1,992  102  9 
y=  169'"6'2t". 
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On  a  ciisuilc  : 

x,=       2  y;;  cos  oCSa'  8"=       I,G92  020, 


a-j  =  —  2  V-  cos    r)"37'o2"  =  —  3,048  9 1  G, 
a-j=      2  Y/-cos63»ô7'D2"=       i,3u6  89G; 


comme  prérédcmmcnf. 

341.  Dans  le  cas  où  réqiiation  (I  )  a  une  seule  racine 
réelle,  on  pcui  aisément  calculer,  par  logarithmes,  les 
valeurs  de  R,,  lU  (333)  : 

1"  p  étant  positif,  on  prend 


te  9  = 


\/(l 


i 
2 

et  Ton  a 

V    ^    (-ose  V    ^    cos  9 

"1"  p  étant  négatif,  on  pose 

.      \/^ 

sin  y  = ; 

2 
valeur  d'où  résultent 


R,  =  — y  7sin^-y,    R,  =  — y  7cos--?n. 


(*j  Ou  peut  aller  plus  loin,  el  rendre  calculables,  par  logarithmes,  Ri-+-R„ 
(R,  — Rj)l^5;  mais  les  transformations  que  Pou  est  obligé  de  faire  subir 
aux  formules  ci-dessus  nous  semblent  peu  utiles. 
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348.  Application,  x'  —  2x  —  5  =  0. 


sin,;  =— -y  ^gj  '  R.  =  y  ^s'"\3?'  Rî=\/^cos--... 


Iog2  =  0,ôOI  030  0 
logô  =  0/f77  121  2 


1,825  908  8 
T,9I1  954  4 


Iog2  =  0,ô0l  030  0  -+- 
loff  5  =  0,698  970  0  — 


log  ( —  sin  t)  =  1 ,557  925  2. 

.^=180°  -+-  I2°54'55",2, 
1 

9  ' 


96"17'1G",G. 


log  sin- «=1,997  379  4 

2 

X  2=1,994  758  8 
log  5  =  0,098  970  0 


log  I  —  cos  -  H  =  1 ,039  5 1 4  0 

X  2  =  2,079  028  0 
log  5  =  0,098  970  0 


0,695  728  8 


_  =  log  R,  =  0,251  242  9 
R,  =  1,705  110, 
R,  -+-R.  =  2,094  551, 


1 


=  IogR. 


2,777  998  0 
r,592  666  0 
Ri  =  0,59 1441. 
R,  —  R,  =  1,511  669. 

X,  =  2,094  551 ,     Xi  =  —  1 ,047  275  +  0,655  834  V/s  \/^^, 
X3  =  —  1 ,047  275  —  0,655  8341/31/^^". 


Équation    «In    qnatriènie   desrr. 


343.   Pour  résoudre  l'équation 

.1*  -+-  Ax'  -f  Bx  -H  C  =  0, 


ÉQUATION   DU   QUATIUKME  DECR<^:.  26W 

à  coefficients  réels,  posons 

x'  -4-  Ax*  -+-  Bx  -4-  C  =  (x-  -»-  px  -+■  q)  (x'  —  px  -+-  </')  : 

nous  devrons  Iroiiver,  pour  les  inconnues  p,  q,  q\  an 
moins  un  sys(è)ne  de  valeurs  }-éeUes  (235). 

En  égalant  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  x, 
dans  les  deux  membres,  nous  obtenons 

«y   -+-  7  =  A  -+-  ;>%      q  —q=-,      qq  =L; 
puis,  en  éliminant  q  et  q', 

Soit 

A-4-/)'  =  r;  (3) 

lequation  (2)  devient 

z^  —  Az-  —  4Cr  —  (B'  —  4AC)  =  0.  (i) 

Cette  équation  auxiliaire,  du  troisième  degré,  est  ce  que 

Ton  appelle  la  réduite  de  la  proposée. 

344.  D'après  la  relation  (3),  Véqnation  (4)  a  au  moins 

une  racine  plus  grande  que  A  (*).  Si  Ton  désigne  par  y  celte 

racine ,  on  trouve 

,  / 1  /         B\  1  /         B\ 

p  =  Vr-A,    7=-^(r--).    î  =  5ir--).    (5) 

34,5.  Applicalion.  —  Soit 

X*  -4-  X"  -+-    8x  —    13  =  0. 
La  réduite  est 

:'  — z'  -t-  60z  — 124  =  0. 
Celle-ci  donne  7=2.  Donc,  par  les  formules  (o)  : 
p  =  l,    9'=  3,    «^  =  —5; 

(*)  Eu  général,  elle  en  a  un  nombre  impair. 
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et  enfin 

a;*  -+-  x*  -H  8x  —  1 D  =  (x'^  -4-  X  —  3)  (a*  —  x  -+-  5). 

34C  Remarque.  —  Lorsque  la  réduite  (4)  a  trois 
racines  réelles,  plus  grandes  que  A,  la  proposée  (1)  a 
toules  ses  racines  réelles.  IMais  alors  la  formule  de  Car- 
dan devient  illusoire  (33"?);  et  les  valeurs  de  p,  q,  (/  ne 
peuvent  être  exprimées,  sous  forme  réelle,  en  fonction  des 
coefficients  A,  B,  C.  Il  en  est  de  même  si  la  réduite  a  ses 
racines  réelles,  mais  non  supérieures,  toutes  trois,  à  A. 
C'est  donc  seulement  quand  l'équation  (4)  a  une  seule 
racine  réelle  que  la  formule  de  Cardan  peut  èlre  appl!(|uér 
utilement  à  la  résolution  de  l'équation  (1).  Ce  cas  est  celui 
où  les  coefficients  A,  B,  C  satisfont  à  la  condition 

—  16  (A"—  4C)'C  -+-  4AB'^ (A' —  5GC)  -t-  27B*  >  0  (*). 

Kjcefricfa. 

I.  Résoudre  complètement 

x'  -4-  x'  -+-  ôx®  -t-  X*  -+-  2x*  -t-  4x^  -+-  X*  +  X  -+-  1  =  0. 

II.  Dans  quel  cas  les  racines  de  l'équation  x''-hpx-hq=i) 
ont-elles  la  forme  VA  -+-  V^B,  A  et  B  étant  rationnels? 

Réponse  :  Lorsque  q  =  ^^  —  m,  m  étant  rationnel. 

III.  A  une  sphère  donnée,  inscrire  un  cône  dont  la  sur- 
face totale  soit  la  moitié  de  celle  de  la  sphère.  Calculer, 
avec  six  décimales  exactes,  le  rayon  de  la  hase  et  la  hau- 
teur du  cône,  le  rayon  de  la  sphère  étant  j)ris  pour  unité. 

IV.  a,  b,  c  étant  les  racines  de  l'éciuaiion  x''+/;x-i-r/=0, 
former  l'équation  qui  a  pour  racines  a  -h  - ,  b -¥- t,  c  -h  -• 

(*)  Il  est  soiis-i'iilciidu  (lue  l'cinuitioii  1 1)  n'a  pas  do  racines  égales. 
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Résultat  : 

'Pf  -+-  P'f  -+-(/>—  5)  (pj  -+-(;>—!)'-+-  7'  =  0. 

V.  A  quoi  est  égale  la  sonmie  des  valeurs  que  prend  la 
fraction -j^i;! ,  quand  on  y  remplace  la  variable  y,  suecessi- 
vement,  par  les  trois  racines  de  l'équation  x^-hpx-+-q  =  0'^ 

VI.  a,  b,  c  étant  les  racines  de  x^-}-px-hq^O,  former 
l'équation  qui  aurait  pour  racines, 

a-+-l       6-+-1       c-4-1 


—  5 


a'-t-  I        h'-^  I       c^H-  1 

VII.  Résoudre  complètement  l'équation 

209a;*  —  252x'  -+-  9ôx'  —  1  Gx  -+-  1  =  0. 

Résultat  : 

9  ±  v/d  7  ±  V/o 

x  =  - »      x= 

38  22 

VIII.  Décomposer,  en  facteurs  réels  du  second  degré, 

y  =  (x"^  -t-  2ax  +  bf  -H  4c*xl 
Résultat  :  Si  l'on  fait 


_  c^  _  6  -♦- 1/  (a*  _  c^  _  6)*  -+-  ia'c^ 


_    ^    _  a^  ^  c-  H-  6  -t- l/(a*  —  c'  —  bf  -+-  4aV 


on  a 

(/  =  [(x  —  a  +  a)-  -+-  ((3  —  c)']  [(x  -+-«-+-  a)*  -+-  (S  +  r)']. 

IX.  Comment  doit-on  prendre  B,  pour  que  l'équation 

X*  -+-  X"  H-  13x  -+-  1  =  0. 

ait  deux  racines  égales? 
Réponse 


2.    /ôo  -+-  13\/l5 

«=±5V  n 
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La  valeur  de  la  racine  double  esl 

Celle-ci  suggère  le  problème  suivant  : 

Dkomposvr  (A  H-  V B)^  en  {x  -h  y  V/B)  (jc'  h-  //'  V/B  ). 

X.  Théorème.  —  5/  ôpa'^  h-  9qa  —  p^  =  0,  les  racines 
(le  rérpiation  \^  H-  px  +  q  =  0  sont  données  par  la  for)inifc 

(Le  Besgle.) 
XL  Théorème.  —  Si  les  quanlités  rationnelles  a^,  b^,  2ab 
sont  racines  d'une  équation  du  troisième  degré,  l'équation 
dérivée  a  ses  racines  rationnelles.  (Proihet.) 


CHAPITRE  XXL 

ÉQUATIONS  RÉCIPROQUES  (**). 
Condition!!  pour  qu'une  équation   «toit   réciproque. 

349.  On  dit  (ju'une  è(]uation  /"(x)  =  0  est  réciproque, 
lors(|u'('lk'  a  ses  racines  réciproques  ou  inverses  deux  à 
dt  ii\  :  rè(|uation 

(x-^J)(x-i)(T-t-ô)(x-+-^)  =  0 

esl  réciproque. 

('j    Eu  calculaul  R  de  ili'ux  manières,  on  Uoiive  Vidcntih'  : 

(Il  -»  y\ôf  =  (:>:i'^  lôi  i.-i(—  i  -^y\ô]. 

{"}  La  liiéorie  lies  équnlions  réciproques  est  attribuée  à  ReyiKUul  (An- 
toine-Amiré  ,  élève,  repelileur  el  riiOn  «'xaniinateur  à  l'Ecole  polvUcli- 
iii(pie:  ne  en  1777,  ilectde  vers  I8,"r2. 
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D'après  la  définition,  la  Irovsfonuéc  en  -,  /'(-]=0, 
admet  les  mônics  laeiiics  (|iic  la  [)ioj)OSt'c.  Ces  deux  équa- 
lioiis,  étant  ramenées  à  la  l'orme 

x'"  -+-  A|X"'  '  -+-  A.j.r"'  -+-•••  -t-  A„,  =  0, 

leurs  premiers  mend)res  doivent  être  des  polynômes  iden- 
li(ji{es,  e'esl-à-dire  dans  lesquels  les  coedicienls  des  mêmes 
puissances  de  x  soient  respeelivement  égaux.  Cette  simple 
remarque  permet,  comme  on  va  le  voir,  de  trouver  les 
conditions  elierchécs. 

348.  Supposons  d'abord  (|ue  Técjuation  soit  de  degré 
impair;  et,  pour  fixer  les  idées,  prenons 

/•(x)  =  x''  H-  \x'  -+-  Bx'  -H  Cx'  +  Dx  -+-  E  =  0. 

La  transformée  en  -devien!,  a|)rés  multiplication  par 
X"'  et  division  |)ar  E  : 

.       ^    .       ^'    -       ^    ,       ^^  ^        r. 

X     H X    -\ x'  H X     H X  H =0. 

E  E  E  E  E 

On  doit  avoir 

D  C  B  A  1 

-=A,     -  =  B,     -  =  C,     -  =  D,     -  =  E; 
E  '      E  '      E  E  E 

relaticns  d'où  Ton  tire  : 

E  =  ±l,     D  =  ±A,     C  =  =±=B; 

en  sorte  que  l'équation  donnée  a  l'une  ou  l'autre  des  deux 
l'ormes  suivantes  : 

x'  -h  Ax'  -4-  Bx'  +  Bx'  -4-  Ax  -t-  1  =  0,  (l) 

a:5  -H  Ax*  -t-  Bx'  —  Bx-  —  Ax  —1=0.  (2) 

Ainsi,  une  équation  de  degré  impair  est  réciproque,  si  les 
roeffidenls  des  termes  à  égale  distance  des  extrêmes  sont 
égaux  et  de  même  signe,  ou  égaux  et  de  signes  contraires  (*). 

{*)  Les  condilions  trouvées,  ncccssaires,  sont  é\k]cmmGnl  su/psanles. 

18 
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349.  Lo  même  calcul,  appliqué  ù  une  équation  de  deijré 

pair  : 

a*  -4-  Ax'-"  -+-  J5x*  -+-  Cx''  -H  Dx-  -+-  Ex  -+-  F  =  0, 

prouve  qu'elle  doit  se  réduire  à  une  des  deux  forme-j  : 

x«  -+-  Ax'  -h  Bx'  -4-  Cx^  -»-  Bx'  -+-  Ax  -+-  1  =  0,         (5) 
x«  -+-  \x'  -4-  Bx*  —  Bx*  —  Ax  —  I  =  0.  (4) 

Conséquemment,  une  équation  de  degré  pair  est  réci- 
proque, si  les  coefficients  des  termes  également  éloignés  des 
extrêmes  sont  éganx  et  de  même  signe,  ou  égaux  et  de  signes 
contraires;  mais,  dans  ce  second  cas,  il  n'g  a  pas  de  termf 
du  milieu  (*). 

350.  Les  premiers  membres  des  équations  (1),  (2),  (4) 
sont  respectivement  divisibles  par  x-h  \,  x  —  \,  x- —  I. 
Supprimant  ces  facteurs,  on  trouve 

X*  -H  (A  —  i)x'  +  (B  —  A  -+-  \)x-  -4-  (A  —  1)  X  -4-  1  =  U, 
X* -+- (A  -4-  l)x' -+-  (B  -f-  A  -4-  1)  X- -4-  (A  -1-  1  )  X -4-  I  =  0, 
X*  -4-  Ax''  -4-  (B  -4-  I  )  x"'  -4-  Ax  -4-  1  =  0; 

équations  de  même  forme  que  (5j.  Par  conséquent,  (outc 
équation  réciproque  est  réductible  à  une  équation  réciproque 
de  degré  pair,  dans  laquelle  les  coefficients  des  termes  éga- 
lement éloignés  des  ertrènics  sont  égaux  et  de  même  signe. 
La  forme  nortnalc  des  équations  réciproques  est  donc 

x^" -4- A,x-"  ' -4- A.^x'^"--H 1- A„x" H H AiX--4- A,x-4- \  =  0.  ("ij 

.%baiMsenioiit  tlew  éqiiationM  rociproques. 

351.  Quand  on  laniène  la  lésolulion  d'une  équation,  à  la 
résolution  d'une  é(|ualion  de  driiré  inférieur  au  sien,  un 

{')  Va\  eltVl,  l;i  ('(Mi.lilidii  C  =  —  C  iloniu-  ('.  =  0. 
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dit  que  Ton  opère  Vabaissement  de  la  proposée  (*).  On  a  \  ii, 
dans  la  lliéorie  des  racines  égales,  cl  dans  la  résolution  de 
réquation  du  quatrième  degré,  des  excnqjles  d'abaissement 
d'équations. 

En  général,  une  équation /'(ac)=0  est  susceptible  d'abais- 
sement, quand  on  connaît  quelque  relation  particulière 
entre  deux  ou  plusieurs  de  ses  racines.  Soit,  par  exemple, 
cp(rt,  6)  =  0  cette  relation.  Comme  on  a  aussi  /■(«)  =  (!,  si 
Ton  peut  éliminer  6,  on  trouvera  une  équation  telle  que 
F(a)  =  0.  Autrement  dit,  on  détermine  la  racine  désignée 
par  a  en  égalant  à  zéro  le  plus  grand  commiui  diviseur 
entre  f(x)  et  V (x)  (aO'î);  etc.  Appliquons  ces  généralités 
à  réquation  (5). 

358.  Le  produit  de  deux  racines  conjuguées  étant  1,  il 
est  naturel  de  prendre,  pour  inconnue  auxiliaire,  la  somme 
correspondante.  Soit  donc 

X  +  -  =-  z  :  (6) 

X 

le  nombre  des  valeurs  de  z  doit  être  moitié  de  celui  des 
valeurs  de  x,  c'est-à-dire  n.  Par  conséquent,  la  réduite  de 
l'équation  (5),  ou  la  transformée  en  z,  sera  du  degré  n. 
On  forme  assez  simplement  cette  transformée,  si  l'on  écrit 
ainsi  la  proposée  : 

(a;"H-x-")-+-A,(x"-'-Hx-"+')-i-A2(x"-*-t-x-"+')H i-A„=0.  (7) 

353.  Soit  en  effet 

x^-^x-^  =  Z^,  (8) 

Zp  étant  une  fonction  de  z,  qu'il  s'agit  de  calculer. 
Les  égalités  (6),  (8)  donnent,  par  multiplication, 

(x''+'  -4-  X "-')  -f-  [xf  '  -\-  x-»*^')  =  Z,,c; 
(*j  Ou  plutôt,  Vabaissemenl  du  degré  de  celte  équalion. 
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ou  plutôt 

Les  polijnôhies  Zo  =  2,  Z,  =  z,  Z^,  ...,  Zp  ,,  Zp,  Z^,^, , ... 
forment  donc  une  suite  récurrente,  dans  laquelle  un  terme 
quelconque  est  égal  à  la  .somme  des  deux  précédents,  res- 
pectivement mullipUén  par  z  et  par  ( —  1)  (*).  De  ()lus,  à 
cause  du  mulliplicateur  z  et  des  valeurs  de  Zq,  Z,,  le  po- 
lynôme Zp^,  est  du  degré  pn-  !  :  en  particulier,  Z„  renfernu' 
z";  ce  qui  devait  être  (35«). 

Si  l'on  peut  résoudre  la  transformée  en  r,  la(juelle  a  la 

loi'uie 

-"  _H  B,^"  '  -t-  B.,:"---t- •••-+-  B„  =  0, 

on  trouvera  les  valeurs  de  x,  correspondant  à  celles  de  r, 
au  niONcn  de  l'équation  (G),  (lelle-ci  donne,  en  effet, 

x  =  -[z±V  z'  —  i].  (10) 

354.   Application  : 

j*  —  ôx'  -H  9x*  —  i  ôx"  -h  1 8x*  —  1  ôx''  -+-  *Jx-  —  -jx  -+-  1  =  0; 

ou 

Z,  —  5Z,  -H  Î>Z-,  -  I ÔZ,  -+-  1 8  =.  U. 

La  lornude  (9)  donne,  successivement  : 

Z,  =  r-  —  :2 ,     Zj  =  c'  —  5r ,     Z.  =  z'  —  ir-  -+-  2. 

La  translormée  en  :  est  donc 

.-'  — 4;--+-!2  — 5(r— ôr)-f-9(c-  — 2)—  \ôz  ^  18  =  U, 

ou 

c'  —  Tk'  -t-  rie'  —  4r  -+-  '2  =  t). 


(*)  Cette  loi  est  ctllo  ijui  icj;il  /i,s  cosinus  des  miiltiph's  ilu  plus  petit 
arc  de  la  Table.  (IV,  Tru...  Tiô.) 
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Par  un  procédé  .'iiitildi-iic  ù  celui  qui  a  clc  exposé  ei- 
dessus  (3-43J,  ou  décompose  le  pix'uiier  nieuibre  en 

[z'  —  z-i-  |)(z-— 2c  +  2). 
Ainsi 

2  =  1(1  ±l/5l/-0,     z=l±l/~r; 

puis,  en  vertu  de  ia  formule  (10)  : 

X  =  -  [ I  ±  1/ 3  l/^T ±  |/—  1 8  ±  l>  1/5  l/=n^] , 
4 

=  -  [l  =b  1/ ^  ±  |/—  4  ±  2 1/=^]; 


etc. 

I.  Résoudre  l'équation 

70a;*  —  i  40x'  -+-  90x'  —  20x  h-  1  =  0, 

sachant  que  si  a  est  racine,  1  —  a  lest  également. 

II.  Même  question  pour 

1  TIGx"— 0  I48x*-+-D  724x*— 2  904x'-+-648x'— d4x-+-1  =  0. 
m.  Résoudre  complètement 

[(x-  -+-  2)-  H-  x"]^  =  8x*  (x  -+-  2)'  (*). 

IV.  Discuter  l'équation 

1  -4-  x^  +  X*  -h  •••  -\-  x^"  —  [n  ■+-  1)  x"  =  0. 

V.  Résoudre  complèlement 

x'"  -t-  X*  -+-  X*  —  6x*  -+-  x'  -+-  X*  ■+-  I  =  0. 

(*)  Si  l'on  pose  x-+-  1  =  y,  on  est  conduit  à  l'équalion  réciproque 

(.'/  ■+-  y-')'  =  (y'  +  y~'  -  2)*  (y  +  y-'  -  2). 

(Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  t.  XXV,  p.  279.) 
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CHAPITRE    XXII. 

ÉQUATIONS  BINÔMES. 
Kaclne^  d'une  quantité  quelconque. 

355.  Les  équations  binômes  sont  celles  qui  ont  la  forme 

.V-'zbA^O,  (1) 

A  étant  une  quantité  donnée,  positive  pour  plus  de  sim- 
plicité (*).  Les  m  racines,  ou  les  m  valeurs  de\'  =b  A,  sont 
iuéfjales;  car  le  picniier  membre  et  sa  dérivée  sont  pie- 
miers  entre  eux. 

356.  Si  Ton  remplace  //  par  ax,  a  désignant  la  lalenr 
arithmétique  de  ^^  A,  léquation  (1)  devient 

x"  ±  i  =  0.  (2) 

Par  conséquent,  toute  quantité  réelle,  db  A,  o  m  racines 
m'*^"",  que  l'on  obtient  en  multipliant,  par  la  valeur  arith- 
métique (le  V'  A,  les  m  racines  m""'"  de  zh  I  (3ïn). 

357.  Avant  d'aller  plus  loin,  il  convient  de  distinguer 
les  cas  de  m  pair  el  de  tn  impair  : 

1"  Si  m  est  pair,  Téqualion  x"'  —  1=0  se  décompose 
en  x^—  I  =  0,  a-^ H-  1=0; 

2°  Si  m  est  impair,  l'équation  x"-^  1  =0  a,  pour  trans- 
formée en  —  jr- ,  x"'  —  1  =  0. 


(*)  On  peut  nièiiie  supposer  que  A  soit  Jma|;iiiaire(St9).  Pour  alueger, 
nous  faisons  abstraction  de  ce  cas. 
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Aiiisi,  l'équation  (2)  est  rédiictihle  aux  doux  formes 
•^m'vniitcs  : 

ac"' -H  1=0,     m  pair;  (3) 

x'"  —  1  =  0,     m  impair.  (4) 

De  plus,   réqiialioii  (5)  est  réductible  au  degré  ^(35«); 
el  réquation  (4),  au  degré  ^^^-^  (350). 

nacines  de  l'unité. 

358.  Considérons  spécialement  l'équation  (4).  L'appli- 
(  alion  du  Théorème  de  Deseanes  montre  (ju'elle  a  une 
seule  raeine  réelle,  laquelle  est  1;  résultat  évident  a  priori. 
Lc^  ni  —  I  racines  imaginaires  jouissent  de  propriétés  re- 
marquables :  nous  allons  en  indi(|uer  quelques-unes. 

35».  Théorème  [.  —  Toute  puissance  d'une  racine  de 
l'unité  est  aussi  racine  de  rhinite. 

Soit  a  une  racine  imaginaire  de  Téquation  (4);  de  ma- 
nière que  a'"  =  1.  Elevant  les  deux  membres  à  une  puis- 
sance quelconque,  on  a  (y:"f=^  I,  ou  (a*)"'=:  1;  donc  a*  est 
une  valeur  de  V-  1 .  En  particulier,  tous  les  termes  de  la 
jM'ogression 

a,      a-,      a%      a',  ...  (o) 

sont  des  valeurs  de  ce  radical. 

3GO.  Re)narqiie.  —  A  cause  de  a"'*  =  y.'" .  x^=  a,  la 
série  est  périodique  :  la  période  contient,  au  plus,  m  termes; 
ce  qui  devait  être. 

36fl.  Lemme.  —  Le  plus  grand  commun  diviseur  des  bi- 
nômes x" —  1,  x"''  —  \  ,  est  x^  —  1,  A  étant  le  plus  grand 
commun  diviseur  des  exposants  m,  m'. 

Si  Ton  divise  le  premier  binôme  par  le  second  (*),  on 

(*)  En  supposant  m  >  m'. 
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trouve,  pour  quotieni,  x'"~'"-f-x'"~''"'+...-)-x'"  *"';  qm'  dcs'x- 
gnanl,  bien  entendu,  le  plus  jrrand  multiple  de  m'  conlciui 
dans  m.  Le  reste  de  la  division  est  donc  a'"  ''""  —  I,  ou. 
j)Our  plus  de  simplicité,  x'"" — 1.  Sans  qu'il  soit  n(''ccssairf 
d'aller  f)lus  loin,  on  voit  que  si  m",  m  ',  ...,  A  sont  l<'s 
restes  successifs  provenant  de  la  reclierchc  du  plus  jirand 
commun  diviseur  entre  m  et  m',  l'opération  analogue, 
effectuée  sur  x"' —  1,  x'"' —  I,  donne  les  restes  x""' —  I. 
jc""" —  1,  ...,  x^  —  1.  Ce  dernier  binôme  est  donc  le  plus 
i^rand  commun  diviseur  demandé. 

:«««.  Théorème  II.  —  Si  VincUcc  m  est  premier,  les  puis- 
sances successives  d'une  racine  iniaçjinaire  quelconque  de 
l'unilé  sont  ërjales  à  tontes  les  racines  de  l'unité;  ou,  ce  qui 
est  équi\alent  :  si  m  est  un  nombre  premier,  et  que  a  soit 
une  racine  imaginaire  de  l'équation  \"' —  1  =  0,  les  m  ra- 
cines  de  cette  équation  sont  a,  a^,  a"%  ...  a"'. 

Soit,  s'il  est  possible,  o?  =  y\  r/  et  h  étant  plus  petits 
que  m.  Cette  égalité  devient  a'~''  —  1=0;  ou,  en  faisant 
q  —  /<  =  m'  :  a""  —  1=0.  Par  suite,  a  serait  une  racine 
commune  aux  éijualions  x'" — 1=^0,  x"'' — 1  =  0.  El 
connue  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  m  et  m'  est  I. 
on  aiuait ,  par  le  lemme  précédent,  y.=  \. 

363.  Racines  primitives.  —  On  donne  ce  nom  aux 
racines  qui,  parleurs  puissances  successives,  reproduisent 
toutes  les  racines.  Le  Théorème  II  consiste  en  ce  que,  m 
étant  premier,  toutes  les  racines  \)V'"'"  de  l'unité  (excepù'  1) 
sont  pri)nitires.  Quand  )ii  esl  quelcompie,  ccriaines  racines 
sont  piimitives,  et  les  autres  soiU  non  primitives  (*). 

{•)  Le  locleui-  peut  coiisuller.  pour  cette  lliéorie,  la  Résolution  des 

rqnalious  numériques,  par  I.agnmgc  (note  XIV). 
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né.ooliitioii   lie  f|iioli|ii4-.**  c>f|iiu(ionH   ItiiiôniCM. 

364.  Prf.mieii  exemple  : 

x'  -t-  I  =  0. 

En  opcraiil  eoiiiinc  pour  ré(|unlion  bicarrée  (814),  on 
décompose  le  premier  membre  en 

(x*  -+-  xM/^  -+-  1  )  (x*  —  x'  \/5  -+-  1  ). 
Semblablement, 

x»-+-x*l/ï-+- 1  =  (x-^-+-x |'^2  — i/^-+- 1 ) {x'—x-\/^2—[/2-^  1  ) , 
x^+xH/^-t- 1  =  (x--+-x  1^2 -+- 1/2-+- 1  )  (x^— X  1^2 -t- 1/2-+- I )  ; 

en  sorte  que  la  proposée  est  remplacée  par  quatre  équa- 
tions du  second  deiïré. 

365.  Deuxième  exemple  : 

x''  +1  =  0. 

A  cause  de  ./'"2  =  (jr'*)3^  le  premier  membre  est  divisible 
par  a;*-!-  I.  Le  quotient,  x^  —  aE*+  1,  égale 

(x*  -4-  X- 1/5  -+-  1  )  (x*  —  X- 1/5  -I-  1  ). 

La  quesiion  peut  donc  être  regardée  comme  résolue. 

366.  Troisième  exemple  : 

a;'^^  —1  =  0. 

Le  premier  membre  est  divisible  parx^— 1  et  par  ac'^  —  I. 
Effectuant,  on  trouve 

x'^  — l=(x^— l)(x'--+-x»-t-x*'-^x'+l)  =  {x-'— i)(x'"-f-x''-4-l); 

et,  par  conséquent, 

(X*+X-+-1  )  (X**-HX'-+-X  Vx^-h  I  )  =  (x*-+-x"'-+-X-+X-+- 1  )  (x'^-t-X^-H  \  ). 
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Le  second  mcriihrc  de  celte  identité  esl  divisible  par 
x'i-^x-hl.  D'ailleurs,  ce  trinôme  est  premier  avec 
x'"  -f-  x^  -h  j;^  -h  X  -1-  I  (361)  ;  donc  ce  même  trinôme  doit 
diviser  jc'"  h-  oc^  h-  1  (*).  En  effet, 

a'"  -+-  x'  -H  1  =  (x-  -+-  X  -f- 1  )  ( j*  —  X'  -+-  .r"  —  X* -+- x^  —  x  -f- 1  ). 
De  même, 

.')(•'-+x'-^-x•'-+-x'^-^  =  (x*-+-x''-+-x--+-x-H  I  )  (x*— x'-+-x^— x*-+-x^— x-4- 1  ). 

La  proposée  esl  donc  remplacée  par  les  équations  sui- 
vantes : 

X — 1  =  0,     x--Hx-+-l  =  0,     x'-i- x^-+- x'-Hx -+- 1  =  0, 
X*  —  x'  -+-  x^  —  X*  -+-  x^  —  X  -+-  1  =  0. 

Les  deux  dernières  sont  réductibles,  respectivement,  à 

z^^z  —  \=Ç),     z*  —  z^  —  4r- -+- 4z -+- 1  =  0. 

Ainsi,  des  quinze  racines  de  réquation  donnée,  aepl  sont 
exprimables  sous  forme  linie. 
367.  Quatrième  exemplk  : 

x'  —  1  =  0. 

Cette  écpialion  se  ramène  d'abord,  après  la  suppression 
du  fadeur  x  —  1,  à 

x"  -H  x"  H-  X*  -4-  x'  -f-  x'  -4-  X  -+-    1  =  0. 

Celle-ci  a  la  forme  normale  des  équations  récipro(juts 
(»50).  Posant  X  ■+-  -=  z,  on  trouve 

c'  -+-  :^  —  2Z  —  1  =  0. 

{' )  TiiÉontME.  —  Toute  quantité  entière,  qui  divise  un  produit  de  deu  r 
facteurs  entiers,  et  qui  est  pretnière  arec  l'un  d'eux,  divise  l'autre. 
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Il  rcslciail  donc  à  résoiidro,  par  les  mélhodes  con- 
imes  (»a«,  »38),  colle  (''(lUîUion  du  Iroisiôiue  dcgn'".  On 
\a  voir  que  l'applicaiion  du  Théorème  de  Moivre  (*!») 
conduit  plus  simplement  an  hni. 


RéMolution  triKononiétrique  de»  «>quationM   binôtn<*M. 

:f6H.  Soit  d'abord 

x'"-+-l=0,  (3) 

l'exposant  étant  pair.  Connue  le  module  du  terme  coiniii 
est  1,  on  peut  supposer 

X  =  cos  V  -+-  1/ —  1  sin  ^  ; 

d'où  résulte  (219) 

cos  nt'f  -f-  \/ —  1  sin  nif  =  —  I . 

Cette  équation  exige  que  mxp  =  (^k -h  \) n ,  k  désignant  un 
entier  quelconque,  positif  ou  négatif.  Les  valeurs  des  racines 
sont  donc  déterminées  par  la  formule 

(2/v-4-   l)7r         ,/ .     (2A--+-  1)7r 

x  =  cos^^ ^-+-1/— Isin^ ' —  fi) 

m  m 

369.  Remarques.  —  I.  En  attribuant  m  valem-s  consécu- 
fites  à  l'entier  k,  par  exemple,  0,  1,  ...  (m—  1),  on  oblienl 
tontes  les  racines  de  l'équation  (3).  En  effet,  les  arcs  repré- 

sentes  par  -»  — '  —  > —  sont  momdres  qu  une  encon- 

férence;  donc  deux  quelconques  d'entre  eux  n'ont  pas,  à  la 
fois,  même  sinus  et  même  cosinus. 

II.  Si  l'on  donnait  à  k  des  valeurs  différentes  des  pre- 
mières, on  retomberait  sur  des  racines  déjà  trouvées.  Ainsi, 
/,•  =  m  donne  ac ^=  cos^  -+-  V^ —  1  sin  -.  De  même,  pour 
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I  4  ^^       (/ 7    -    ^^ 

H  =  m  -^  \,     X  =  cos h  1/  —  1  sin  — : 

m  m 

elo.  C). 

III.  Les  valeurs  de  x,  répondaiit  à  deux  valeurs  de  k 

dont  la  somme  est  m  —  1 ,  sont  conjnfjuéos.  Celle  pioposi- 

lion  se  vérifie  aussi  siniplcnieiil  qu(!  la  |)ré(é(Jenie.  Elh; 

prouve  que  Von  obtient  toutes  les  racines  de  l'équation  (3) 

au  moyen  de  la  formule 

m^\)~    ,    ,/ .     (2/c-t-i)r 

a;  =  cos ±V —  1  sin j  (7) 

m  m 

ponrcu  que  l'on  attribue  f'|i  valeurs  consécutives  à  k. 
370.  Considérons  maintenant  I  equalion 

X"'  — 1  =  0,  (4) 

dans  laquelle  m  est  impair.  Si  Ton  met  à  part,  poui'  ain>i 
dire,  la  racine  réelle  1,  on  |)rouve,  par  des  raisonnements 
semblables  à  ceux  que  nous  venons  d'employer,  que  les 
(in  —  1)  racines  imaginaii'es  sont  données  par  la  formule 

2/.-77       ,  / 2-»n 

a:  =  cos ±V — 1  sin ?  (8) 

m  m 


dans  laquelle  k=  1,  2,  ..., 


m—  1 


Facteurs  triiiàiiiesi  de  a"' zt  1. 

Sîi.  La  décomposition  de  x'"  ±  I,  en  facteurs  réels  du 
second  degré  («3») ,  est  une  conséquence  de  ce  qui  pré- 
cède. En  effet,  les  formules  (7),  (8)  représenlent,  respec- 
tivement, les  racines  des  équations 

{'■2k  -^\)7r  2A":r 

x^  —  2a:  cos h-  1=0,      x-  —  2x  cos »-  I  =  0. 

ni  m 

(*)  Colle  proposition  est  évitleiile  a  priori,  réqu.ition  (3)  ne  pouvant 
avoir  plus  de  m  moines. 
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Donc,  si  m  esl  pair, 

X'"  -H  1  =     x'^  —  2x  (OS 1-  1        X*  —  Sx  cos 1-1      ... 

L  m         J  L  m         J 

ht*  —  2x  cos  ^ ~  -t-  1    ;  (9) 

cl ,  si  m  csl  impair, 

a:'"  —  l  =(x  —  i)\  X  —  2xcos \-\      x^  —  2xcos hl    ... 

L  «i        JL  m         J 

x'  — 2xcos5^ ^  +  1    .  (10) 

m  J 


Sî*.  Application.  —  Nous  prendrons  scuicmcnl  réfuin- 

tion 

x'—  1=0, 

déjà  Irailée  (309).  La  formule  (10)  donne,  après  suppres- 
sion du  facteur  x  —  1  : 

X®  -+-  x'*  -+-  X*  -+-  x'  -+-  X"  -+-  X  H-  1  = 

/  27r  \/    ,  47r  \/    ,  Gn  \ 

Ix* — 2x('os h1  IIx^ — 2xcos \-i  llx' — 2xcos hl  I. 

Malheureusement,   les  cosinus  qui  entrent  dans  cette 
égalité  ne  sont  pas  calculables  sous  forme  finie  (*). 

M!acei'cices, 

I.  Résoudre,  par  la  Trigonométrie,  les  équations 

X** -1-1  =  0,     x*»-f-1=0,    x'"-Hl  =  0,    x'^— 1=0. 

II.  Réduire,  au  huitième  degré,  l'équation  x'^ — 1  =  0. 

(*)  Il  en  résulte  que  Ton  ne  peut,  au  moyen  de  la  règle  et  du  compas, 
inscrire,  à  un  cercle  donné,  w?i  heptagone  régulier. 
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III.  Former  Ti-qualion  qui  a  pour  racines 


r         27r  Kti  877  1G77-] 

»/,  =  2    cos H  cos y-  cos »-  cos  — —  \- 

■'  L       ^7  17  M  \tA 

r  CtT  IOtT  1277  1477-1 

)/.!  =  2    cos \-  co«; H  cos h  cos • 

•^  L       17  17  \i  17  J 


IV.   I"  Les  fonctions  7.^,7^^,  ...  (353)  sont  données  pnr 

la  formule 

I    r         /Wp  — 1) 


2^r 


1.2 


■z'-*(z'  — 4) 


p(p-l)(/^-2)(p-5)  ^^_,^  ^,  _        ^      1 
1.2.3.4  -      V-  ;  j 

2"  Toutes  les  racines  de  l'équalioii  Z„=0,  sont  com- 
prises entre  -h  2  et  —  2.  On  peut  donc  les  représenter, 
chacune,  parz  =  2cosw. 

.5°  En  vertu  de  cette  remarque, 

Z^  =  2  cos  pu  {'*). 

I  -HX  H-x'  H-X^  -1-X*  1  -HX  -+-X-  -HX^  -HX*  -l-X*  -t-x" 

I  — x-+-x^ — x*-+-x' — x^-+-x'°^ — x"-Hx'- — x'^-+-x" — x"^-f-x'' 

— X  '*  -H  x" — x"  -H  X^. 

\\.  Les  réduites  de  l'équation  x^s —  \  =  0  sont 

x*-t-r— 1  =  0,     z'-t-z-  — 2c— 1=0, 
:"  — z"  —  12c"'-4- Hz'-+-54z*  — 45:"  — 1 13zV71c^-*- 1  inr* 
— 46r— 40z'-+-8z-+-l  =  0  (*"j. 

(*)  Les  deux  lieriiièros  queslions  se  rapiiorleiit  à  la  division  de  la  cir- 
conférence en  dij:-sept  parties  égales.  On  peut  consulter,  sur  ce  poiul,  la 
Trigonométrie  «le  Legendre,  et  les  Théorèmes  et  problèmes  de  Geotnc- 
trie  élémentaire. 

(**)  Voir  la  noie  de  la  page  181. 

(**•)  Hemarques  sur  requaliun  i™  —  1  =  0.  (Dulletin.s  de  T Académie 
de  Belgique.  —  Mars  1870) 
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\\\.  TiiKonÉMES.  —  Quelle  que  soif  la  base  h  du  sijstème 
(le  numération  : 

1"  p,  q  étant  deux  nombres  impairs,  premiers  entre  eux, 

hci-^)p  +  6(ï-2)»'  H H  6"  -I-  1       6'"-"''  H-  /V"-'^"/  H h  //'-+-  I 

6'/-'     -4-6»-*     -♦-•..-»-/>   -f-1  ~  6"^^  -4-  fep-*   ~H h  6  -f-  i 

=  entier. 

Par  exemple  : 

I  001  001  001  001  _  10  000  100  001 


=  entier. 


2°  Le  plus  grand  commun  diviseur  entre  deux  nombres 
de  la  forme  1 1 1  ...  1 1 ,  rt  cette  même  forme. 
3"  Les  nombres 

\,     W,     ill,     11111,     Ulllll,      tllllllllll,  ... 

composés  de  un,  deux,  trois,  cinq,  sept,  onze,  ...  chiffres, 
sont  premiers  entre  eux,  deux  à  deux. 


CHAPITRE  WIII. 

RECHERCHE  DES  RACINES  INCOMMENSIRABLE-S. 


373.  On  a  VU,  précédemment,  comment  on  pont  déler- 
miner  les  racines  commensurables  d'une  équation  à  coefii- 
cients  rationnels,  et  comment  la  résolution  d'une  équation 
qui  a  des  lacines  égales  peut  être  ramenée  à  la  résolution 
d'équations  plus  simples.  Nous  supposerons  donc,  dans  ce 
qui  va  suivie,  que  l'équation  donnée  n'a  aucune  racine 
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commcnsuryhlc,  ni  aucune  niciue  multiple  :  les  racines  de 
celle  équation  scroni  donc,  ou  incommensurables,  ou  ima- 
ginaires; mais  nous  ne  nous  occuperons  pas  de  ces  der- 
nières. 

La  i-echerclic  des  racines  incommensurables  d'une  équa- 
tion f(x)=^0  se  déi'ompose  en  deux  pailles  :  1°  la  sépara- 
tion des  racines  j  2"  le  calcul  des  racines. 

Sé|>iiru(îon   tios   ravlnvt*. 

374.  Les  racines  sont  dites  séparées,  quand  chacune 
d'elles  est  comprise  entre  deux  quantités  connues,  qui  n'en 
comprennent  aucune  autre. 

Pour  essayer  (reiïeclucr  cette  séparation,  on  peut  d';d)ord 
procéder  comme  il  suit  : 

Ayant  déterminé  une  limite  inférieure  et  une  limite  su- 
périeure des  racines,  on  substitue,  dans /"(ac),  les  (pianiités 
entières  comprises  entre  ces  deux  limites  (*),  et  Ton  compte 
le  nombre  des  variations  de  sip;nes  que  présente  la  suite 
foi'mée  par  les  résultats  de  ces  subsiilulions.  S'il  arrive  que 
ce  nombre  soit  éiial  à  la  limite  supérieure  du  nondtre  des 
racines  réelles,  donnée  par  le  Tbéorème  de  Descai'tes.  les 
racines  seront  séjiarées. 

Soit,  par  exemple , 

a*  -H  1  Ox'  —  1  ;ix  -t-  i  =  0. 

Par  la  Rèfjle  des  sirjncs,  on  reconnaît  ipic  celle  équation  n"a 
aucune  racine  négative,  et  (|u"(7/c  pcul  aroir  dtMix  racines 
positives.  D'ailleurs,   -t-  "2  est  une  limite  supérieure  des 

(*)  Quant!  CCS  limites  sont  l'orl  ccaiieos,  le  nombre  îles  sultslilulioiis  inu- 
tiles peut  ilovcnir  très-grand.  Pour  abréger,  on  se  conlenle,  au  moins 

dans  un  premier  essai,  de  substituer —  100.  —  10,  —  1,  0.  -+-  I. 

-+-10,-4-  100,  .  .,  après  ipioi  l'on  resserre  les  inler\alles. 
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racines;  et,  si  Ton  désigne  par  y  le  premier  membre,  on 

trouve,  pour 

a=0,  I,      2; 

y  =  1 ,     —  5 ,     27. 

La  suite  des  valeurs  de  y  présentant  deux  variations,  les 
racines  sont  séparées  :  Tune  est  comprise  entre  0  et  1, 
l'autre  entre  1  et  2. 

375.  Il  est  très-rare  que  le  procédé  dont  nous  venons  de 
faire  une  application  permette  d'effectuer  la  séparation  des 
racines  d'une  équation  donnée.  Dans  la  plupart  des  cas, 
le  nombre  des  variations  que  présente  la  suite  des  valeurs 
de  /"(x),  est  inférieur  à  la  limite  du  nombre  des  racines, 
donnée  par  le  Théorème  de  Descartes.  Il  est  vrai  que  si 
l'on  attribue  à  x  des  valeurs  en  progression,  dont  la  diffé- 
rence constante  soit  d'abord  0,1,  puis  0,01,  puis  0,001,  etc., 
la  prohahUité  que  les  racines  finiront  par  se  séparer  aug- 
mente à  chaque  série  de  substitutions.  Mais,  d'une  part,  les 
calculs  auxquels  on  serait  conduit  ainsi  peuvent  devenir  forl 
prolixes;  et,  d'un  autre  côté,  si  l'équation  a  des  racines 
imaginaires  dont  l'existence  n'ait  pas  été  indiquée  par  le 
Théorème  de  Descaries;  ces  calculs,  qu'il  n'y  a  aucune 
raison  de  ne  pas  continuer  indéfiniment,  auront  été  effectués 
en  pure  perte  (*).  Nous  expliquerons,  bientôt,  un  moyen 
plus  expédilif  et  plus  sûr  d'opérer  la  séparation  des  racines. 

Calcul  des  raclues. 

S'He.  Méthode  de  Newton.  —  Supposons  que,  par  un  pro- 
cédé quelconque,  ont  ait  trouvé  une  valeur  approchée  a 

(*)  Le  Théorème  de  Slurm  n'a  pas  les  inconvénients  de  ce  procédé 
vague,  appelé  quelquefois  méthode  des  substitutions,  puisqu'il  indique,  à 
chaque  inslant,  le  nombre  et  le  lieu  des  racines  réelles. 
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d'une  racine  réelle  de  l'équalion  f(x]=0.  Désignons  par  a 
celte  racine,  et  par  h  la  correction,  positive  ou  négative, 
que  Ton  doit  faire  subir  à  a  pour  obtenir  a.  Nous  aurons 


a  =  a  -4-  h,     f{y.  ■+-  li)  =  0 , 


c'est-à-dire 


/■(a)  -^  A/' (a)  +  —/■"(..) 


iM 


r'(«)  =  o. 


m  étant  le  degré  de  l'équation. 

Cela  posé,  si  la  quantité  h  est  su/jfisanwient  petite,  les 
termes  en  fi^,  /t^  ...,  /r  seront  ordinairement  très-petits  par 
rapport  aux  deux  premiers  termes  :  la  méthode  de  Newton 
consiste  à  négliger  complètement  ces  puissances  supérieures 
de  h,  et  à  remplacer  l'équation  précédente  par  celle-ci  : 


/•(a)-4-V'(a)  =  0; 


d'où  l'on  conclut 


li  = 


/■(«) 


/■'  («) 

Telle  est  la  formule  de  Newton. 

aï*.  Interprétation  géométrique.  —  Soit  AB  un  arc  de 
la  courbe  représentée  par  y=f(x), 
et  soit  R  le  point  inconnu  où  elle 
coupe  l'axe  Ox  :  la  dislance  OR  re- 
présente la  racine  inconnue  a. 

Au  point  A,  qui  a  pour  abscisse 
la  valeur  approchée  a  =  OC,  me- 
nons la  tangente  AT.  Dans  le  trian- 


gle rectangle  ACT, 


CT  = 


AC 


Mais 


ti;  ATC 


AC  =  f[u),     tg  ATC  =  -  tg  AT.r  =  -  /'(a); 


donc 
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CT  = 


/■'(-) 


Celle  valeur  élanl  égale  à  celle  de  h,  donnée  par  la  for- 
mule (1),  il  s'ensuit  que  la  méthode  de  Newton  consiste  à 
remplacer  la  courbe  par  sa  tangente,  an  point  dont  Vabscisse 
est  a. 

Celte  remarque  fait  voir  que,  dans  certains  cas,  la  mé- 
thode de  Newton  pourra  cire 
complètement  fautive.  Par 
exemple,  si  l'arc  AI3  a  la  forme 
indiquée  ci-contre,  et  qu'on 

mène  la  tangente  au  point  A, 

on  s'éloigne  de  la  ravine,  au 
lieu  de  s'en  rapprocher. 
378.  Rectification  de  la  méthode  de  Newton.  —  Nous 
supposerons,  dans  ce  qui  va  suivre,  que  la  séparation  des 
racines  a  été  opérée,  en  sorte  que  la  racine  inconnue  a, 
dont  on  veut  approcher,  est  com|)rise  entre  deux  quantités 
données  a,  (3,  qui  ne  comprennent  aucune  autre  racine 
de  l'équation  f{x)  =  0.  Nous  admettrons,  en  otUre,  qu'il 
n'existe,  entre  ces  deux  linu'tes,  aucune  racine,  soit  de 
f  (a;)  =  0  (*),  soit  de  f"  (x)  =  0.  Ces  diverses  hypothèses 
peuvent  être  énoncées  ainsi  : 

L'arc  AB,  dont  les  extrémités  ont  pour  abscisses  a  et  ^, 
coupe  une  seule  fois  l'axe  des  abscisses;  déplus,  il  ne  confient 
ni  point  maximum  (**)  ou  minimum,  ni  point  d'inflexion. 


(*)  Celle  première  condilion  n'est  pas  absolument  indispensable  an 
succès  de  la  méthode;  mais,  quand  elle  est  vérifiée,  les  calculs  marchant 
plus  rapidement. 

(**)  Point  maximum,  c'est-à-dire  point  dont  l'ordonnée  est  un  maxi- 
mum. On  peut  lire,  dans  le  Calcul  différentiel,  la  théorie  des  points  d'in- 
flexion; quant  à  présent,  nous  nous  contenterons  de  les  définir  parcelle 
propriété  :  en  cliaque  point  d'inflexion  d'une  courbe,  le  coefficient  anrpi- 
laire  de  la  tangente  devient  maximum  ou  minimum. 
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Cela  posé  :  1"  appliquons  la  correction  de  Newton  à  celui 
des  deux  points  donnés  pour  lequel  la  tangente  tombe  dans 
l'intérieur  du  triangle  formé  par  la  courbe,  l'axe  des  ab- 
scisses et  l'ordonnée  du  point  :  l'inspeelion  des  quatre  figures 
ci-dessous  montre  clairemenl  que  ce  point  A  est  celui  dont 


Fis.  1. 


T  -R/ 


/' 


Fis.  111. 


Fig.  II. 


IV. 


s/R^/; 


TC  X 


l'abscisse  a  rend  f(x)  et  f"  (x)  de  même  signe  (*).  Nous  au 
ronsOT  =  OC-hCT,  ou 

fi-) 


['{-) 


2) 


(•)  Considérons,  par  exenniie,  la  fig.  1.  L'arc  AD  lournanl  sa  convexité 
vers  te  liaul,  f"  (œ)  est  conslamnienl  négative,  et  la  courbe  esl  au-des- 
sous de  sa  tangente.  Donc  la  tangente  au  point  B,  dont  l'ordonnée  est 
posiliri',  loniborait  en  dehors  du  triangle  HBD.  Au  contraire,  la  tangente 
an  iKiiiil  A,  pour  lequel  l'ordonnée  est  ucgalive,  esl  située  dans  le  triangle 
CAH:  ele. 
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2"  Menons  la  coide  AB  :  elle  laisse  d'un  mcnic  côU' 
Tare  ARB,  puisque  celui-ci  est  convexe.  Le  point  S,  où  AB 
coupe  l'axe  des  abscisses,  partage  CD  en  deux  segments 
proportionnels  à  AC,  BD;  donc 

SD  =  CD =  (3  —  y) ^^'  ^—  . 

BD  -t-  AC        '  '  fC-i)  —  /-(a) 


Conséquemment,  en  désignant  OS  par  [3 


P.  =  S-(p-«)— f^.  (5) 

Les  formules  (2),  (5)  résolvent  la  question  proposée  :  en 
effet,  le  point-racine  l\  est  compris  entre  les  points  T,  S, 
et  ceux-ci  sont  compris  entre  C  et  D. 

879.  Limite  de  l'erreur  commise. —  La  racine  inconnue 
a  étant  comprise  entre  a,  et  [3,,  la  différence  (3, — a,  est 
une  limite  de  l'erreur  à  laquelle  donne  Heu  la  méthode  de 
Newton.  Or, 

b,  —  «,  =  (  s  —  ail  1 : H 5 

OU 

Pour  simplifier  celle  expression,  observons  que 

AP) -/•(«) - 

donc,  en  posant  : 


nous  aurons 


fj  = 


1.2  1.2.3 


/•'(«)        /•'(a)-4-ff(a) 
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OU  /'(a)  »(«) 


ou  enfin,  à  cause  de 


h  = 


/■'(«) 


,,  =  _,A__jW (4) 

/'(a)  +  .,(..) 

380.  La  formule  (i)  nous  permet  de  résumer,  dans  les 
teimes  suivants,  la  marche  à  suivre  jjour  approcher  indé- 
(iniment  d'une  racine  a  de  l'équation  f(x)  =  0,  après  que 
celte  racine  a  été  séparée  : 

Connaissant  deux  qnanlUcs  a,  (3,  enti'e  lesquelles  tombe 
la  racine  a,  et  qni  ne  comprennent  aucune  racine,  soit  de 
f  (x)  =  0,  soit  de  f"  (x)  =0,  on  désignera  par  a  celle  de 
ces  deux  limites  qui  rend  f(\)  et  f"(x)  de  même  signe;  et, 
pour  avoir  une  valeur  plus  approchée  aj,  on  emploiera  les 
formules 

"—rh  (^' 

a,  =  a  +  //.  (B) 

En  désignant  par  z  la  différence  positive  ou  négative 
(3  —  a,  c'est-à-dire  l'approximation  (*)  de  x,  et  par  î,  l'ap- 
proximalion  de  ai,  on  a 

o  (a) 
f ,  =  _  eh '-^ (C) 

Cette  formule,  dans  laquelle  (p  (a)  représente 

T'w    r"(«)    ../■"(«) 

'     6 •  -♦-  t-  ' 


1.2  1/2.5  1.2.3.4 


(*)  Approximation  de  a  signiDe  ici  :  limite  de  l'erreur  commise  en  pre- 
nant a.  au  tint  de  a. 
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indique  aussi  à  (piol  docjré  iV approximation  on  doit  cal- 
culer 11. 

Opérant  sur  «i  comnie  on  a  opéré  sur  a,  on  trouvera  une 
valeur  (Xg,  encore  plus  approchée  de  la  racine  a;  et  ainsi  de 
suite. 

381.  Application.  —  Nous  allons  faire  usage  de  la  mc- 
lliodc  précédcnic  pour  calculer  la  plus  peliic  racine  posi- 
tive de  1  équation 

x'  —  7x  -4-  7  =  0. 

On  a  vu  (340)  que  celle  racine  est  comprise  cnlrc 
1,35  el  1,5G.  D'ailleurs,  quand  x  varie  enlre  ces  limilcs, 
f  (x)='ùx'^ — 7  reste  constamment  négative,  et  f"(x)  =  6x 
reste  constamment  positive;  la  méthode  de  Newton  est  donc 
applicable.  En  outre,  la  première  limite  1,35,  rendant /"(ac) 
et  /''  (x)  de  même  signe,  nous  pi'cndrons  a=l,55,  d'où 
résulte  £  =  0,01.  Cela  posé,  /"(a)  =  0,010  375;  et  l'on 
trouve  : 

/•"(a)  /•'"(*.) 

/'(a)  =  -l,5525,     'fi-)  =  -Yr'^'lJI^''' 

Substituant  dans  les  formules  (A)  et  (C),  nous  aurons 
donc 

0,010  575       1,057  3 


A  = 


1,552  3         135,25 
1.057  3  4.06  1,057  3      4,06 


'  43  525    —  l,552  5-+-0,OiOG       15  523    1,4919 

Le  premier  facteur  de  Sj  esta  peu  ])rès  égal  à  ^y^;  l'autre 

est  moindre  que  3;  donc  e,  <  0,000  2.  Ce  résultat  montre 

(ju'il  suffit,  dans  ce  premier  calcul,  de  déterminer  les  trois 

premières  décimales  de  la  valeur  de  h  :  si  l'on  en  calculait 

quatre,  on  ne  serait  pas  sur  de  la  dernière.  Effectuant,  on 

trouve 

1,057  3 

h  =  ~ =0,006; 

133,23 


296  ALGEBRE. 

puis  a,  =  1,ôa(J,     f,  =  0,000  18. 

Ces  valeurs  donnent 

a?  =1,838  736,    aï  =  2,493  320  01  G, 
/•(a,)  =  0,001520  01  G,  />,)  =  — 1,'*83  792,  •^(a,)  =  4,069('). 

Par  suite  : 

1,320  010 

lu  = •' 

1  485,792 

1,326  010  4,OG0 

f2  =  0,000 1 8  ~ <  0  000  003. 

'         '  1,483  792   1,483  792  —  0,004  009 

D'après  celte  nouvelle  valeur,  on  doit  évaluer  h.,  à  moins 
de  0,000  01  :  h,  =  0,000  89;  puis 

«2=1,006  89,    f2  =  0,000  01. 

On  trouve,  de  la  mênrie  manière  : 

/•(«,)  =  0,000  008  064  087  709 ,    f  (a,)  =  —  1 ,476  548  d83  7, 

8,004  087  709 

.  (a,)  =  4,070  68  ;     h  =  — ; 

^^  '^         '  1476  548,083  7 

8.664  087  769  4,070  68 

<  0,000  000  002, 


'       147  054  858  570  1,476  507  876  9 

/j.  =  0,000  005  867,  «3  =  1 ,356  895  807,  f^  =  0,000  000  00 1  ; 

/•(a,)  =  0,000  000  00 1  3 1 7  347  970  8 1 3  079  503 , 

/•'(a,)  =  —  \  ,470  500  8 1 8  554  954  933 ,  ?  (a^)  =  4,070  087  002  : 

1,317547970  813679503      ^  ^   .^.  ..^^  .^  .. 

h^  =  - >  f,  <  0,000  000  000  000  000  01; 

*   1  470  500818,354  954  955 

A,  =  0,000  000  000  892  209  44; 

a^  =  1,550  895  807  892  209  44. 

(*)  Il  est  à  peine  besoin  de  faire  observer  que  ces  dernières  quanlilés, 
au  lieu  d'èlre  calculées  diroctcmciil,  pourraient  se  déduire  des  valeurs 
de/W.rW.olc. 


RACIISES  INCOMMENSURABLES.  297 

Une  nouvelle  applicalion  des  formules  (A),  (B),  (C)  fe- 
rait connaître  les  ^eize  décimales  qui  suivent  celles-ci;  eie. 


séparation  des  raclncN;  pnr  la  niétiioilc  lio  :Vc\%'toii. 

38«.  La  méthode  de  Newton ,  ou  plutôt  la  construction 
de  la  courbe  dont  Tordonnée  est  f(x),  permet,  presque  tou- 
jours, d'efTectuer  très-simplement  la  séparation  des  racines 
réelles  de  /'(j)  =  0,  ou  de  reconnaître  que  cette  équation  a 
des  racines  imaginaires,  non  indiquées  par  le  Théorème 
de  Descartes. 

Remarquons  dabord  que  la  véritable  dilîicidté  du  pro- 
blème se  réduit,  le  plus  souvent,  à  reconnaître  si  deux 
quantités  a,  p,  qui,  substituées  à  \  dans  f(x),  ont  donné  des 
résultats  de  même  signe,  comprennent  entre  elles  deux  ra- 
cines de  f(x)  =  0,  ou  n'en  comp)-enncnt  aucune. 

Cela  posé,  si  la  première  dérivée,  f'ix),  ne  changeait 
pas  de  signe  entre  x=a  et  x=(3,  f(x)  serait  constamment 
croissante  ou  constamment  décroissante  dans  le  même  in- 
tervalle; et,  puisque  /"(a)  et  /"([î»)  ont  même  signe,  cette  fonc- 
tion ne  pourrait  s'annuler.  Autrement  dit,  si  l'équation 
f  (x)==0  n'avait  aucune  racine  entre  a  et  [j,  il  en  serait  dr 
même  pour  Véquation  proposée,  f(x)  =  0. 

Le  cas  où  Téquation  dérivée,  /''(a;)=0,  n'aurait  aucune 
racine  entre  a  et  (3  étant  mis  de  côté,  nous  admettrons  que 
cette  équation  a  une  seule  racine  comprise  entre  ces  deux 
quantités  :  si  elle  en  avait  plus  d'une,  on  remplacerait  a  ei 
(3  par  d'autres  limites,  plus  resserrées. 

Enfin,  nous  admctti^ons  aussi  que  la  seconde  dérivée, 
/■"(jf),  conserve  le  même  signe  entre  x=a  et  a;  =  (5  :  ceci 
revient  à  supposer  (jue  la  courbe  représentée  p&r  y=f(x) 
est  convexe  entre  les  points  ayant  a,  [3  pour  abscisses. 
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383.   Soient  A,  B  ces  deux 

points  (*);  soit  AMB  ou   ANB 

l'arc  qui  les  joint,  et  dont  la  forme 

est  encore  inconnue  :  il  s'agit  de 

savoir  si  cet  arc  coupe  en  deux 

points  Taxe  des  abscisses,  ou  s'il 

ne  le  coupe  pas. 

Aux  deux  limites  a,  [3,  appliquons  la  formule  de  New- 

Jon,  c'est-à-dire  calculons  les  sous-langentes  CS,  DT.  En 

supposant,  comme  cela  aurait  lieu  d'après  la  figure  : 

nous  aurons,  en  considérant  les  valeurs  absolues  : 


CS  = 


/"W 


DT  = 


/•(?) 


Or,  si  les  tangentes  AS,  BT  se  croisent  a^-rfessws  de  Ojc(**), 
c'est-à-dire  si  la  somme  des  sous-tangentes  surpasse  CD, 
l'are  inconnu  a  la  forme  AINB;  il  ne  coupe  pas  l'axe  des 
abscisses,  et  l'équation  f(x)=0  n'a  aucune  racine  entre 
y.  et  [3.  Nous  pouvons  donc  énoncer  cette  proposition  : 

Les  quantités  et,  (3  satisfaisant  aux  conditions  indiquées 
ri-dessus,  si  l'on  a 

np)    fi 


>'?—'^, 


(y) 


réqnation  f(x)  =  0  n'a  aucune  racine  entre  y.  et  (3, 

Quand  la  somme  des  sous-tangentes  est  moindre  que  CD, 
e'esl-à-dirc  lorsqu'on  trouve 


fiP) 


np] 


/  iv 


(C) 


(*)  Sur  la  figure,  on  les  a  placés,  pour  fixer  les  idées,  au-dessus  de  l'axe 
des  abscisses;  mais  le  raisonnemeiil  est  indépendant  de  celte  liypolhèse. 
(*•)  Ou  devrait  lire  au-dessous,  si  f{a)  et/'CJ)  étaient  négatives. 
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on  ne  peut  rien  affirmer  sur  Tcxislence  ou  la  non-exislencc 
(le  deux  racines  entre  a  et  (3;  mais,  en  prenant 

a.  =  a -. 5       Pi  =  3 ^ ' 

opérant  sur  ces  nouvelles  limites  comme  sur  les  premières, 
et  eonlinuant  de  la  même  manière,  on  pourra  presque  tou- 
jours, après  un  très-petit  nombre  d'essais,  reconnaître  si  les 
deux  limites  données  ne  comprennent  aucune  racine,  ou  si 
elles  en  comprennent  deux;  ajoutons  que,  dans  ce  dernier 
cas,  on  aura  approché  des  deux  racines  à  la  fois,  et  que  la 
substitution  d'une  quantité  intermédiaire  entre  les  limites 
a„,  (3,,,  auxquelles  on  se  sera  arrêté,  permettra,  presque 
toujours  aussi,  de  séparer  les  deux  racines. 

Les  exemples  suivants  montrent  la  simplicité  et  Teffica- 
cilé  de  cette  méthode. 

384.  Applications.  —  I.  x'^-^ôx-  —  2x-h  1  =  0. 

/■' (x)  =  4x^  -+-  Gx  —  2,     -f"{x)  =  2x'  -+-  1 . 

La  première  dérivée  s'annule  pour  une  valeur  de  x  com- 
prise entre  0  et  |;  la  seconde  dérivée  est  essentiellement 
positive:  nous  pouvons  donc  prendre  o:=0,  P  =  |.  Or, 


f'ip)     fi-)     £"^2' 

27 

Cette  somme  surpassant  |,  l'équation  n'a  pas  de  imcines 
réelles  (*). 

(*)  On  peut  encore  arriver  à  cette  conclusion  en  observant  que  le  tri- 
nôme 3a;* —  2a; -t-  1  est  toujours  positif. 
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II.  x'  -t-  x'  —  :j,999jc  -+-4  =  0. 

/  '  (,, )  =  4x'  -4-  2x  —  0,999 ,     -  /■"  (x)  =  Cx*  -+-  1 . 

LY'cjuation  apeut-élre  deux  racines,  comprises  entre  0  et  I. 
(k-s  nombres  satisfaisant  aux  conditions  énoncées  ci-des- 
sus, nous  prendrons  a  =  0,  (5=  1.  Nous  obtenons  ainsi 

/■(S)        /"(a)       0,00!  4 


/■'((3)       /■'(«)       0,001       5,999 

Le  second  membre  est  plus  grand  que  1  ;  donc  l'équation 
n'a  pas  de  racines  réelles. 

III.  dOOx*  -t-  67x'  —  o9x  -+-  1 1  =  0. 

Quelques  essais  préliminaires  montrent  que  Ion  doit  cher- 
cher deux  racines  entre  0,3  et  0,i.  D'ailleurs, 

f  (x)  =  400x'  -+-  1  ôix  —  59 

s'annule  une  fois  seulement  dans  cet  intervalle,  et  f\x)  est 
(oujours  positive. 
Soient  donc 

a  =  0,5 ,     p  =  0,4. 

f  (a)  =    0,8 1  -H    G,03  —  1 7,7    -+-11=0/1 4 , 
/•'(a)  =10,8    -+-  40,2    _  j9  =  —    8, 
f  (8)  =    2,o6  -+-  1 0,72  —  23,8    -+-11=  0,68 , 
/■'(S)  =  23,6    -+-53,6   —59       =20,2; 

/■'(13)       r(«)       20,2         8     ^    '  • 

Les  limites  étant  trop  écartées,  nous  prendrons 

0,1 1 

a,  =  0,3  -I =  0,3 1 7..., 

*        '  8 
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S,  =  0,4 '—  =  0,ôG4...  ; 

ou  j)Iulôt 

«,  =  0,32,     (3,  =  0,Ô6. 

/•  (a,)  =    ]  ^048  57(1  -4-    G,8f)2  2  —  1 8,88  -+-  M  =  0,000  77(i , 
/"'(a,)  =  13,107  2      -4-42,88       —  riO  =  —  3,012  8, 
f{pi)=    1,079  CI 9 -4-    8,083  2  —  21,24-4-11  =  0,122  819, 
/•'(p,)  =  1 8,002  4      -4-  48,24       —  59       =  0,902  4; 

/■(S,)        /•(«,)        0,122  819       0,030  770 
/■'((S,)       /'(a,)         0,902  4  5,012  8    ^    ' 

Les  limites  sont  donc  encore  trop  écartées.  Mais, /(a,)  étant 
une  petite  fraction,  il  y  a  lieu  d'essayer  si  l'on  ne  peut  pas 
remplacer  [3,  par  un  nombre  beaucoup  plus  voisin  de  a,  : 
si  l'on  substitue  0,55,  on  trouve 

/•(0,33)=  1,185921-4-  7,290  3  —  19,47-4-11=0,012  221, 
/•'(0,33)  =  14,374  8      -+-    44,22    —59  =  — 0,403  2. 

Les  racines,  si  elles  existent,  ne  sont  pas  comprises  entre 
0,52  et  0,55  :  essayons  0,54. 

f  (0,34)  =  1 ,356  350  -4-  7,745  2  —  20,06  -4-11=  0,021  530, 
/■'(0,54)  =  15,721  6      -4-45,56      —59      =2,2816. 

Soient  actuellement  «2  ==  0,55,  (B^  =  0,34;  d'où 

/•(Sî)        /"(«.)       0,021556       0,012  221 

L^ï^—1±^  =  -^ -+--^ >  0,01  : 

f'[h)       /'{«î)         2,28  i  6  0,405  2    ^    ' 

l'équation  a  toutes  ses  racines  imaginaires. 

IV.  lOOx*  -f-  67x'  —  59,04a;  -4-11  =  0. 

On  trouve,  comme  dans  l'exemple  précédent; 

«  =  0,3,     [3  =  0,4; 

/•(a)  =  0,128,     /•'(«)  =  —    ^rOi, 
/•(p)=  0,664,    /■'({3)=       20,16; 
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«.  =  0,52,     fi.  =  0,50; 

/■(«,)  =  0,017  920,     /■'  («,)  =  —  5,Oo2  8, 
/■(p,)  =  0,^08  4iy,     r(S,)=       G,8G2  4; 

«,  =  0,53,     pi  =  0,54; 

/•(«i)  =  —  0,000  979,    /(S,)  =  0,007  956. 

La  séparation  est  effectuée  :  l'équation  a  une  racine  com- 
prise entre  0,52  et  0,33,  et  une  seconde  racine  entre  0,53  et 
0,54. 

I.  Calculer  les  racines  de  l'équation 

70x*  —  440rt'  -t-  90x-  —  20x  -+-  1  =  0. 

Résultat  : 

X,  =  0,069  451  844  202  975  4, 
x^  =  0,530  009  478  207  oG7  7, 
a-3  =  0,609  990  j21  792  432  3, 
Xt  =  0,930  u68  i  53  797  024  6. 

II.  1  716x^-5  148a;='-+-5  742x*-2  904a:'-t-648x--o4x+ 1=0. 

Résultat  : 

X,  =  0,025  446  045  828  620  2, 
X2  =  0,129  254  407  200  502  8, 
X3  =  0,297  077  424  5  il  501  5, 
Xi  =  0,702  922  575  688  698  5, 
0-5  =  0,870  765  592  799  697  2, 
Xe  =  0,974  555  956  171  379  8  (*). 

(*)  Cos  deux  oxomplos,  lires  d'iin  Mcnioire  do  rilliislre  Gauss,  oui  élé 
roprodiiils  dans  los  Notirellcs  Annales  de  Mallwnialiques.  Nous  les  avons 
déjà  proposés.  (Chap.  XXI.) 
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III.  Résouclic  et  discuter  réqualion 


l/x  M-  80  -t-  1/.X  -*-  iU  -4-  \/x  =  0. 

IV.  Cakulcr  les  racines  de  l'équation 

3  575  000x=^  —  i  2  524  Gî)2  500a;'^  -t-  1 5  493  1 28  1 20  OOOx 

—  G  388  367  590  282  499  =  0. 
Résultat  : 

x,  =  d  236,990  452  73, 

a-2=I  237,004  351  36, 

0-3=1  237,019  195  91  (*). 

V.  Les  équa  lions 

5  797x*  -t-   4  951  x'  -i-    5  892x''  -+-    2  876x  -4-    6  942  =  0 , 
3  447a;''  -t- 1 4  5G0x''  -t-  22  450x*  +  25  857a'  -\-  29  1 93a;' 
+  1 1  596x  -t-    5  602  =  0, 

ont  toutes  leurs  racines  imaginaires. 

VI.  Trouver  toutes  les  racines  réelles  de  l'équation 

{x  -t-  1)'"  —  a;-"  —  2a;  —  1  =  0; 

n  étant  plus  grand  que  1 . 
Résultat  : 

1 

x  =  0,     x  = >     x  =  —  1  (**). 

2 

(*)  On  cherche  d'abord  la  transformée 
5  1 

qui  a  pour  racines 

y^  =  —  sin  50°  =  —  0,766  045, 
?/j  =  —  sin  10»  =  —  0,173  648, 
y^—      sin  70»=      0,939  695. 

(**)  Voyez  p.  199. 
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VII.  Déterminer  A  de  manière  que  l'équalion 

1 00a;'  -f-  G7x-  —  Ax  -t-  11  =  0 

ait  deux  racines  égales. 
Résultat  : 

A  = l/H;     «=  — l/ll; 

10  10 

a  étant  la  racine  double. 


CHAPITRE  XXIV. 

RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS  TRANSCENDANTES. 


385.  Les  procédés  employés  pour  calculer  les  racines 
incommensurables  d'une  équation /'(a-)=  0,  que  nous 
avons  fait  connaître  dans  le  Chapitre  précédent,  s'appuient 
tous  sur  la  continuité  de  la  fonction  entière  /"(jt).  Ils  sont 
donc  applicables,  à  peu  près  sans  modifications,  à  la  réso- 
lution de  toute  équation  de  la  forme  /"(^x)=0,  dont  le  pre- 
mier membre,  sans  être  algébrique,  est  une  fonction  con- 
tinue de  X,  sinon  pour  toutes  les  valeurs  de  cette  variable, 
au  moins  dans  un  certain  intervalle.  Cependant,  la  discus- 
sion des  fonctions  transcendantes  étant  ordinairement  assez 
épineuse,  les  méthodes  indiquées  ci-dessus  seront  presque 
toujours  insuffisantes,  prises  séparément,  en  sorte  que  Ton 
sera  obligé  de  lairc  des  emprunts  à  chacune  d'elles.  Les 
exemples  suivants  montreront  sulfisamment  la  marche  à 
suivre  dans  chaque  cas  pariieiilier. 
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»s«.  Exemple  I.  —  Résoudre  Véqualion  (*) 

(1) 

On  simplifiera  le  problème  si,  après  avoir  pris  les  loga- 
rilhnics  iicpcricns  des  deux  membres,  on  met  l'équation 
sous  la  forme 

X  -i  ■  \ 

2x  —  1 =  0.  (2) 

X  —  \ 

En  effet,  en  représentant  par  y  le  premier  membre  de  la 
nouvelle  équation ,  on  reconnaît  immédiatement  que  : 
1"  La  fonction  y  reste  continue  et  croissante  à  partir  de 

ar=l-t-.r); 

2°  Cette  fonction,  négative  pour  3c  =  l  -i-  s,  est  positive 
pour  oc  =  2. 

Par  conséquent,  l'équation  (2)  a  une  seule  racine  posi- 
tive, comprise  entre  1  et  2. 

387.  Pour  en  approcher,  donnons  à  acles  valeurs  \,i  et 
1,2;  nous  trouvons  : 

pour    x  =  i,1,    2/  =  2,2  — 121  =  — 0,844522457...; 
pour    x  =  i,%     î/  =  2,4  — m  =  -+-0,002104727.... 
La  racine  est  donc  comprise  entre  les  deux  nombres  sub- 
stitués, et  beaucoup  plus  près  du  second  que  du  premier. 
D'ailleurs, 

11  2  ,  4a- 

y'  =2 1 =  2  -+-  — >    y 


1  x-—\      ^  (x*  — 1)-' 


(*)  Elle  se  rencontre  dans  la  théorie  de  la  chaînette  et  dans  la  Mécanique 
céleste  (Comptes  rendus  de  r Académie  des  Sciences,  t.  XLII,  p.  i  184). 
(**)  Suivant  l'usage,  la  lettre  î  désigne  une  quantité  positive  très-petite. 

20 
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et  chacune  de  ces  fonctions  conservant  son  signe  à  jtarlir 
,|e  a;==l-»-2,  la  méthode  de  .Newton  est  applicable  (380j. 
Faisant  a=l,2  dans  la  formule 

/  ('^) 
on  a 

/t  =  —  0,000  52  ... 

Ce  résultat  permet  de  supposer  que  la  racine  est  eoni- 
prisc  entre  1/199  67  et  1,199  08.  Effectivement, 

x  =  1,199  67 

conduit  à 

219  967 

y  =  2,399  34  —  les X  1  •  10  (**)  =  —  0,000  lOG  7N8  ; 

■f         '  o  19  967 

x=  1,199  08 
donne 

219  968 

V  =  2,399  30  —  log X  1 . 1 0  =  -t-  0,000  008  999. 

'         '  °  1 9  968 

Une  nouvelle  application  de  la  formule  de  Newton  mon- 
tre que  la  racine  est  comprise  entre  1,199  678  et  1,199  679. 
La  substitution  de  ces  valeurs  donne  ensuite  : 

imir  0;  =  1/1 99  678, 

2  1 99  678 

»/  =  2,599  556  —  loc 1 . 1 0  ==  —  0,000  004  4  ...  : 

■^         '  °   199  078 

inmr  x  =  1,199  679, 

2  1 99  679 

V  =  2,599  558  —  log .  10  =  -+-  0,000  002  2  .... 

•^         '  °  199  679 

(•)  La  limite  1,2  élaul  déjà  fort  approcliéo,  nous  ne  suivons  pas  la 
rt'^k'  qui  consiste  à  clioisir  la  limite  pour  laquelle  f{x)  et  /""  (xj  sont  tie 
même  signe. 

(**)  Les  Tables  de  Callet  ne  contenant  pas  les  logarithmes  népériens  des 
nombres  supérieurs  à  1  200,  il  est  nécessaire ,  pour  continuer  le  calcul, 
d'employer  comme  interniédiaires  les  logarithmes  de  Briggs. 
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388.  Si  nous  jippliquons  actuellement  les  formules  (2) 
et  (3)  (lu  n"  378,  en  supposant 

a=  I,ll><)(;78,     S=  l/Ii)9  079, 

nous  aurons  : 

/•(«)  =  —  0,000  004  4 ,     /■  ip)  =  0,000  00i>  2 , 

logrW  =  -log^ ^ -  =  0,8164702; 

(a—  1)  (a -4-1) 

puis  : 

a,  =  1,199  678  -t-  0,000  000  671  4  =  1,199  678  671  4, 

22 
8,  =  1,199  679  —  0,000  001   .  _  =  1,199  678  666  6; 
ri         /  /  66 

et  enfin ,  avec  huit  décimales  exactes , 
a;=  1/199  678  67. 

389.  Exemple  II.  —  Déterminer  le  coefjficient  a,  de  uni- 
nière  que  l'équation 

e*  -+-  e^''  —  ax  =  0  (3) 

ait  deux  racines  égales. 

On  dit  qii  une  équation  transcendante  f  (x)  =  0  a  deux 
racines  égales  à  a,  quand  la  quantité  a  annule,  en  même 
temps,  f  (x)  et  f  '  (x)  (*). 

Cela  posé,  la  dérivée  du  premier  membre  de  1  équation 

(3)  est 

f  (x)  =  e'^  —  e~*  —  a. 

Égalant  cette  quantité  à  zéro,  nous  aurons  à  déterminer  a 
par  la  condition  que  l'équation 

e  —  e-^"  —  a  =  0  (4) 

ait  une  racine  commune  avec  la  proposée  (3). 

(*)  Il  est  évident  que  la  définition  des  racines  égales,  fondée  sur  la 
considération  du  plus  grand  commun  diviseur,  n'est  pas  applicable,  en 
général,  aux  équations  transcendantes. 
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L'élimination  de  a  donne 


ou 

(5) 

('ette  équation  est  précisément  celle  que  nous  avons  consi- 
dérée dans  l'Exemple  I  :  elle  a  ponr  racine 

a:  =1,199  078  67. 

Il  resterait  donc  à  substituer  cette  valeur  dans  la  formule 

«  =  e""  —  e~^; 

mais  il  est  plus  commode  de  prendre  celle-ci  : 

2 


\/x'  -  1 


(6) 


que  l'on  tire  aisément  des  équations  (3)  et  (4).  Elle  donne, 
au  moyen  des  Tables  logarithmiques, 

a  =  5,017  70. 

3»0.  Remarque.  —  Tant  que  le  coefficient  rt  est  supérieur 
à  cette  dernière  valeur,  l'équation  (3)  a  deux  racines  posi- 
tives inéfjales;  elle  n'en  a  aucune  dans  le  cas  contraire  (*). 
Par  exemple,  l'équation  • 

e'  -4-  f  '  —  3x  =  0 

n'a  pas  de  racines  réelles. 


(*)  Plus  la  valeur  de  .t  esl  grande,  plus  y  est  petit,  pour  une  même 
valeur  tie  x. 
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391.  Exemple  III.  —  Résoudre  Véquation 

u  —  esinM  =  S,  (7) 

en  supposant 

e  =  0,245  516  15,     K  =  329''44'27"/)G. 

La  résolution  de  Téqualion  (7)  consiituc  ce  qu'on  appelle, 
en  Asironomie,  le  Problème  de  Kepler  :  e  esl  Y  excentricité 
d'une  planète;  u,  l anomalie  excentrique;  Ç,  \e  moyen  mou- 
vement. 

Avant  de  cherclier  la  valeur  «le  u,  observons  que,  e 
étant  un  nombre,  on  devrait,  pour  rendre  l'équation  homo- 
gène, exprimer  l'arc  Ç  en  parties  du  rayon  1  ;  alors  l'arc  u 
serait  également  exprimé  en  parlies  du  rayon.  Mais  il  esl 
plus  simple  d'évaluer,  en  parties  de  la  circonférence,  l'arc  z 
dont  le  rapport  au  rayon  est  la  IVaciion  e.  Or,  l'arc  équiva- 
lent au  rayon  a  pour  valeur 

180" 


donc 


o7»,295  779  130  825... 

180» 

.e=14'',055  579  947 


392.  Pour  calculer  la  valeur  de  m,  nous  emploierons 
d'abord  la  méthode  des  approximations  successives^  dont 
on  a  déjà  vu  un  exemple  (60). 

Négligeant  le  terme  e  sin  u,  ou  plutôt  z  sin  u,  nous  au- 
rons 

Uo  =  ?• 

Celle  valeur,  substituée  dans  (7),  conduit  à 

Mi  =  r  sin  Wn  -t-  s. 

Celle-ci  donne,  de  la  même  manière, 

v^  =  z  sin  «,  -1-  X, 
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puis  W3  =  2  sin  Ut  h-  ç, 

elc. 

Le  calcul  logarithmique  donne  ensuite  : 

logr  =  1,147  848  8 
log(— sin?/o)=logsin30»lo'52",34  =  T,702  552  5 


0,850  201  5 
z  sin  i/o  =  —  7»,082  74  =  —  7»4'5",864 
w,=  û22"40'21",80 

logz  =  l/147  848  8 
log(-sin?/,)=IogsinD7''I9'58",2    =  r,782  733  6 


0,930  584  4 
z  sin  «1  =  —  8''d22  83  =  — 8''31'22",188 
t/2  =  321°13'5",47 


logz=  1,147  848  8 

log(— sinî/,)  =  Iogsin38''4G'o4",o3  =T,796  821  a 

0,944  670  5 

z  sin  W2  =  —  8'',803  80  =  —  8°48'1 3",68 

i/3=320<'5G'15",98 

loge  =  1,147  848  8 

Iog(-sin»3)=logsin  39"  3'46",02  =  T,799  458  8 


0,947  307  6 
z  sin  V:,  =  —  8°857  43  =  —  8°51  '18",75 
j/^  =  320»53'8",9l. 

393.  Pour  continuer  le  calcul,  nous  ferons  usage  de  la 
méthode  de  Newton,  en  prenant 

a  =  320'55'. 
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Nous  aurons,  de  celle  manière  : 

/'(a)  =  a  —  S  sin  a  —  Ç  = 

520»53'+  8°ii2'ô",G8  —  529"44'27",G6  =  5G"02, 
/ '  (a)  =  1  —  e  CCS  a  (*)  =  i  —  0, 1 90  552  =  0,809  008  ; 

puis 

50", 02 

h  = : =  —  U",487  5. 

0,809  008 

\a\  valeur  de  la  racine  chercliée  esl  donc,  à  moins  de  G", 01, 

M  =  û20''52'lS",52. 

«94.  Exemple  IV.  —  Résoudre  Véqiiation  (**) 

VH-2(-— -,)sm--^  — sino  =  --  (8) 

On  peut  la  simplifier  en  posant  r.  —  cp  =  x,  et  rem- 
plaçant 2  sin-  ~  cp  par  1  —  cos  ç  =  1  -4-  cos  x.  On  obtient 
ainsi 

r 
sin  a:  —  x  cos  x =  0.  (9) 

Si  l'on  représente  par  y  le  premier  membre  de  celle  nou- 
velle équation,  on  a 

y'  =  X  sin  x. 

Par  conséquent,  la  fonction  y  a  une  infinité  de  maximums 
et  de  minimums,  déterminés  par  sinaj  =  0,  ou  x  =  ku, 

(*  I  La  dérivée  étant  un  rapport,  z  doit  être  remplacé  par  c.  Du  reste,  si 
l'on  fait  a  =  ^  îj,  et  que  l'on  calcule  ^ ,  on  arrive  à  la  même  valeur  de  h. 

(**)  Elle  répond  à  ce  problème  :  Partager  un  cercle  en  deux  parties 
équivalentes,  au  moyen  d'une  circonférence  ayant  son  centre  sur  la  cir- 
conférence donnée. 
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k  étant  un  entier  quelconque,  positif,  négatif  ou  zéro.  Dail- 
Icurs,  pour 


x  =  -- 

ÔTT, 

-Stt, 

—  TT, 

0, 

TT, 

2:r, 

5-, 

y=- 

7 

2 

3 

TT, 

2 

1 

1 

2"' 

5 
""2''' 

0 

2~' 

Il  résulte,  de  l'inspection  de  ce  tableau,  que  l'équation  (9) 
a  une  infinité  de  racines  réelles,  comprises,  chacune,  entre 
deux  multiples  consécutifs  de  n  :  il  y  a  exception  pour  les 
valeurs  —  tt  et  0,  qui  ne  comprennent  aucune  racine  (*). 
Nous  nous  occuperons  seulement  du  calcul  de  la  plus  peiite 
racine  positive  (**). 

395.  Après  quelques  tâtonnements,  on  trouve  que  celle 
racine  est  comprise  entre  H  ?i  et  {|  tt.  Pour  ces  deux  valeurs 
de  X,  y  égale  —0,282  915  et  -h  0,023  529.  Donc  la  racine 
diffère  très-peu  de  \~  tt.  Appliquant,  à  cette  seconde  limite, 
la  correction  de  Newton,  on  a 

/■(a)  0,02o  j29 

/t  =  — -^  = =  — 0,014  151. 

/■'(«)  M       .    /Il     \ 

77  s  in      TT 

18  \18    / 

D'ailleurs,  f^7r=  1,919  86;  de  sorte  que  la  valeur  cor- 
rigée est  1,919  86  —  0,014  15=1,905  71.  Substituant 
dans  le  premier  membre  de  l'équation  (9),  on  trouve 
,/  =  0,000  019. 

La  formule  de  Newton,  appliquée  une  seconde  fois,  donne 

/t  =  — 0,000  010,     x=  1,905  70, 

puis 

y  =  0,000  002. 

(*)  La  courbe  dont  l'ordonnée  est  y  se  compose  d'une  seule  brauobe 
continue,  sinueuse,  indéûaie,  renconiraal  l'axe  des  abscisses  en  une  infi- 
nité de  points;  etc. 

(*•)  Elle  répond  au  problème  de  géométrie. 
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Cette  dernière  fraction  csl  si  pelile,  qu'il  est  inutile  dr 
pousser  plus  loin  les  calculs,  et  que  Ton  peut  prendre,  pour 
la  solution  cherchée, 

a:  =  l,905  70  =  109»MM8". 
Par  suite, 

à  moins  d'une  seconde. 

396.  Exemple  V.  —  Discuter  et  résoudre 

f{x)  =  \gx  —  x  =  Q.  (10) 

1"  L'équation  (10)  résulte  de  l'élimination  de  //  entre 

y  =  x,     7/  =  tgx.  (M) 

De  ces  deux  équations,  la  première  représente  une; 
droite,  bissectrice  de  l'angle  des  axes;  et  la  seconde,  une 
courbe  composée  iViino  infinité  de  branches  infinies,  éf/nles 
entre  elles,  ai/ant  pour  asymptotes  les  droites  déterminées 
par  x  =  ±—,  x  =  ±  —,  x  =  ±  -^,  ...  :  les  abscisses  des 
points  communs  à  la  courbe  et  à  la  droite,  sont  les  racines 
de  la  proposée  (10).  La  droite  coupe  chacune  des  bran- 
ches de  la  courbe;  donc  l'équation  (10)  a  une  infinité  de 
racines  réelles. 

2°  La  droite  et  la  courbe  passent  à  l'origine;  donc  zéro 
est  une  racine.  Il  est  facile  de  voir,  soit  au  moyen  d'une 
figure,  soit  en  calculant  f  (x)  et  f" (x),  que  cette  racine 
nulle  est  triple.  Nous  en  ferons  abstraction. 

3"  L'origine  est  un  centre  de  la  droite  et  de  la  courbe  : 
conséquemmcnt,  les  points  d'intersection  de  ces  lignes 
sont,  deux  à  deux,  symétriques  par  rapport  à  ce  centre 
commun.  Autrement  dit,  les  racines  de  l'équation  (10)  sont, 
deux  à  deux,  égales  et  de  signes  contraires.  Ce  résultat, 
évident  à  l'inspection  de  l'équation,  rend  inutile  la  recherche 
des  racines  négatives. 
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h"  La  plus  petite  racine  positive  est  comprise  entre  r.  et 
-^;  la  deuxième  racine  est  connprise  entre  2::  et  ^;  etc.  En 
içénéral,  la  m'""'  racine  positive  est  comprise  entre  n-n  et 
^'""^  — .  En  outre,  à  mesure  que  n  augmente,  la  différenve 
(2n-f-i)T  —  ^  d/wîmî<e  indéfiniment. 

a»?.  Calcul  d'une  racine.  —  La  méthode  des  a|)proxi- 
nialions  successives  s'applique  aisément  ici,  après  qu'on 
a  fait  subir,  à  l'équation  (10),  une  transformation  rcmar- 
(juable. 

Soit  z  la  dill'érence  entre  (2n  -+-  1)  ^^  et  .r  : 


x  =  (2n  -4-  \)-  —  z. 

De  là  résulte 

tgx=  cet  r; 

ou,  à  cause  de  l'équation  donnée  : 

1  1 

a;  =  cotz,     -  =  t£;z,      r  =  arclg  — • 

X  X 

Donc 

X  =  (2«  +  1  )  ~  —  arc  tg  -  •  (12) 

Considérons  en  particulier  la  n''""  racine,  qui  difl'ère  très- 
peu  (le  (2n  -H  l)^  =  fl.  Nous  pouvons  prendre,  comme 
première  approximation,  x  =  a  =  X\;  après  quoi  l'équa- 
tion (12)  donne,  successivement, 

1  1  t 

a.,  =  o  —  arctg  — :>  ^"3  =  0  —  arctg — »  ^4  =  0  —  arcli; — .etc. 
:r,  Xi  ^  .V; 

Soit,  par  exemple,  n  =  o;  alors 

11  1 1  1  11  1 

.r,  =  o  =  —  77,    .r^  =  —  r  —  arctg—,    .r-,=  — -tt  —  arctg  —  .... 
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Voici  la  disposilion  du  calcul  : 


51» 


log   2=  0,301  030  0 

logH  =  1,041  392  7 

log    7r=  0,497149  9 

2,762  487  4 

arc  corresp.  =  5°1 8'44" 

5»=  0,032  359  9 

i8'=  0,005  236  0 

44"=  0,000  2i  3  3 


0,057  809  2 
77=    3,141  592  65 
577=15,707  963  2  - 


_=    1,570  796  3  -4- 
2 


11 

0  =—77  =  17,278  759  5 
2 

0,057  809  2 


logXj=  1,236  057  2 

1 

log  — =  2,763  942  8 

Xi 

arc  corresp.  =  3''1 9'24" 

5''=  0,052  359  9 

19'=  0,005  526  9 

24"=  0,000116  3 


0,058  003  1 


H 


77  =  17,278  759  5  -4- 
0,058  003  1  — 


Xî  =  1 7,220  756  4 
loga-3=  1,236  042  3 

1 

log-=  2,763  957  7 

arc  corresp.  =    3"19'24",5 
=    0,058  005  5. 


0-2  =  17,220  950  3 

On  aurait  ensuite 

Xi  =  a  —  0,058  005  5  =  17,220  754  0. 

La  comparaison  de  cette  valeur  avec  celle  de  cc^  donne,  à 
moins  d'une  unité  du  sixième  ordre, 

a- =  17,220  754. 

On  obtiendrait  une  approximation  plus  grande  si  l'on  ap- 
pliquait, à  cette  dernière  valeur,  la  métiiode  de  Newton. 
398.  Exemple  VI.  —  Discuter  Véquation 

f[x)  =  ax  —  b  —  sina:  =  0,  (13) 

en  supposant 

1  >  «  >  0.     h  >  0. 
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Les  valeurs  extrêmes  de  sin  x  étant  ±  I,  on  doit  avoir 

/>-+-!  6—1 

>x> (14) 

a  a 

Soit,  s'il  est  possible, 


077 


a;=2A-7r-+--5      x  =  2A-H >     x  =  2(/; -+- l)7r -+--> 

2  2  2 

ees  arcs  étant  compris  entre  les  limites  -^-^^'  -^— .  11  en 
résulte 

f{x)  =  ax  —  b — I,     f'{x)  =  ax  —  6-t-l,     f{x]  =  ax  —  h — I; 

ou,  par  les  inégalités  (14)  : 

/■(x)<0,     r{x)>0,     f{x)<0. 

De  plus,  pour  ces  mêmes  valeurs  de  x,  la  dérivée 

f  {x)  =  a  —  CCS  X 

se  réduit  à  a.  Elle  ne  peut  s'annuler  |»lus  de  deux  fois  dans 
l'intervalle  compris  entre  2A-7r  -h  f  et  2A-r  -+-  Ç  (*),  ou  entre 
'2h: -h~  et '2(k-i- \)n -h^;  donc,  dans  le  même  inter- 
valle, f(x)  s'annule  une  fois  (87»).  Ainsi  :  entre  deux  mul- 
tiples impairs  et  consécutifs  de  ^,  il  y  a  une  racine  de  la 
proposée,  pourvu  que  ces  multiples  soient  compris  entre  -^ 
et . 

a 

399.  D'après  cela,  soient 

h—\  77  6    -+-     1  .77 

=i--t-R, -=r--+-R, 

a  2  a  2 

i,  i'  étant  des  entiers  impait's,  positifs  ou  négatifs,  et  R, 
R'  étant  des  arcs  positifs,  moindres  que  r.  Si  l'on  fait 


x  =  (t-+-2)->     X  =  (<■-+- i)-j  ••••» 
^  '2  2 

(*)  /■'  (x)  ne  s'annule  pas  dans  le  premier  intervalle. 


X  =  i  — ' 
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le  nombre  n  des  racines  sépiiiécs  est  inférieur,  d'une  unité, 
à  celui  de  ces  valeurs  de  x;  c'est-à-dire  que 


1. 


Ce  n'est  pas  tout  :  il  peut  y  avoir  une  racine  entre  -^-^ 
et  (i  -1-  2)  ^;  il  peut  y  en  avoir  une  autre  entre  i'^  et  ^^^; 
donc  le  nombre  N  des  racines  de  l'équation  (13)  est  donné 
par  une  des  trois  formules  : 

i'  —  i  ^^       i'  —  i  i'  —  i 

N  = 1,     N  = ,     N= h  1. 

2  2  2 

400.  Application  : 

1  OOOtt'  20* 

Les  limites  -^'  -^^  deviennent,  respectivement, 
—  950::,  -i-  1  05071.  Divisant  ces  quantités  par  f ,  on  a 

/  =  _1901,     /'  =  -+- 2  099,     ^-^^=2  000. 

2 

Entre  i:^  =  —  9o07r  et  (i  -4-  2)  f  =  —  1  899  f ,  il 
n'y  a  aucune  racine;  car  ces  deux  valeurs  de  x  donnent 
f(x)<CO.  De  même,  il  n'y  a  pas  de  racine  entre  i^=^  099^ 
et-^=  1  050.  Le  nombre  des  racines  réelles  de  l'équa- 
tion 

X  \  , 

sm  X  =  0 


i  00071       20 
est  donc 


N= 1  =  1  999. 

2 


40t.  Remarque.  —  On  peut  remplacer  la  méthode  pré- 
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cédente  par  la  construclion  de  la  droite  ei  de  la  sinusoïde 
dont  les  équations  seraient 

y  =  ax  —  h,    y  =  sin  x. 

Cette  construclion,  si  elle  est  faite  avec  soin,  effectue 
non-seulement  la  séparation  des  racines,  mais  encore  le 
calcul  de  chacune  d'elles. 

I.  Partager  un  demi-cercle  en  deux  parties  équivalentes, 
|)ar  une  parallèle  au  diamètre. 

II.  Trouver  Tare  double  de  sa  corde. 

III.  Résoudre 

X'—  10  =  0. 


Résultat  : 
IV.  Résoudre 

Résultat  : 
\ .  Résoudre 

Résultat  : 


x  =  2,506  184. 

icU  — 100  =  0. 

a;  =  5,597  285  0.. 

X  —  ces  X  =  0. 


x  =  0,759  085  12... 
VI.  Même  question  pour 

(4  —  ôx^)  sin  X  —  4x  ces  x  =  0. 

Résultat  : 

X  =  2,565  454  25  (*). 

(*)  Les  quatre  iloruières  que.stions  sont  tirées  il'tin  savant  Mémoire  de 
Terqucni,  i>ul)iié  clans  les  ?i'ouvcUiS  Annales  de  Mallunialiques,  t.  XIV 
ei  XV. 
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\'II.  Calculer  la  racine  jjosilivc  de  réqilatioii 
I  (1  -H  x)  —  sin  X  =  0. 

VIII.  Discuter  i'éqiialion 

e'«"  — .r=  I. 

IX.  Discuter  les  équations 

i  2 

X sin  2x tg  X  =  0  (  j ,     sin  x  +  x  cos  x  —  I  =^  0 , 

n^  -t-  //  =  1 ,     log H 0,7  =  0. 

1  H-  X  2x 

X.  Combien  1  équation 

X 

arc  tg  X :,  =  0 

X" 

1  -+-  — 
5 

a-t-elle  de  racines  nulles? 

Réponse  :  Cinq. 

XI.  1**  Combien  l'équation 

X  —  532  sin  x  —  9dG  ces  x  =  0 

a-t-elle  de  racines  réelles? 

2"  Réduire  celte  équation  à  la  forme 

«x'  —  b  —  sin  x'  =  0. 

XII.  Calculer  la  racine  positive  de  l'équation 

5.2^  +  2.5'  =211. 

C)  Vo/r  p.  145. 
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CiïAPITRE  XXV. 

DÉCOMPOSITION  DES  FRACTIONS  RATIONNELLES. 
PréliniInalreM. 

40«.  Une  fraction  '^^  est  dite  rationnelle,  lorsque  ses 
deux  ternies  sont  des  polynômes  entiers.  Xous  suppose- 
rons, dans  ce  qui  va  suivre,  que  la  fraction  a  été  réduite 
à  sa  plus  simple  expression,  ou  que  f{x)  et  F'  (x)  n'ont 
aucun  facteur  commun.  Nous  supposerons,  en  outre,  le 
degré  m  du  dénominateur  supérieur  au  degré  du  numé- 
rateur. Si  le  contraire  arrivait,  on  diviserait  le  numérateur 
par  le  dénominateur,  et  Ion  mettrait  la  fraction  sous  la 
forme  Q  -t-  p^,  Q  étant  un  polynôme  entier,  el  ^j^.  une 
nouvelle  fraction  satisfaisant  à  la  condition  énoncée. 

Cas  des  facteurs  Inégaux. 

403.  Si  l'on  connaît  les  facteurs  x —  a,  x — 6,  x — r,  ..., 
X  —  A-,  X —  /  de  F  (x),  ces  facteurs  étant  d'abord  supposés 
inégaux,  on  peut  se  proposer  de  décomposer  '^  en  une 
somme  de  fractions  simples,  ayant  pour  immératcurs  des 
constantes  A,  B,  C, ...,  K,  L,  et  pour  dénominateurs  x — a, 
X  —  b,  X  —  c,  ...,  X  —  k,  X  —  /  (*);  de  manière  à  avoir,  quel 
(pie  soit  X, 

f{x)  A  B  KL 

F  (  J-)       X  —  «        x  —  /;  X  —  k       a  —  / 

(*i  Pour  ju<iifior  celto  loiilnlivo  do  déroiiiposilion ,  il  sufllt  il'observor 
nue  hi  somme  de  m  f.aclions— — ■  — •  '  •••'  — ^,  esl  une  fraclioii  laliixi- 
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La  qiieslion  consiste  à  (K'iciniiiR'r,  s'il  est  possihie,  les 
mimératciirs  A,  B,  ...,  L. 

404.  Première  méthode.  —  Si  Ton  iniilli|ilie  les  deux 
membres  de  régalilé  (1)  par  le  driinmiiKilenr  V(x),  le 
second  membre  devient  un  polynôme  entier,  du  deçjré 
m —  I,  contenant  les  inconnues  A,  H,  C,  ...  K  ,  L  au  pre- 
mier degré,  et  que  Ton  peut  ordonner  par  rapport  à  y. 
D'ailleurs,  le  polynôme  f{x)  est,  au  plus,  du  degré  m  —  1 . 
Si  donc,  j)our  identifier  les  deux  membres  de  la  nouvelle 
égalité,  on  égale  les  eoedicienls  des  mêmes  puissances  de  x, 
on  aura  ui  équations  du  premier  derjré,  entre  m  inconnues. 

405.  Application.  —  Soit 

jc^  -+-  1  A 


X  {X' 1  )         X  —   I 

Cliassant  les   dénominateurs,  et  ordonnant   le   second 
membre,  nous  trouvons 

X-  +  1  =  (A  +  B  +  C)  X-  +  (A  —  C)  X  —  B. 

Par  suite, 

A  H-  ]{  -f-  C  =  1 , 

A  — C  =  0, 
-  B  =  1  ; 
puis 

B  =  —  I,     A  =  C=  1. 

40G.  Le  procédé  que  nous  venons  d'indiquer  est  connu 
sous  le  nom  de  Méthode  des  coefficients  indéterminés.  Très- 

iiplle  clans  laquelle  le  dénominaleiir  est  du  degré  m,  et  le  miniéraleur,  d'un 
degré  inférieur  à  m.  Par  exemple, 

1  1  1  r-H-1 


■r  —  1       .T       X  -h  l       X  {X-  —  1  )  ' 

donc,  réciproquement ,  celte  dernière  fraction  est  déconiposahle  en  frac- 
lions  simples. 

21 
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comniOLlo  quiind  le  (léiioiiiiiialciir  F  (jc)  est  du  deiixicinc 
O'ii  du  li'oisiriiie  degré,  il  dcNiciit  iiiipraiicable  dès  que  le 
nombre  des  fractions  simples  cherchées  surpasse  cinq  ou 
six.  En  outre,  cette  méthode  est  incomplète,  parce  qu'elle 
ne  prouve  ni  la  possibilité  de  la  décomposilion  essayée,  ni 
Viinpossibilité  de  loitte  aulre  décomposilion  :  en  effet,  rien 
ne  démontre,  a  priori,  (pie  les  inconnues  A,  B,  ...,  K,  L 
seront  finies  et  délerniinét's.  Mais  il  est  aisé  de  la  modifie!-, 
de  manière  à  la  rendre  simple  et  satisfaisante. 

A  cet  effet,  nous  démontrerons  d'abord  la  proposition 
suivante,  dont  les  applications  sont  nombreuses. 

lOI.  TiiÉouKME.  —  Deux  polynômes  (p(\)  et  ^(x),  du 
(lerjré  n,  qui  dciiennenl  éyoux  pour  n  -!-  1  valeurs  de  x,  sont 
identiques. 

Soient 

r  W  =  -^o-^'"  +-  A, a""'  +  •••-+-  A„  |.r  -t-  A„, 
é{x)=  OoX"  -+-  «,a:"~'  -f-  ••■  H-  o„_,x  -+-  a„ 

CCS  polynômes.  S'ils  nélaienl  j)as  identiques,  c'est-à-dire  si 
l'on  n'avait  pas 

A„  =  «o,     Aj  =  o,,  ...,     A,=o„, 
réipialinn 

(Ao  —  «u)  oc"  +  (A,  —  a,)  JC"-'  -+-•••-*-  (A„  —  fl„)  =  0, 

dont  le  degré  est  inférieur  à  n  -h  1,  admctlrail  n  -+-  I  ra- 
cines; ce  qui  est  absurde  («30). 

40«.  Deuxième  méthode.  —  Heprenons  l'égalité  (I), 
après  avoir  midliplié  les  deux  membres  par  F(jr);  nous 
aurons,  en  appelant  F,  (a-),  Fo(x),  ....  F,„  (x)  les  quo- 
tients de  F  (r)  par  x  —  a,  x  —  b,  ...,  x  —  /  : 

/•(x)  =  AF,  (x)  -H  W,  (x)  -4-  ...  -H  LF„,  (x).  {û) 

l)"a|)rès  le  ibéorènie  précédent,  les  pohr.ùmes  com- 
posant les  deux  mend)res  de  la  nouvelle  égalité  sont  iden- 
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liqiics,  s'ils  (levioiinciil  égaux  pour  m  Naleiirs  do  ac  (*).  Or, 
si  Ton  suppose  x=(i,  les  polMiôiucs  Fo(jf),  F-(x), ...,  V,„(x) 
s'iuniulenl,  parce  (jii'ils  ediiiienueiil  le  faeieur  .r  —  «,  et 

régalilc  dcvieni 

/•(«)=AF,(«). 

Dès  lors,  les  derix  lueiuhres  de  l'i'iïalilé  (2)  sont  égaux 
poui"  X  =  a,  si  Ion  prend 

De  même,  riiypothèse  x  =  6  conduit  à 

et  ainsi  de  suite.  Par  conséqueni,  pour  trouver  le  munéra- 
teur  de  la  fraction  -— ^  correspondant  à  un  facteur  quel- 
conque X  —  g  de  F  (x),  on  dicise  F  (x)  par  x  —  g;  et,  en, 
représentant  par  9  (x)  le  quotient,  on  remplace  x  par  g  dans 

f[\) 

409.  Remarques.  —  1.  11  résulte,  du  tliéorèmc  ci-dessus, 
que  si  Ton  donne  aux  coeilicienls  A,  lî,  ...,  L  les  valeurs 

A")    f{i>)       m 


F,(r/)       FJI,)  Vjl) 

déduites  de  cette  règle,  régalité  (2)  a  lieu,  quel  que  soit  x. 
11  en  est  de  même,  évidemmenf,  pour  l'égalité  (1).  Donc 
la  décomposition  proposée  est  possible. 

Il,  La  décomposition  n'est  possible  que  d'une  seule  ma- 
nière. Admettons,  pour  un  instant,  (jue  la  fraciion  p^|  soit 
décomposable  en 

A'  B'  (.' 

H H -+-     ..  , 

X  —  a         X  —  0         X  —  r 

(*)  On  r.e  tloil  pas  oublier  qnv  If  second  membre  est  du  degré  m —  J,  et 
le  premier,  du  degré  m  —  I  au  pkis. 
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un  des  dénoniinalours  x — a',  x  —  h' ,  x  —  c' ,  ...,  au  moin^, 
différant  de  x— o,  x  —  h,  x  —  c,  ...  :  soit  x  —  a'  ce  nou- 
veau dénominateur.  On  auiail 

A  IJ  C  A'  ir  C 

-1- 


X  —  a      X  —  h      x  —  c  s  —  u'       X — />'       x  —  c' 

Multiplions  les  deux  niendjrc^  \y.\v  x  —  a',  puis  faisons 
x  =  a';   nous    trouvons   0=A';    donc    la    fi'aclion  ; 


ne  peut  |)as  faire  parlie  de  la  décoiDposilion  essayée.  On 
prouverait,  de  la  même  manière,  (|ue  Ton  ne  peut  avoir 

/■(x)  A'  B'  C 

F  (x)       X  —  a       X  —  i)       X  —  c 

les  numérateurs  A',  B',  C,  ...  différant,  en  tout  ou  en  par- 
tie, des  premiers  numérateurs  A,  B,  C, ... 

410.  Troisième  méthode.  —  Au  moyen  d'une  remarque 
i\ut  à  Euler,  on  peut  se  dispenser  de  diviser  F  (x)  par 
X  —  a,  X  —  b,  . . . ,  X  —  /. 

En  effet,  de  l'identité 

F(x)  =  (x-^),(.r), 
on  eoncliit 

F'(x)  =  (x-.fy).'(.r)-h  .(x); 
et,  en  remplaçant  x  par  <j  : 

I-"(^)=r(9)- 
Par  siu'te, 

On  peut  donc  modilier  ainsi  1  "énoncé  précédent  : 

Pour  Irouvcr  les  numéroteurs  des  fractions  -^  »  -^'  •••' 
dans  lesquelles  se  décompose ~^^,  on  prend  la  fraction  ^' 
et  on  y  remplace  \,  successirenioif.  par  a,  b,  e,  ... 
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411.   Applirolioit.  —  Soil 

x'  -+-  I  A        n        c 


X  [x'^  I  )         X  —  I  X         X'  -+-    I 

On  0 

/■  (x)  _  x'  -^  \ 

¥{7)^  Zx'—  !  " 
Donc 

I  -+-  I 

A=z :=\,     H  =  -l,     (:=l; 

o  —  I 

coiumc  ci-dessus  (405). 

Ciisi  (les  raotciii'M  é;$aiix. 

41«.  Supposons  que  le  dénominaieur  F  (x)  ait  la  forme 
(x  —  a)''F|(x),  F|(x)  élaiil  le  produit  des  facteurs  simples 
ou  multiples  de  F  (x),  autres  (jue  x  —  a. 

Si  Ton  considère  la  fraction  ,j._^!^t.-  ,jj>  on  pourra,  d'après 
ce  qui  précède,  la  décomposer  comme  il  suit  : 

AU)         K     m^)  ... 


(x  —  «)  Fi  (x)       X  —  a       Fi(x) 

Xp  étant  une  constante  et  f\  (x)  un  polynôme  entier.  En 
effet,  on  aura  d'abord  (40S),  Ap=p^;  et,  d'un  autre 


côté. 


/;„^/_M:=MiM  ,4, 


est  mi  polynôme  entier,  attendu  que  f(x)  — A,,Fi  (x)  s'an- 
nule pour  X  =  «  («S6)  [*). 

(*)  Le  numérateur  f(x)  peut  être  de  degré  plus  élevé  que  le  dénomina- 
teur (x  —  ft)F,fx)  :  ceue  circonstance  n"influe  en  rien  sur  la  possibilité  de 
la  décomposition  indiquée. 

On  voit,  en  outre,  au  moyen  de  l'égalité  (4),  que  la  fraction  ~-^  est  irré- 
ductible, ou  que  les  polynômes  f^  (x),  Fj(x)  sont  premiers  entre  eux. 
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Cela  élanl,  divisons  par  (.x — af  '  les  deux  membres 
de  réfralilé  ('ô);  nous  trouvons 

M         A"  ^(x) 


(X  — u)"F,(x)       (x  — a)"       (x— a)"-'F,(x) 

On  voit  (loi:c  qne  la  fraction  propoxôi'  est  (Ircomposnljlc  oi 
nnc  fraction  simple,  de  la  firme  -, — ^,  et  en  une  novvelle 
fraction  rationnelle,  dont  le  dénominateur  ne  renferme  plus 
que  la  puissance  (p —  I)  da  facteur  \  —  a. 

On  peut  raisonner  snr  celle-ci  comme  sur  la  Traction 
primitive,  el  l'on  obtient,  snecessivemcnt  : 

fd^)  A„_,  /,(x) 


{X- 

-  uy-'p 

■  W 

(x- 

-a)" 

-          (X- 

-«) 

"-^ix) 

fM 

A 

(X- 

/: 

(r) 

(X- 

-  a)"~^F, 

iW 

'          (X- 

-«) 

"  "^F.(x) 

/;.-.(-ï) 

A. 

f,.{x) 

(X 

-a)  F, 

{X) 

X  — 

(( 

F.(-0 

Par  suite, 

M 

A, 

Aj 

-+-  •• 

.         ■'' 

,   fM) 

F(x) 

X  —  a 

(X 

—  "f 

U- 

ay 

"       F.(-»-) 

(3) 


Ainsi,  la  présence  du  f!cteur(^\  —  a)"",  dans  F(\),  donne 
lieu  à  p  fractions  ayant  pour  numérateurs  des  constantes, 
et  dont  les  dénominateurs  sont  x  —  a,(x  —  a)-,...(x — a)^ 
Il  est  bien  entendu  que,  si  F|  (x)  est  divisible  par  (x  —  6)% 
on  oblienilra,  pnicillemeiit.  des  IVaclions 

B,  IL  P., 


X—  h      (x  —  b)-  [x  —  by 

et  ainsi  de  suiie. 


FUACTIO.NS    I'.MI0N>LI.LF:S.  Ô27 

Occupoiis-Moiis  (!('  I;i  icclicirhc  des  iiiimr'r.ilciii's  \^, 
A-j ,  ... ,  Ap. 

4i:i.  Pvoiiiii'rc  iiK'lfiodc.  —  Kii  Diiilliplimil  les  (lcii\ 
mt'inhrcs  de  rôgalilé  (.'))  pai"  F(').  et  posniil,  pmir  îihrôiiC", 

M  (ar)  =  A, (.r  -«)""' ^A-iU' -«)'"' -1 ^  A„  ,(x      «1  +  A,,.  ((i) 

nous  li'ouxons 

/•(j)  =  M(,r)F,(x)-f-(x--M)"/;,(,r); 

|»iiis,  en  |)r('ii;uU  Ws  p — 1  picniièros  déiivées  : 

/•'  (x)  =  M  (x)  F;  (x)  h-    m  '  (x)  F,  (a  )  -I-  Ole.  (*) , 
/"  (x)  =  T  (x)  F';(x)  +  ;2'r'(j)  F;(x)  ~\-  m"  (x)  F,  (x)  -f-  cic, 
/■'"(x)  =  '1  (x)  Fr(x)  -+-  ô'i  '  (x)  Fi\x)  -+-5'!"  (x)  I-;  (x) 
-f-  m"'(x)F,(x)  h-  Ole, 

Dans  les  /;  égalilés  ainsi  foi-mées,  l'oniplaçons  x  pin-  a: 
CVS  égalités  se  réduisent  à  : 

/•'(,,)  =  T(a)F,((/)  +  n'(rOF,(«), 

(■"{<()  =  M  ((0  Fi'  {a)  -V  t> .  '  [a)  F;  («)  -t-  >i  "  (u)  F,  f«): 

Mais,  par  la  foiMnnle  (G)  : 

M"'(a)  =  ô.2.1.A,_3,  ...; 

dune,  (inali'nient  : 

/•  (a)  =  A„F,(«),  \ 

/•'(«)  =  A/;(«)-+-  I.A,_,F,(a),  (7) 

/•'■((,)  ---VF;(cO  +  ^2.  l.A,_,Fi(a)  -+-  -2.  l.\„  ,F,((/),  ) 


(*)  Il  est  inutile  de  développer  les  ilérivées  de  {x  —  affiA^r) .  parce 
qu'elles  s'annulent,  aussi  bien  que  cette  fonL'lion  ,  pour  x  =  n. 
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Lii  priMiiiùi'C  éqnalioii  iloniie  Ap,  la  (Iciixirinc,  A^_, ;  et 
itin^i  (le  siiiic. 

414.  Remarque.  —  Le  polynôme  Fj  (a)  no  fon(cnant 
|)as  le  facteur  x  —  a,  F,  («)  esi  difrérent  de  zéro  :  les 
valeurs  de  A^,  Ap^j,  Ap_2,  ...,  sont  finien  et  déterminées. 
En  outre,  comme  f{n)  n'est  pas  nul,  la  valeur  de  Ap  est 
diiïéientc  de  zéro;  donc  la  fraction  .^^  existe  nécessai- 
rement. 

415.  Deuxième  méthode.  —  Fn  niulliplianl  par  (x  —  aj" 
les  deux  nicndjres  de  régalité  (o),  prenant  les  dérivées 
successives  et  faisant  x  =  «,  on  trouve  des  équations  que 
l'on  peut  é/rirc  sous  la  forme  abrégée 

{)'  =  r,.,.,..v.„..., 

et   (|ui    font  connaître,  séparément ,  les  numérateurs  Ap, 
•V,  15  A,,  o,  ...   Maliieuirusement,  le  eak-ul  des  dérivées 

■  •  f  ix) 

successives  de  la   Irr.elion  ^— ^  est,  |)resque  toujours,  fort 
compliqué. 

4I«.    Tioisième  méthode.  —  Dans 

F,(x) 
A„  -+-  A„  ,  (X  -  u)  -*-...-+-  A,  (.r  -  «)'■  '  -+-  (.r  -  «)''Fr!' 

remplaçons  x  |)ar  a  +  r  :  le  second  meinhre  se  transforme  en 

/"il"  -t-  ") 

A„  -i-  .\,  .r  -f-  .\„  ,r  -4-  -  -^  A.r"-'  -+-  c"— -•      (S) 

!•,((/-+-  r) 

D'un  autre  eôté,  en  développant  les  ileux  ici  mes  de  la 
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fiiictioii  irp-,,  par  le  Tlicorèiiie  de  Tiivlor,  nous  pouvons  la 
iiKMlrc  sous  In  roniie 


/•(")-+- y/' (")-^-^^ /■"(«) -^ - 
F.(«)-+-yF.(«)  +  i^Fi'(«)-4-- 

Cela  fait,  divisons  le  nnméralcnr  de  la  nouvelle  fraction 
par  le  dénominateur,  en  ordonnant  le  (|uotientpar  i'ap|)Ort 
aux  puissances  eroissantes  de  z,  el  en  liniitanl  ee  (|Uotienl 
au  terme  en  z''  '  :  nous  aurun-^,  au  lieu  de  la  fraction  ^-7-,' 

ti(x) 

ime  expression 

ï\  -+-  \\z  -t-  !î,-^  +  ...  -H  \i,._,z"-'  -I-  -rj-^-  '        (î)) 

l<  1  (a  -4-  z) 

F  (c)  élanl  un  |)olynônie  eniici-.  Identifiant  les  développe- 
ments (8)  el  ([)),  nous  trouvons 

A,,  =  1^0,     Ap__i  =  !?,,  ...,     A|  =  1]^,_,  (*). 

Ainsi,  les  numérateurs  des  fractions 


(.r  —  (i)''       (x  —  »)''  '  .r  —  a 

sont  les  coefficients  successifs  du  quotient  de  (  (i\ -h  z)  par 
F]  (a  H-z),  ordonné  suirant  les  puissances  croissantes  de  z. 
41Î.  Quatrième  méthode.  —  Reprenons  l'égalité  (5), 
mise  sous  la  forme 

/■(x)  =  F.(x)jA„-+-A„_,(x-«)-+-...  +  A,(a:-«r'j 
-+-^(x)(x  — a)". 

(*)  Les  ibiiclious  (8),  (9)  sonl  dpux  développemenls  de  la  fiacUon  j— ; 
donc  elles  doivent  être  égaies,  quelle  que  soit  la  valeur  aUribuée  à  z.  Si 
l'on  fait  ;  =  0,  elles  so  réduiseiU  à  A,,  el  à  B^;  car  Fj  est  différent  de  zéro; 
donc  Ap  =  1^0.  Retranchant  membre  à  membre,  supprin)ant  le  fadeur 
commun  z,  et  faisant  ::=:0,  on  trouve  A^,_i  =  Bj;  etc.  Absolument  comme 
si  les  fonctions  étaient  entières  (409). 
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1"  lleriijilar'iiil  .r  prir  a ,  nous  (roiivotis 

comiiic  préeédcmmenl. 

2"  Si  Ton  (ranspose  ApF|(.T),  le  second  membre  est  divi- 
sible par  X  —  a;  le  prcniici-  nicinbiT  jonit  donc  de  !a  même 
pi'opriélé;  et,  en  coMï^cMnieiice, 

A      =^') 
'"'       F.  h' 

Qj(jt)  roprésenlan!  Ir  fjuoiicnt  (\v  f(.j) —  ApFjiJ-j  pai-.r  —  a. 
5"  De  même,  si  Ton  lait 

^,,      Q,{x)-.\_,V,[x) 

Qî  x)  = » 

X  —  « 

on  n 


A,_,= 


(i  ainsi  de  snile. 

4m.  Remarque.  —  Ces  diverses  méibndes  doivent  sIdii- 

ner  les  mêmes  valeurs  pour  les  inconnues  Ap,  A^., Aj; 

cai"  l(t  décomposition  de  la  fraction  |,^  n'est  possible  que 
d'une  seule  manière  (*). 

-ta».  Application.  —  '^'^''^'^'^'/^o.sfr  ^^r^^— ^^^^^P^â  en  frac- 
tions simples. 

iNous  nous  oi'eu|)erons  senlcment  des  IViietions  corres- 
pondant au  facteur  (x —  1)''  du  dénomiiialeiir. 

Première  viètliode. 

X-  -i-  X  —  I  A,  A^  Aj 

-+-  Ole-  : 


0-  (x  -f-  1  )  (x  —  I  )■"        X  —  1        (x  —  I  )-        {x  —  i  )' 

(*)  Colle  proposilion  so  tiémoiiire.  liaiis  le  cas  ^'éni'ial .  à  tris-peu  près 
eomnio  dans  le  cas  parlieulier  où  F(,r'  n'a  que  des  fadeurs  simiiles.  Nous 
laissons  au  leeleur  le  soin  de  dévilopper  la  dénionslraliou. 
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a'*-+-  X  —  I  =  [A ,  (x  —  I  )-  -+-  A.2  (x  — ^  I  )  -+-  Aj]  (x'''-f-x)  -h  etc.; 
2X-+-  l  =  [A,(x--I)-4-A,(x— 1)M-A5]f2x-H  1) 
-4-  [2A,  (x  —  I  )  -+-  A  J  (x^  4-  x)  H-  elo.; 
2  =  2 1  A,  (x—  I  )-  -f-  A,(.r  -  1  )  -t-  A,| 
-»-2[2A,(x—  I)-4- A,](2x-f-  1) 
-+-  2A,(,j-  -f-x)  -+-  Ole. 

Pour  x  =  1,  ces  M'ois  égnlik's  se  rédiiiseii!  ;i 

1  =  2A-,,     5=3A, -t-2A,,     2  =  1>A3 -h  (iA, -^  4A,  ; 

donc 


1 

ô 

7 

A3  =  -' 

A,= 

=r  —5 

A,= 

2 

4 

8 

Deuxième  méthode, 
x^ -^  X — 1  A,  A^  A; 


etc.; 


x(x-+-'l)(x— J)'       X—  1        (x— If       (x— If 
^  "t^~     =  A,  (x  —  I  f  -+-  A,(x  —  I)  -H  A3  -H  etc.; 

X"  +  X 

(x^-+-xf 
ou 

'>x  -+-   1 

— =  2A,  (x  —  I )  +  A-,  -+-  etc.; 

(x-  -+-  xj- 

(x-  -+-  x)-  2  —  (2.r  -f-  I  )  2  (x-  -\-  x)  2x  -h  I 

— ■  =  2A,  -f-  etc., 

[x-  H-  x)* 

ou 

.T"  -+-  X  —  (2x  -+-   I  )" 

2 ^ =  2A,  4-  etc. 

(x^  -+-  .r)- 

Faisant  x=1,  nous  trouvons 

1  5  7 

A3  =  ^  ,      A..  =  -.      A,  = 

2  ■       4  8 
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Troifiième  luélhode.  —  En  rcmpl.'K'Miit  x  jj;ir  I  -h  z  dans 
—r——,  on  a  d  abord ————7.  F*ar  lii  divi-ioii,  on  dans- 
forme  celte  fraclion  en 

_  Z     H Z 

15  7  8  8 


ii        4  8  2  H-  ÔZ  -H  z' 

Donc 

1^5  7 

(Juatriciiic  méthode. 
x'  -+-  X  —  I  =  (jc'  -4-  x)  [a,  -4-  A2  (x  —  I  )  -+-  a,  (x  —  I  )-l  -+-••• 

I 

A5=     . 

^) 

Q.(-^)-= f^ ----—;    Q.(n  =  -; 

T.  —    1  -'  9 


q,{x) 


0 

A ,  =  - 

4 


4 


J!-) 


X—  1 

7 

A,  = 

8 


Can  «icN  racleui-N   iiiiiisiiiaircM. 

480.  Dans  ce  qui  précède,  rien  ne  fait  sup|)oser  <|ue  les 
racines  de  Pcrpialion  F(.c)=0  soient  toutes  réelles.  Si, 
parmi  ces  racines,  il  s'en  trouve  d'imaginaires,  les  facteurs 
correspondants  auront  la  forme  (x  —  a — (31/ —  l)**,  et 
donneront  lieu  à  des  fractions 

A,  A, 


X  —  a  —  Ê  \     —  I  (.»  _  a  —  S  l     —  I  )■ 

dont  les  numérateurs  seront  ininuinaires 
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En  admoltnnl  (|iic  les  polynôinos  f(j'),  F  (x)  iiiciil  tous 
leurs  eoellicieiils  réels,  ou  ])eut,  iiiusi  (ju'il  suit,  faire  dispa- 
railre  les  imaginaires,  ou  plulôl  se  dispenser  de  les  intro- 
duiie  dans  le  calcul. 

J*l.  Facteurs  iniafjinaircs  simples.  —  Considérons 
d'abord  le  cas  où  l'équalion  F  (jc)  =  0  admel  une  racine 
imaginaire  simple,  a  -+-  p^^—  I.  Puisque  celle  équation 
a  ses  coefïicienls  réels,  elle  admet  la  racine  conjuguée 
a —  pl^ —  1  (583«).  IVous  aurons  donc 

en  désignant  par  F,(x)  le  quotient  de  ¥(x)  par  (x — a)2-i-[3'2. 
De  plus  (408), 

/^  (a  H-  |3\/^T)  /■  (a  -  |3l/=l) 


F'(a  -+-  p  V—  i  )  F'(a  —  â  V—  \  ) 

Enfin,  si  l'on  réduit  A  la  forme  \j.  -t-  vV' —  1  («05),  la 
valeur  de  B  sera  f/  —  vV —  1.  Nous  |)ouvons  donc  écrire, 
au  lieu  des  fractions  simples  considérées  tout  à  l'heure. 


X  —  a  —  |5 1 '^  —  f         X  —  a  -4-  S  l' 
w  (x  — -a)  -1-  vS  Mx  -^-  N 


=  9 


(x  —  rj}f-  -t-  f  (x  _  a]"-  -H  S- 


M  et  N  étant  des  constantes  réelles. 

Par  conséquent,  la  somme  des  fractions  sitJiples,  corres- 
pondant aux  facteurs  conjugués 

X  —  (/.  —  pV—  \,      X  —  a  -h  p  V  —  I  , 
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eut  une  fraclloii  (jui  a  pour  nuiuéralcur  un  binôme  du  pre- 
mier deyré,  à  coefficients  réels,  el  pour  flénominaleur  le 
trinôme  (x  —  a)-  -t-  [j^. 

439.  Fadeurs  ini(i(jinaires  multiples.  —  De 

fV)  _      M-^-^N       ^   /i(x)^ 

I  (x  —  'y)-  H-  p'']V,  (x)         (x  —  a)-  -f-  f-        F,(x)'        ^ 

on  eoïK'Iiil,  {ihsoliiiiR'iil  comme  ;ui  n°  418  : 


/•(x) >r„x  +  N, 

[(x  _  «)^  -t-  r,^]pF.  (x)       [(x  -  a)^  -^  f  ]" 

M„iX-t-Np_,  M,X  -4-  N,  -j;  (x) 


fil' 


[f X  —  a)^  -+-  p-]"-'  (x  —  a)-  -t-  S^        F,(x) 

M^,,  iN^,  Mp_i,  iN,,_i,  •••  «'tanl  des  coefficients  réels. 

4«3.  Calcul  des  coefficients. —  On  reffeclucra  par  la  pre- 
niière  méilKxIe  (4£3);  cVsl-à-clire  (ju'aprés  avoir  nuillijilié, 
par  [(x— a)2-+-j62j''F,(x),  les  deux  men)hres  de  régaiiié  (II), 
im  prendra  les;> — 1  premières  dérivées  (*),  en  négligeant 
le  terme 

et,  dans  les  ;>  écpiaiions  ;iinsi  formées,  on  fera 
X  =  a  -+-  pV   —  I  : 

cette  substitution  donne  2/)  éipiations ,  iroù  l'on  conclut, 
successivement,  M^„  \,  puis  Mp_,,  \_,,  puis  M^,.,,  \_i,... 
Ordinairement,  ce  calcul  est  irès-piolixe, 
4*4.  Application.  —  Soit 

M_      _       « 

F(x)         (x- -H   If(j:«-4-x-l-  If" 
(*)  Il  est  l)ion  oiilciulu  «jne  si  /j  =  I.  IVgalito  ilO)  suflil. 
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Lii  Irnclion  doit  se  clc(M)iJi|)()st'i'  en 

"a'  -f-  r  "^  (jt.-  -+-  !)'■''  "^  û"  -+-  I  j'"^ 

P,x  -+-  Q,  P,x  +  Q, 

x'^  -t-  X  -V-  1         (x"  -+-  X  -+-   I  )^ 

Pour  (léicniiiiicr   les   iiiiiiK'iiilctirs  des  dois  premières 
IVaelions  simples,  nous  a^ons  crabord 

1  =  M'  (x)  (x-  +  X  -+-  1)"-  -+-  etc., 
<'ii  posant 

Y  {x)  =  (:\I,x  -H  N.)  (x-  -f-  !  )-  ^-  (M,x  -4-  N,)  (x'  -t-  1  )  -f-  M^x  -4-  N^  ; 

puis,  en  |)i'cnan(  les  deux  premières  déri\ées  : 

0  =  2m'"  (x)  (x-  h-  x  -+-  I  )  (t?x  -+-  I  )  -i-  M  '  (x-  -+-  X  -H  1 Y  H-  Ole. , 
0  =  2m- (x)  [2 (x-  -H  X  +  I )  M-  f2.r  -1-  1  )'] 
+  4y'(x)  (x^  -+-  x  -+-  1  )  (ix  -+-  I  )  -+-  n  "(x)  (x-  +  X  -f-  I  )■-  -t-  ('le. 

D'ailleurs, 

M  '  (x)  =  4  (M,x  -4-  N.)  (x'''  -+-  i  )  X  -f-  ^r,  (x-  -4-  I  )■- 
-+-  2(M,x  -f-  N,)  X  +  M2(x-  +  I)  -4-  3[„ 

V'(x)  =  4(M,x  -+-N,)(5x'-f-l) 

-+-  GM,  (x-  -t-  I)  X  -f-  2(M,x  -H  N,)  -I-  4M2X. 

Si  aetucllemeni  nous  remplaçons  x  |)arV^ — I,  nous  dé- 
duirons, des  six  dernières  relations,  les  équaîions  suivanîes  : 

0  =  2  (m.,  l/^^  -H  N3)  l/^  (2 1/^^  +  I  ) 

—  2  (M2I/— 1"  -f-  Njl/'^^—  M3, 

0  =  2  (M5  i/^n"  +  N3)  [2 1/=^"  +  (2 1/^^  + 1  )'] 

+  4[2(M,l/'^n"-H  N,)l/Zrr+M3]l/3T(2l/^  + 1) 
-+-  8  (m,  l/:=l  -4-  .N.)  -  2  (M,\/^=T-4-  N,)  -  4M,l/'^ 
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d'où  Ion  lire  eDfiii  : 

M-=0,  N3  =  — 1,  M.  =  — 2,  >",  =  — I,  M=— 4,  N,=2. 
On  trouve,  par  iiii  caliul  semblable  : 

P,  =  0,     Q.  =  -l,     P.  =  4,     Q,  =  2. 
Par  conséquent, 

1  ^2x—\         'ia  -+- 1  1 


(X^-4-  l)^(x'-+-X-i-l)-  'x--+-l  (x--f-l)-  (X--+-If 

2x  -V-  i  I 


9 


x'  -+-  X  -+-    1  (x-  -f-  X  -4-   1  J- 

4«5.  ylî^/re  méthode.  —  Soit,  pour  abréger, 

(x  —  a)-  -+-  â-  =  x"-  -+-  ax  -+-  /'. 

1"  L'égalité  (11)  peut  être  écrite  ainsi  : 

/•(x)  -  Ft  (x)  (M,x -4- .\)  1 

x'  -*-  ax  -f-  6  f 

F,  (x)  [Mp  ,x  -\-  Np_,  -h  (Mp  jx -+-  'S^i]{x- -f-  ax  -+-  6)  H-  ■• 
-(MjX  -+-  >',)  (x-  -+-  (fx  H-  by--\  -+-  (x-  -+-  «X  -+-  bY  Y,  (x). 


;>2) 


Le  second  membre  est  un  polynôme  entier  Qj.  Si  donc 
y\p,  Np  ont  des  valeurs  convenables,  le  premier  membre 
doit  se  réduire  à  Q|.  ElTectuant  la  division,  on  trouve 

/•(x)  -  F,  (x)  (MpX  -+-  Np)  _  ^  ^     A.x  -*-  B, 


X    -f-   flX 


b  ^        j-  -(-  flx  -»-  /) 


Par  <'onsé(|uent,   les  coefïieients  Mp,  Np  sont  déterminés 
par  les  écpialions  du  p7r})u'rr  der/ré  : 

A,  =  U,     B,  =  0. 
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2"  r>\>g;ili(('  (12)  (k'vifiil 

Q.-F«(a:)(M,_,x-f-N,_0_ 
ac*  -+-  ax  -H  h 

ï'i  {x)  I  Mp^,x  -+-  Np  ^  -1 f-  (M,x  -t-  N,)  (x*  -4-  ax  -t-  6]"-'] 

-+-  (x"  ■+-  ax  '\-  ItY""--^  (x). 

Rôpclunl  le  mènie  ijusoimciiieiu  cl  !e  incmc  calcul,  on 
voit  que  si  Ton  trouve 

Q,  -  F,  (x)  (M,_ ,x  +  N,_,)  _  A,x  -+-  B, 

—  Vi  "*~ 


X"  -+-  ax  -H  6  X"  -H  ax  -+-  6 

les  coefïicienis  Mp_,,  ]N\,  ,  sonl  dunncs  pai-  les  C(|ua(ions 

A,  =  0,     R,=  0; 
etc. 

486.  Àpplkalion.  —  Reprenons  régalité 

1  =  (x^  -t-  X  -t-  1)-  [M3X  +  N,  -f-  (M,x  -f-  N.)  (x-  H-  I) 
H-(M,x  -+-N,)(a--t-  If]  -f-  •••, 

considérée  ci-dessus. 
1"  La  fraction 

i_(.x-2^x  -+-  DMM^x  +  N-,) 

x^-f-  i 

1  —  x^(M3X -+- Xj) 
=  _  a:  -+-  1)^  (M3X  +  N3  -4 ^— r--, - 

X*  H-  1 

1  -4-  M  X  -h  N 

=  —  (X  +  If  (M,x  -t-  N3)  —  (M3X  -t-  N3)  -+- ■/     .    ^'' 

x^  -+-    1 

Pour  qu'elle  se  réduise  au  polynôme 

Q,  =  _  (x  -t- 1)-  (M3X  -+-  N3)  —  (^r3x  +  N3), 

on  doit  prendre  M5  =  0,  N3  =  —  1 . 

22 
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Il  ii'sulle,  de  ces  vnleiirs, 

Q,  =  (x  -»-  I  )-  H-  1  =  x'  -+-  i>x  -+-  2. 

2"  La  IViiclioM 

x^  -f-  2x  -t-  2  —  (x*  -t-  X  H-  I  )-  (>I,x  -+-  Ni) 


=  1  —  [x  -+-  1 Y  (iM,.r  -H  N^)  -+- 


x'h-  1 

2x  -+-  1  —  x^  (M,x  -+-  Ni) 


=  1  —  (x  -+-  I  )'  (MîX  +  N,)  —  (M,x  +  i\,)  -t 


X*  M-    I 

2x  -H  I  -t-  MjX  -+-  N- 


x'  -+-  I 
Kl  le  se  i'(''tliiil  à 

Qî  =  1  —  I  (x  +  1  )-  +  i  ]  (M,x  -H  N,), 

si  Poil  suppose 

M,=  -2,     N,=  -l. 

Par  suite, 

(}i  =  2x^  -+-  jx"  -i-  Gx  -I-  3. 

iî"   La  Iraciioii 

2x"  -+-  lix'  -+-  ()X  -+-3  —  (x-  -H  X  -+-  I)-  (M,x  H-  N,) 

4x  —  2  —  X-  (M.x  -h  N.) 


=  2x  -f-  0  —  (x  +  I)-  (M.x   H  N,)  -f- 


=  2x  -I-  :>  —  [(x  -+-  1  )-  -1-  I ](M,x  -f-  N.)  -4- 


4x— 2-+-M,x  t-  >, 


X--+-  1 
Cons('(|Memnieiii , 

M,  =  _i,     X,.=  2r). 

(*j  Los  calculs  |tr(H'eil(MUs,  ot  lous  ooux  qu'exi^v  la  cii-composilinii 
trtiiio  IVaolion  ratiomiello  tinelcoiiqiio,  soiil  susceptibles  de  simplilicalions 
nombreuses,  dans  le  détail  desquels  nous  ne  pouvons  onti-er;  le  lecteur 
les  apercevra  facilement. 
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4«ï.  Remarque.  —  Au  lieu  d'opérer  lonformémcnl  ;iux 
piiiu'ipcs  exposés  ci-dessus,  il  est  souvent  plus  commode 
de  recourir  à  la  méthode  des  coefficients  indéterminés  (406), 
surtout  quand  l'équation  F(x)=0  a  toutes  ses  racines  ima- 
ginaires. Soit,  par  exemple,  la  fraction  ^ïip^-  Après  avoir 
décomposé  le  déiiominaleur  en 

(x''-+-  xV'±-\-  l)(x'  — xl/^H-  l), 
on  pose 

\  Mx  -+-  N  Px  -H  Q 


^*-+-^       x*-4-xl/i> -+- i       x^  — xl/2-+-l 

Chassant  les  dénominateurs,  et  identifiant  les  deux  mem- 
bres, on  a 

0  =  M  -+-  P,    0  =  N  -+-  Q  +  (P  —  M)l/J, 
0  =  M -+- P -h(Q  — N)l/^,     l=N-+-Q; 

ou,  plus  simplement, 

M^-P  =  0,      M  — P=-— r,      N  — Q  =  0,      N  +  Q=l. 

Ces  équations  donnent 


1  I  1 

M  =  -— ,     P  = -,     N  =  Q 


<■) 


Par  conséquent, 

1  I      /        X  -+-  Vï  X  —  V^2 


'        2l/2\x*-Hxl/2-+-  I        x'— xl/^-t-  1/ 
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Excfcico». 


I.  Théorème.  —  En  représentant  par  Oj,  Oj,  ...,  a„,  b,, 
ho,  ...,  b„_j,  des  quantités  quelconques,  on  a,  identiquement, 

1  («p  —  «•)  (s  —  "2)  -  K  —  "n) 

II.  Théorème.  —  Soient  a,  b,  c,  ...  k,  1  c/es  quantités 
quelconques,  inégales;  et  soit 

f{x)  =  (x  —  «)  (x  —  b) ...  fx  —  /)  : 

/'(«)       /'(6)  /'(/) 

a"-*        6"-'                  /"  « 
2°  1 h  ■•    H =1- 

^  /'(«)         ^ 
/es  exposants  a,  |î,  -/,  ...  /  étant  déterminés  par  l'équation 
1/.  -\-  i  -\-  y  -^  ■■•  -\-  y  =  f  (**). 

III.  Théorème.  —  Soit  f  (x)=(x  — a)(x— b)  ...(x— 1)  : 
le  reste  de  la  division  de  F  (x),  par  f  (x),  est 

Via) 


f{r)l 


{x-ajf'ia) 


(*)  Il  est  évident  que  le  dénominaleur  ne  doit  pas  contenir  le  fadeur 
Qp  —  Op. 

(**)  Par  exemple,  la  fonction  fractionnaire 

qS  i,s  ^s 


(a-b){a-c)       {b—a){b  —  c)       {c  —  a){c  —  b) 
est  identiquement  égale  à  la  fonction  entière 

a'  ■+-  //  -+-  c'  -H  (6  -t-  r)  a-  -t-  if  -+-  a)  h*  -+-  (a  -+-  6)  c*  -h  abc. 
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INFINIMENT  PETITS  ET  DIFFÉRENTIELLES. 


ClIAPITUi:  i. 

DLS    IMI.MMK.NT   PETITS. 
nénnllioiis. 

t.  On  appelle  infiniment  petit  une  quantité  variable, 
très-petite,  qui  a  pour  limite  zéro  (*). 

8.  Si  plusieurs  infiniment  petits,  y.,  (3,  y, ...  dépendent  les 
uns  des  autres,  on  donne  le  nom  à^ infiniment  petit  prin- 
cipal à  celui  que  l'on  regarde  comme  arbitraire. 

3.  Si  les  rapports  -,  f^,  ...  ont  des  limites  finies,  diffé- 
rentes de  zéro,  les  quantités  [5,  y,  ...  sont  considérées 
comme  étant  du  premier  ordre. 

(')  Od  devrait  dire  :  quantité  ixdéfiximent  petite.  Celte  dénomiiialion, 
souvent  aUribuée  à  Cauchy,  élail  connue  dès  1702,  comme  le  prouve  le 
titre  suivant  :  Essai  d'une  méthode  pour  trouver  les  touchantes  des 
courbes  mécaniques,  sans  supposer  aucune  grandeur  indéfimment  pe- 
tite, par  M.  de  Tschirnhausen. 
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4.  En  général,  --  ayaiit  pour  linriile  une  quyniilé  finie  k, 
différente  de  zéro,  on  dil  que  (3  est  de  l'ordre  n. 

5.  Plus  généralement,  si  a,  [3,  y,  ...  sont  du  premier 
ordre,  le  produit  des  n  facteurs  a,  (i,  y,  ...  est  de  l'ordre  n. 

«.  Applications. —  1°  Un  rectangle,  dont  les  côtés  a,  (3 
sont  du  premier  ordre,  est  du  deuxième  ordre. 

2"  Soit  X  un  arc  infiniment  petit  principal  :  alors  sin  x 
et  tg  x  sont  du  premier  ordre,  parce  que  *-^^  et  -—  ont 
pour  limite  l'unité;  mais  1  —  cos  x  est  du  deuxième  ordre; 
car 


5"  On  sait  que,  x  étant  un  petit  arc,  on  a 

X    . 
0  <^  X  —  sm  .r  <*  -  x", 
G 

ou 

X  —  sin  X       i 

0  < .  -   <-. 

X""  G 

De  là  résulte  (jue  le  rapport  ^""J^"-  tend  vers  une  limite 
qui  ne  surpasse  pas  l  :  on  peut  même  démontrer  qu'elle 
est  égale  à  |.  Donc  x  —  sin  x  est  infiniment  petit  du  troi- 
siè)nc  ord)€. 


Siib.«ti(iilioii  des  iiiniiiiiiout    petits. 

î.  Tni:oi\KME  I.  —  La  limite  du  rapport  entre  deux 
infiniment  petits  de  même  ordre,  a,  (3,  est  égale  à  la  limite 
du  l'apport  entre  deux  infiniment  petits  a,,  (3,,  qui  diffè- 
rent des  premiers,  de  (juanfités  infniment  petites,  a.-,.,  [3^, 
d'un  ordre  supérieur  à  celui  de  a,  (3. 
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Kii  edel ,  de 

on  lire 

i  -+-    - 

«  «J    "<~    ^-2  "Zl  'î^l 

puis,  à  cause  de 

a.,  '5., 

lim  —  =  0 ,      lini  —  =  0  : 

«  a, 

lim  -  =  lim  -  • 

8.  Corollaire.  —  a,  (3  éUuil,  par  exemple,  du  premier 
(wdre , 

a  siil  a  I  (I  -f-  a) 

lim  -=  lim =  lim — ;  etc. 

S  sin  S  1  (1  -f-  p) 

».  Théorème  II.  —  La  iiinilc  de  la  somme  de  quantités 
positives,  in/inimcnt  petites,  dont  le  nombre  augmente  indé- 
finiment, est  égale  à  la  limite  de  la  somme  d'autres  quan- 
tités infiniment  petites,  dont  les  rapports  avec  les  premières 
ont  respectivement  pour  limite  l'unité. 

Soient 

«15        '-^i,        '/T.,    •••;  '■^, 

les  pi'emiers  infiniment  petits;  et 

S,,     p.,     ,S,,...,[5„ 
les  seconds,  tels  que  les  rapports 


Pi  P2  Pn 
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aieiii  Ions  pdiir  limite  runité.  D'nprès  un  ihcorème  connu, 
la  (Vactioii 

a,  -»-  7^  -4-   •••   ^-  «„ 


p,  -+-  jb»  -+-•••  --1-  !i„ 

(\sl  comprise  enire  la  plus  grande  et  la  plus  petite  des 
Iraclions  piécédenles;  donc  elle  a  pour  linnite  l'unité. 

lO.  Théorème  III.  —  Dans  la  recherche  d'une  limite  de 
rapport  ou  d'une  limite  de  somme,  on  peut  substituer  l'un 
à  l'autre  deux  infiniment  petits,  a,  [3,  quand  leur  rapport 
a  pour  limite  Vunilé. 

Ce  tliéoi'ème  est  évident  par  les  deux  premiers,  dont  il 
est  le  lésumé. 


Applications  géoniéfriqiies. 

11.  Théouème  IV.  —  La  différence  entre  un  arc  infini- 
ment petit  .\(1M  et  sa  corde  A  M, 
^^^^^^^^^  B    gffi  n^i  infiniment  petit  d'un  or- 
dre supérieur. 

Soient  a,  c  les  longueurs  de 
ces  deux  lignes.  Si  la  différence 
<^  a  —  c  n'avait  pas  la  forme  a:, 

-:  étant  inlinimei'.t  peti!,  il  en  résulterait 


a  —  f  >  ak, 


(0 


k  étant  un  nombre  constant,  supérieur  à  zéro.  Appliquant 
cette  inégalité  aux  diverses  parties  d'un  are  fini  ACC'C'B, 
on  aurait  donc 


r  >  ak,     a'  —  c'  >  a'k,     u" —  c"  >  u"k,  ...; 


d'où 


A  -  P  >  \k, 
A  étant  la  longueur  de  ACC'C'B,  et  P  le  périmètre  de  la 
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Mli 


ligne  brisrc  AMM'IJ.  Celte  dernière  inégnlilé  est  tihsurde; 
car,  /;ar  drfinilion,  A=  lini  P  (*).  Done  rinégalilé  (1)  est 
fausse;  cl  l'on  a 

a  —  c  =  ae, 
ou 

Iim-=  I. 
(( 

18.  Remarque.  —  L\'(jiialion  lijii  '*"^'=  1  est  comprise 
dans  le  théoième  précédenl. 

iS.  Théorkme  V.  —  La  dislance  comprise  entre  Vune  des 
extrémités  d'un  arc  infiniuient 
petit  et  la  tangente  menée  à  l'au- 
tre eiiréniilé,  est  mi  infiniment 
petit  d'un  ordre  supérieur. 

En  eiïet,  M>  =  csinM'MT; 
et  les  deux  facteurs  du  second 
membre  sont   infiniment  j)etits. 
14.  Théorème  VI.  —  Dans  la  recherche  de  la  lanfjcnle,  on 
,,^  peut  remplacer  le  second  point 

E  M'  d'intersection  de  la  sécante 
MM',  par  un  point  m  non  si- 
tué sur  la  courbe,  mais  dont 
la  distance  à  M 'soit  infiniment 
petite  par  rapport  à  MM'. 


On  a 


sin  M 


mW 


MM 

«M 


ySin  m', 


et,  d'après  Thypothèse,  lim  ^==  0;  donc 
lim  sin  M  =  0. 


(*)  Élémenls  de  Géomélrie,  S""  édil.,  pp.  169  et  suivantes. 
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Ainsi,  à  la  liinite,  les  dirtciions  .M/«,  -M.M'  coïniidcnl  : 
chacune  d'elles  se  confond  avec  ia  direction  de  la  langerile 
en  M. 

15.  TiiKonK>n^  VII.  —  SI  une  courhc  C  est  déduite  d'une 
courbe  C,  de  manière  (pi  à  chaque  point  M  de  celle-ci  cor- 
responde un  point  P  de  la  première;  la  distance  entre  deux 
points  M,  M'  de  C,  et  la  distance  entre  les  points  corres- 
pondants de  C,  sont  du  niéïne  ordre. 

Soient  x,  y,  X,  Y  les  coordonnées  des  points  M,  P  : 
y,  X,  Y  sont  des  fonctions  de  x.  Les  coordonnées  de  M' 
sont  X  -+-  Ax,  y  h-  A.y;  et  les  coordonnées  de  M'  :  X-i-AX, 
Y  ^  A?/. 

De  plus,  les  axes  étant  supposés  reclaniïulaires  : 

Mâr'  =  (ao-)^  -+-  {iy)\     Pf'  =  {\\f  -t-  (a Y)-. 

D'après  ûq,<  formules  connues  (Alg.,  1««)  : 

A«/ =  AX  (/y' H- e),      iiX  =  Ax  (X' -t- ï,),     aY  =  Ax  (Y' -+- fj); 

y' ,  X',  Y'  désignant  des  dérivées,  et  ;,  £j,  -'o  des  infiniment 
petits. 

On  conclut,  de  ces  diverses  valeurs, 

PP'V-      (X' -+- f,)- -+- (Y' -H  f,)- 


wMM7  1  -4-  (y'-  -H  f)- 

puis 

PP'  _  .    /X'-  -I-  Y'- 


MM'        '^       1  -H  v' 


Ainsi,  la  liinile  du  rapport  entre  PP  et  MM  c.s7  'nn- 
quantité  finie,  différente  de  zéro;  ce  quil  aillait  démon- 
trer (*). 

(*j  C'est  spuliiiioiil  pour  ilos  poinls  parliculiei's  quo  les  dérivées  X', 
Y',  .'/'  doviindraient  infinies  nu  milles. 
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IG.  Problème  I.  —  Troiacr  lu  tan/jente  en  im  point  P 
du  lieu  dca  projeclions  d'tni 
point  donné,  0,  .s'</r  les  tan- 
gentes à  une  courbe  donnée  AB. 
-B  (Ce  lieu  est  ec  qu'on  tippelle  li« 
podfiirc  (le  AH,  relativement  au 
pôle  0)  (*). 

La  tangente  en  P  est  la  li- 
mite de  la  sécante  PP'.  Mais,  d'après  le  Théorème  VI, 
on  peut  remplacer  le  point  P'  par  un  antre  point  dont  la 
distance  à  P'  soit  inliiiinient  petite,  relativement  à  PP'  ou  ù 
MM'  (Th.  VII).  A  cet  eiïet,  menons  Mp  parallèle  à  M'P'  : 
;}P'=Mr/  est  infiniment  petit  i)ar  lapport  à  MM'  et  PP' 
(13).  Or,  les  points  P,  p  sont  situés  sur  la  eirconlërencc 
qui  aurait  MO  pour  diamètre;  donc  la  tangente  cherchée 
se  confond  avec  la  tangente  à  cette  circonférence.  De  là, 
cette  propriété  remarquable  :  la  normale  en  P,  «  lapodaire, 
passe  au  •milieu  N  de  MO. 

17.  Problème  II.  —  Trouver  la  tangente  au  point  P  du 
lieu  décrit  par  le  sommet  d'un 
angle  MPN,  circonscrit  à  une 
courbe  AB. 

En  menant  Mp  parallèle  à 
M'P',  N;;  parallèle  à  N'P',  on 
pourra  substituer  le  point  p  au 
point  P'.  Donc  la  tangente  en 
P,  limite  commune  de  PP'  et 
de  P/>,  se  confond  avec  la  tan- 
gente à  la  circonférence  circon- 
scrite au  triangle  MNP. 


(*)  Réciproquement,  AB  est  Vanti-podaire  de  l'autre  courbe. 
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18.    PnoBLÉME   m.   —   Construire  la   tangente   TMT' 

en  un  point  M  d'une 
ellipse  AB,  dont  les 
S  foi/ers  sont  F,  F'. 

Menons  la  sccanie 
MM'S,  puis  les  rayons 
vecteurs  FM,  FM', 
FM,  FM. 

Par  la  délinilion  de 
rdlipse, 

FM  ^  F'M  =  F.M  -+-  F.M  , 
FM  — F'M'=F.M'— FM. 


Les  angles  en  F  et  en  F'  sont  infininionl  petits;  si  donc 
Ton  abaisse  MC  perpendiculaire  à  FM  ,  M C  peipendiru- 
laire  à  F  .M,  les  pi'ojeetiuns  FC,  F'C,  des  rayons  vec- 
teurs F.M,  F'M',  ne  difrèreni,  de  ceux-ci,  que  de  quantités 
du  deuxième  ordre  (6,  2");  donc  régalité  précédente  peut 
être  remplacée  par 


ou 


FM  — F'C'=FM'— FC, 
MC'=M'C. 


Conséqucmmenl,  les  triangles  rectangles  3IC'M',  .AFCM' 
sont  égaux  (*);  de  même  que  les  angles  aigus  C'MM', 
CM  M.  Ainsi 

Uni  F'MM'  =  ///«  FM'M, 
ou 

F'MT  =  FMT'  ; 
propriété  connue. 


(*)  CVst-àdire,  tendent  à  dn^'nir  égaux. 
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lO.  Problfme  IV.  —  Sur  la  normale  ME  à  une  courbe 

AH,  on  porte,  à  partir 
du  point  M ,  une  lon- 
gueur constante  ]MP=a; 
ce  qui  détermine  une 
courbe  CD.  Quelle  est  la 
tanrjenle,  en  P,  à  celte 
ligne  ? 

M'E  étant  la  normale 
en  JM',  traçons  les  eor- 
des  MM',  PP'  :  il  s'agit 
de  trouver  vers  quelle 
limite  tend  la  direction 
PP'.  Menons  MG  égale  et  parallèle  à  M'P' :  MGP'M' est 
un  parallélogramme;  done  GP'  est  égale  et  parallèle  à 
MM'.  Si  l'on  projette,  sur  PE,  ces  dernières  droites,  on  a 
HQ  =  MR,  ou 

PO  _  PH  =  MR. 

D'après  le  Th.  IV,  PH  et  MR  sont,  au  moins,  du 
deu\ième  ordre  :  il  en  est  donc  de  même  de  PQ,  tandis 
que  PP'  est  du  premier  ordre  (Th.  VII).  Et  comme 

PQ 


cosEPP'  = 


PP' 


lim  ces  EPP'  =  0 ,  ou 


/îmEPP'=  r 


Ainsi,  MP  est  une  normale  commune  à  AB,  CD.  Pour  cette 
raison,  on  dit  que  ces  deux  courhes  sont  parallèles. 

«O.  Problème  V.  —  D'un  point  donné  0,  l'on  mène,  à 
une  courbe  donnée  AB,  un  rayon  recteur  OM,  sur  lequel 
on  prend  MP  égal  à  une  droite  donnée,  a  :  le  Heu  du  point  P 
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i'.sl  une  courbe  Cl),  appelée  co.nchojde  de  AB(*).  Cela  posé, 

\  on    propose   de   con- 

striure    la    tangente, 

en  P,  à  la  conchoïde. 
p' 

Menons    la   droite 

OM'P',  les  cordes 
MM',  PP';  puis  pro- 
jetons les  points  M,  P, 
surOM  P',  en  R,  S. 
Dans  les  triangles  rec- 
^  tanglcsPSP,MRM  : 

PS 
ISP'  =  — -,' 


tgM'  = 


MR 
RM-' 


ou,  en  négligeant  des 
infiniment  petits  du  (knxiènie  ordre  (Tli.  I)  : 


tgP'  = 


PS 


t-^l 


-MR 


OP—OP         '  OM— OM 

Mi.is.  il  cause  (le  OP  =  OM  +  a,  0P'=  OM  -^  a  : 
OP'      OP  =  O.M  -    0>J; 


donc 


lii  V  PS        OP 

o  , 

mM'^.MR~~ÔM' 


ou ,  par  le  Tliéorèuie  I  : 


OP 


tnOPV  =  —  t-O.MT. 
OM    ' 


(*)  Par  analo{j;iL'  avec  la  cuncfioïde  ovôinaire  (Manuel  des  Candidats, 
lonio  il,  p.  326:.  Observez  c|ue  la  courlie  .M>.  dircrlricc  de  CD.  esl  une 
conciioïJe  de  CD. 
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Soicnl  iMi\  la  nortnalc  ;'i  VB,  cl  0\  pci-pciKliculiiii'c  ,iu 
rayon  vecteur  ()>H*.  On  ii 

OM 

en  sorte  (|iie  l'égalité  préeédenle  devient 

OP 
ti'OPV^—  IL'ONP. 
"  ON   ^ 

Ainsi,  les  angles  0V\  ,  ONP  sont  égaux.  Et  comme  OP  est 
perpenciieulaire  à  OIN,  PV  est  perpendiculaire  à  OP.  On  a 
donc  ce  théorème  : 

Les  normales  aux  poi)tts  correspondants  M,  P,  et  la  per- 
pendiculaire à  O-MP,  menée  par  le  pôle  0,  se  coupent  en 
un  même  point  ^ . 

Ce  point  étant  déterminé  |)ar  les  données  de  la  question, 
on  trace  NP,  puis  PV  perpendiculaire  à  NP  :  PV  esl  la 
tangente  demandée. 

I.  Théorème,  —  Si  li  est  un  in/i)iiment  principal,  la 

(piantité 

l\x  -\-  "lli)  —  l>/'(x  -V-  h)  -+-  f{x) 

est  in  fini  ment  petite  du  deuxième  ordre. 

II.  V^'M'ifier,  an  moyen  des  propositions  démontiées 
ei-dessus  (Proh.  I,  II),  les  propriétés  suivantes  : 

La  podaire  de  Vell'ipse,  par  rapport  à  un  foyer,  est  la 
circonférence  décrite  sur  le  grand  axe,  comme  diamètre; 

La  podaire  de  la  parabole,  par  rapport  au  foyer,  esl  la 
tangente  au  sommet; 

Le  lieu  du  sommet  d'un  angle  droit,  circonscrit  à  l'el- 
lipse, est  une  circonférence. 
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III.  Construire,  par  points,  Tanti-podairc  d'une  courbe 
donnée. 

IV.  Anti-podairc  de  l'ellipse,  le  pôle  élani  au  centre  (*). 

V.  Théorème.  —  1°  Les  anti-podaires  d'une  suite  de 
conchoïdes  ai/ant  même  directrice  et  même  pôle,  sont  des 
courbes  parallèles; 

2°  Les  podaires  d'une  suite  de  courbes  parallèles  sont 
des  conchoïdes. 

VI.  Théorème,  —  5/  une  courbe  ACB  roule  sur  une  lifjne 
fixe  DCK,  en  entraînant  un  point  iNI;  la  normale,  en  M,  à 
la  HOULETTE  décrite  par  ce  point,  passe  par  le  point  de  con- 
tact C  des  deux  courbes  données. 

VII.  Théorème.  —  Si  une  droite  finie  A  A'  s'appuie,  par 
ses  deux  extrémités,  sur  deux  lignes  CD,  CD',  eti  entrai- 
nant  un  point  M;  la  normale,  en  M,  à  la  lirjne  décrite  par 
ce  point,  passe  par  le  point  de  concours  des  no7-males  en  A, 
A',  aux  directrices  CD,  CD'.  (Chasles.) 

\  III.  Théorème.  —  Si  une  droite  I)  se  meut  dans  un 
plan,  les  tangentes,  aux  trajectoires  des  points  de  D,  sont 
tangentes  à  une  parabole.  (Chasles.) 

I\.  Théorème.  —  5/  une  courbe  C  se  meut  dans  un  plan, 
les  tangentes,  aux  trajectoires  des  points  de  C,  sont  tan- 
gentes à  une  anti-podaire  de  C. 

X.  Théorème.  —  Lorsqu'une  courbe  ACB  roule  sur 
une  droite  fixe  DCE,  en  entraînant  un  point  M,  la  roulette 
décrite  par  ce  point  a  même  longueur  (pie  la  podaire  de  ce 
même  point  M,  relative  à  la  courbe  mobile.      (Steiner.) 

(*)  L'équalion  de  i-cUe  couiiio.  Iioiivi-o  |i:ir  Torloliiii.  est 

[i  (rt«  —  a*6«  -+-  b')  —  5  (a\i-  -+-  l>-!r)f  = 
[9a'{'2b-  -  (r-)x'-  -t-  \)b'{-2a*  -  lr)t/  —  -{(a-  -+■  b^)  (-2a-  -  h-j  clb^  —  a*)]* 
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CHAPITRE  II. 

DÉRIVÉES   ET   DIFFÉRENTIELLES. 

91.  Définitions  et  notations.  —  Soh  y  =  f{x);  soient 
àx,  Ay  les  accroissements  de  la  variable  et  de  la  fonction. 
On  a  démontré  (Al(;.,  18»)  (luc  Ay  =  Aj(y'-i-e),  £  s'annu- 
lantavec  Ax.  Par  conséquent,  eAx  est  au  moins  du  deuxième 
ordre.  Au  coniraire  (pourvu  que  y'  ne  soit  pas  nulle),  y'Ax 
est  du  premier  ordre.  Cette  partie  principale  de  la  différence 
de  y  est  appelée  différentielle  :  on  la  désigne  par  dy.  Ainsi 
dy=y'Ax.  (1) 

22.  Siy  =  x,  auquel  cas  y'  =  \,  on  »  dy  =  Ax  =  Ay. 
Mais,  si  y  était  prise  pour  variable  indépendante,  on  aurait 
dx^=Ay  =  Ax.  On  peut  donc  convenir  de  remplacer  con- 
stamment Ax  par  dx;  ce  qui  donne,  au  lieu  de  l'égalité (1), 

dy  =  y'dx.  (i>) 

Ainsi  :  \°  La  différentielle  de  la  variable  indépendante 
est  ^accroissement  infiniment  petit  attribué  à  cette  variable  ; 
2°  la  différentielle  de  la  fonction  est  la  partie  principale  de 
l'accroissement  de  la  fonction;  3°  la  dérivée  d'une  fonction 
est  le  rapport  entre  la  différentielle  de  la  fonction  et  la  dif- 
férentielle de  la  variable. 

23.  Interprétation  (jéométrique.  —  AB  étant  la  courbe 

,T       qui  a  pour  équation  y^^^^fix), 
et  MT  étant  la  tangente,  on  a 

VP'=Ax  =  dx,     QM'=A?/, 

De  plus, 

;  QM'  —  QR  =  A?/  —  ij'dx 

'¥'        X      =  [ij'  -f-  e)  dx  —  y'dx  =  edx. 

23 
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Conséquemment ,  In  différence  entre  les  ordonnées  des 
points  correspondants  de  la  courbe  et  de  la  tangente  est,  au 
moins,  du  deuxième  ordre. 

2 A.  Remarque.  —  Au  lien  tle  regarder  ^  comme  un 
simple  rapport,  on  admet,  qiieUjUcfois,  que  cette  notation 
est  un  symbole,  destiné  à  leprésenter  lim  ^;  et  alors,  pour 
ne  pas  confondre  ces  deux  acceptions  de  ^,  on  figure  ainsi 
la  seconde  :  f^)-  Mu\s  les  délinitions  que  nous  avons  adop- 
lées  («1,  8«)  rendent  inutile  cette  diversité  de  not;itions. 

«5.  Théorème.  —  En  général,  et  quelle  que  soit  la  va- 
riable indépendante,  la  dérivée  y'  est  égale  au  rapport  des 
différentielles  de  y  et  de  x. 

En  effet ,  si  ?/  et  x  sont  fonctions  d  inic  variable  indé- 
pendante n,  de  manière  que 


on  a  toujours 

sj/       A  y    ^x 

— —  —  — -—  '•  —  I 

SX       su    su 

puis 

,•    -'/     ,•    ^y  ,•    ^-^ 

liiii  — ^  =  liin  —  :  iiin  — ? 

A.r              Mi           su 

ou 

y=  F' 00  :-/(")• 

Mais,  u  étant  la  variable  indépendante  : 

(lij  =  F'  [il]  du,     dx  =  -/  {u)(lu  ; 
donc  enfin 

y'  =  dij  :  d.r. 

5Î«.  Foiiiiions  inverses.  —  Si  ré(jnaiion  //  ^  f(x)  csi 
résolue  |)ar  i-iq)porl  à  x,  on  a  x  ■=•]>(?/);  puis,  p;u-  le  iliéo- 
rérne  j) recèdent, 

.'/  =  /  '  W  =  fh  -  y  {!/)  <^1/  =  -^r-^  ' 

^  (y) 
Ainsi  /••(^).i'(^)_l  . 

le  produit  des  dérivées  de  deux  fonctions  inverses  est  égal  u  I . 
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*7.  Dérirrcs et (liffi'rrnticlles pdrticllos. — S()ilr=F(x,//); 
xvly  élanl  des  Ibnclioiis  d'une  vari;d)Ie  iiidépeiidanic  t.  On 
a  trouvé  (Alg.,  t«0) 

AZ  =  (F;-+-a)^X-f-(l-;-+-:.)i»/,  (5) 

a,  t^  étant  des  infiniment  petits,  de  même  (|uc  A^,  Ax, 
A//  et  Az.  En  étendant  la  définition  de  la  différentielle  (9t), 
nous  aurons  donc 

dz  =  V/U  -f-  V'ydij, 
ou  plutôt 

(h  =-^  dx  -f-  -^  d>j.  (4) 

Dans  cette  équation  fondanicniale,  les  deux  parties  du 
second  membre  sont  des  différentielles  partielles  ;  le  pre- 
mier membre  est  la  différentielle  totale  de  z.  En  outre,  la 
notation  dz  a  trois  significations  différentes  :  on  vient  d'ex- 
pliquer celle  qui  se  rapporte  au  premier  membre.  Quant 
aux  deux  autres,  le  numérateur  de  ^  représente  la  partie 
principale  de  raccroissenient  que  prendrait  z,  si  y  était 
constant;  etc.  Un  peu  d'attention  suffit  pour  empêcher 
loute  confusion  entre  ces  diverses  quantités,  bien  qu'elles 
soient  représentées  de  la  même  manière. 

88.  Remarque.  —  Eu  reprenant  la  démonstration  du 
théorème  auquel  nous  venons  de  renvoyer  (Alg.,  180),  on 
reconnaît  que  l'équation  (5)  subsiste  quand  x  et  y,  au  lieu 
d'être  des  fonctions  de  t,  sont  variables  indépendantes;  il 
en  est  donc  de  même  pour  l'équation  (4).  Dans  le  premier 
cas,  celle-ci  équivaut  à 

dz       dz  dx       dz  dy 
dt        dx  dt        dy  dt 

et  cette  nouvelle  équation  exprime,  comme  on  devait  s'y 
attendre,  le  théorème  dont  il  s'agit. 

89.  Interprétation  et  démonstration  géométriques.  — 
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Supposons  que  hi  sinlacc  dont  rôtjiuilioii  est  z  =  f(x,  y) 

soit  coupée  par  quatre 
plans,  dont  deux  soient 
I)arallèles  à  zx,  et  les 
deux  autres,  parallèles 
à  zj/.  Les  tangentes  MS, 
MT,  aux  seetions  MA, 
MB,fléterminentleplan 
tiiniïentenM(*;;  et  celui- 
ci  coupe,  suivant  un  pa- 
rallélogrannme  MSwT, 
e  f>aiallrli|)ipède  pro- 
jeté en  POP  R.  Soient 

PQ=  sx  =  ilx. 
PR  =  s,j  =  dy  : 

je  dis  que  >//P' — MP, 
accroissement  de  Vordonnée  mV  du  plan  lanç/eul,  ou  accrois- 
seinent  de  l'ordomii'e  MV  de  la  tanyoïle  Mm  à  la  section 
MM  ,  est  égal  à  ~  dx  -h-  ^  dy. 

En  eiï'et  :  ^ ,  dz   ^ 

dx 
(ij  étant  supposé  constant); 

dz   , 

(jf  elanl  supposé  conslanl). 

.Mais,  d'après  une  i)ropriété  connue, 

QS-+-  RT  =  MP  -+-  v}P'  = 


donc 


dx 


dz 
d 


^h 


h  )mP'; 
mV, 


ou 


ml»' 


dx 


dz 


dy. 


(*)  Traité  élémentaire  de  Céotmtrie  descriptive,  'H.^'  l'artio,  |>.  II. 
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CHAPITUi:  III. 

DÉHIVÉES  ET  DIFFÉRENTIKLLKS  DU  PREMIER  ORDRE. 
Fonctions  esplicites. 

30.  Si  l'on  applique  la  notation  (liiïcrenticllc  aux  règles 
(lu  Cakiil  des  dérivées  (Alg.,  Cliap.  \  II),  on  trouve,  immé- 
diatement, les  théorèmes  exprimés  par  les  formules  sui- 
vantes : 

i°  d{u  -^  V  —  ly)  =  du  -+-  dv  —  dir; 

2°  d  {iiv)  =  iidv  -+-  vdu; 

5"  d  {uiii^...n^^)  =  UiH^...ii,diti  -H  UiU:,...ujhii  +  •■■ 

,  (ti\       \du  —  udv  , ,     ,  ,  , 

4»  d\-]  = ;     5"  d{H")  =  îiii"    (lu; 

\v  I  V- 

.  .  liti  ,  du 

6"  d{\og.i()  =  M — ;  l"  d[\u)=-: 

it  II 

8"  d  (a^)  =  a^  I  adx  ;  9"  d  {e'')  =  e'dx  ; 

ete. 

31.  Si  y  =  F  (if,  r),  on  a  (81) 

dij  =  —-  (lu  -V-  —  dv. 
du  dv 
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39.  Remarque.  —  Soient  y  =  V  (ii,x),  u=^z  (x). 
Il  en  résulte,  par  In  formule  j)récédenle, 

dij  =       dit  H — '—  dx. 
du  (Ix 


Ici,  ^  n'est  pas  la  même  chose  (|iie  ?y'=linj 
Cette  dernière  dérivée  est  la  dérivée  totale;  l'autre  est  une 
dérivée  partielle  ;  ou,  comme  on  le  dit  quelquefois  (Alg., 
15»),  la  dérivée  par  rapport  à  la  lettre  x.  Pour  éviter  toute 
erreur,  on  peut  écrire,  au  lieu  de  la  formule  précédente, 

du  =  — -  du  -+-    -r-    dx. 
^       du  \dxl 

La  même  convention  donnerait 

^'^  =  ,  '  =  '^'^  —  -+-  I—]  n 
dx       -^       du  dx  "^  \dxl  ^  '' 

33.   Exemple,  y  =  u  sin  ./ ,  ?/  =  I  x. 
On  lire,  de  là  : 

dy         .  du        1         /dy 

puis 


-— =  smT,      -7-  =  -'        —    =?/cosa-; 
du  dx       x        \dx/ 


dy       si  II  X 

«'  =  -^  = 1-  I X  .  cos  X. 

dx  X 


(*)  Depuis  un  cerlain  nonil)rp  d'années,  divers  Géomèlres  désignent,  de 
la  manière  suivante,  les  dérivées  partielles  de  3  =  /(x,  y)  : 

Dx'      '^' 

Si  l'on  adopte  cette  notation,  la  dernière  formule  devient 

dy         ^       ,^1/  du       ^y 
dx  iu  dx       ix 
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En  eiïcf,  si  l'on  remplace  d'almril  u  par  l.i,  ce  qui  donne 
y  =  I  a; .  sin  x,  on  trouve 

,      1 

y  =  — sin  X  -»-  ix.  cos  x. 

X 

34.  Attire  remar(iue.  —  Si  //,  fonction  de  x,  est  donnée 
par  une  équation  de  la  forme 

y=  V  (x,  ij), 

on  doit,  pour  éviter  toute  équivoque,  écrire  ainsi  le  lésultat 
de  la  dilïërencialion  des  deux  membres  : 

Cette  nouvelle  équation,  résolue  par  rapport  à^  =  //', 
donne  * 

rfF 
dx 

(hj 


Foiictioii»«   iniplicKeN. 

35.  Dérivées  totales.  —  Si  Ton  a  une  seule  équation, 
F  (x,  y)==0,  il  en  résulte 

dF  ,         r/F  , 

-—  «X  -4-  -—  dy  =  0  ; 

«X  dy 


(*)  La  relation 


dy  dy 

ày  =  j-  ^^r  +  r  ^y 

dx  dy 


serait  inintelligible  ou  absurde. 


d? 

dx 

dx 

d'y 
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puis 


résiillat  ih'jà  démon  lié  dniis  la  Théorie  des  dérivées 
(Alg.,  154). 

3B.  Pour  plus  de  îiénéralilé,  considérons  le  cas  où  Ton 
donnerait  n  —  1  équations  entre  n  variables;  cl,  pour  fixer 
les  idées,  supposons  «  =  4;  de  matn'ère  que  ces  équations 
soient 

V{x,y,u,v)  =  Q{\),  y(x,î/,?/,v)  =  0(2),   <^(x,?/,  »^  f)  =  0  (3). 

En  les  différenciant  complètement,  on  a 

d?  ,         f/F  r/F  ,         d?  , 

-—  rtx  -+-  ■ —  dit  H du  -+-  -—  (/i;  =  0, 

dx  dy    '         du  dv 

di  di  d„  dv 

—  dx  -^  -~-dy  -+-    ,'   du  -^ — ^  di-  =0, 

dx  dy  du  dv 

dp  (Il  db  dp 

-—  dx  -i~  ~  dfj  H — —  du  -+-  -—  dv  =  0. 

dx  dy    '         du  dv 

De  ces  équations,  homogènes  et  du  premier  degré  par 
rapport  aux  différentielles,  on  peut  tirer 

dx       dy       du       dv 

A,  B,  C,  D  éianl  de  certains  dctenninants.  Par  suite, 
^  =  j.  Le  second  membie  esl  une  fonction  de  x,  y,  u,  r. 
Si  l'on  peut  résoudre  les  équations  (1),  (2),  (3)  par  rap- 
porl  à  //,  n,  r,  on  exprimera  ^^  en  fonction  explicile  de  \. 

39.    EXEMPLE  : 

a'^  -h  xy  =  uv  {i),    x*-h  »/■  =  »/* -4- r' (o),    x-^y  =  u  —  ''(6). 
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Différenciant,  on  douve 

X'itj  -f-  yilx  =  uilv  -+•  v(h( ,     xdx   t-  i/dij  =  udii  -\-  vdv, 

dx  -4-  djj  =  du  —  dv; 
puis 

(x  —  î/)  {dij  —  dx)  =  (m  —  v)  {dv  —  du) , 
OU 

(j?  —  î/)  {d)j  —  dx)  =  —  (x  -t-  y)  {dx  h-  dy). 

Par  suite,  ^^  —  l-  Pour  vérifier  celte  valeur,  il  suffit 
d'observer  que  les  é(iuations  (4),  (o),  (6)  donnent 

(tt  —  v)^ —  (u--H  u^)  -+-  i>Mi;  =  (x  +  y)- —  (x--4- ?/^)  -+-2  (o--f-  x?/)  =  0, 

ou 

"ûxy  -H  h'-  =  0. 

38.  Dérivées  pcutielles.  —  Supposons  que  Ton  demande 
les  dérivées /ja»7/e//e.s  de  deux  fonctions  u,  v,  rvlalivemenl 
à  deux  variables  indépendantes  x,  y.  Le  nombre  des  équa- 
lions  doit  alors  se  réduire  à  deux.  Soient 

'^{x,y,v,v)  =  0,  (7) 

d(x,y,  «,f)  =  0  (8) 

ces  équations.  Si  on  les  différencie  en  supposant  y  con- 
stante, on  trouve 

-—  (/x  -+-  -—  du  -H  -—  (/r  ^  0 ,   --  «X  -f-  — -  a  »  -f-  — -  r/u  =  0  ;  (1>) 
«X  «M  (/i?  </x  dx  dv 

et,  par  conséquent, 

dx  du  dv 


d'f  dp       dy  dp       df  dp       t/^  dp       di  dp       (/?  dp 
du  dv       dv  du       dv  du       dx  dv       dx  du       du  dx 
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puis 

d,  dl 

d-j  dh 

d-r  (fp 

d-r  dp 

du 

dv  dx 

dx  dv 

dv 

dx  du 

du  dx 

dx' 

dy  di 

(h  dp 

dx 

d;  dp 

dy  di> 

du  dv 

dv  du 

du  dr 

dv  du 

lue  simple  permiilatioii  donnerait  ensuite  ^el^- 
:ia.  Remarques.  —  I.  Au  lieu  d'opérer  comme  nous 
venons  de  le  faire,  on  peut  dirtéreneier  complètement  les 
équations  (7),  (8)  et  conclure,  des  équations  différentielles 
ainsi  formées,  les  valeurs  de  du,  dv ,  en  fonctions  de  dx, 
dy  (36)  :  les  coellicients  de  ces  dernières  (juantités  seront, 
respectivement,  les  valeurs  de  —^  —^  ^''  ~ .  Kn  effet, 

,         f/w  ,         rfw  ,  ,         dv  dv   , 

du  =  — dx  -*-  -7- du.      dv  =  —  dx   » du. 

dx  dij    '  dx  djj 

II.  Les  valeurs  de  du  et  de  de,  qui  entrent  dans  les  équa- 
tions (9),  diffèrent,  complètement,  de  celles  qui  satisfont 
aux  équations 

d-j  d-j  d-.  d6  di  di   , 

-r  dy  -^  -r-  du  -H  -j-  dv  =  0 ,      -7-  "  V  -+-  T"  du  -+-  ---  dv  =  0. 

dy  du  dv  dy  du  dv 

lesquelles  supposent  x  constante;  ou  plutôt,  dans  ces  deux 
systèmes  d'équations,  les  mêmes  notations  ont  des  signifi- 
cations différentes.  Pour  éviter  toute  erreur,  on  pourrait 
écrire  ainsi  les  relations  (9) 

dy        dy  du       dy  dv  di        d;  du       dp  dv 

dx       du  dx       dv  dx  '    dx       du  dx       dx  dx 


(*)  Celle  remarque  est  une  coiinniuilioii  de  celles  qui  onl  élé  faites 
plusieurs  fois. 


DftKIVÉES  ET  DIFFÉKEMIELLES  DU  PUEMIER  ORDRE.      ÔCr, 


l.  Différencier  les  fonctions 

.       96  ±2S 

X' X  -t- 

rà  125         \'2 

^  (4  — Sxf  125    ^  ' 

1    .  ,        ,        13.  1  cos  X       7    /     x\ 

Vi  =  -  sin'ar cos  j oos'ar  —  3  cos  .r 1    la:  -    > 

-^5  15  2  sin-x       2    \  ^  2/ 

4jrsinx — cosx       ixsinx — 2c'0sx       8 
yi= ^ 1 ~ 1 (x  le  j' -4-1. cosx). 


Résultats  : 

5x^  -,  ^ 

dy  = «X ,     f/'/i  =^  cofx  dx ,     ih/i  =  — -— 

II.  Différencier 

1    / 1        1  \  2»  sin  X 

y  = — ■  —   arc  Ig — 

2p  \in       ul  m  -4-  M  H-  {m  —  n)  cos x 

1/1         1  \  2</  sin  X 

arc  ts 


dx. 


2(/  \m       ni  m  —  w  -«-  {m  -t-  n)  cos  x 

en  supposant 

»j*  =  a  -+-  6  -I-  c,     H^  =^  a  —  6  -4-  c, 

Résultat  : 

dx 


a  -t-  6  cos  X  -+-  c  cos  2x 

III.  Différencier  les  fonctions 

7/ ^=  cosx  cos  ^  cos  z  —  cosxsin  «/sin  r  —  cos  ^  sin  rsinx 
—  cosrsinxsin  «/, 
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^t^  =  arc  tg -■>      u^  =  arc  tg 


î/.  =  arc  00 s 


1  —  "ixy  —  X*  ^/  j 


Résultats  : 

dit  =  —  sin  {x  -\-  1/  -^  z)  {d.r    ♦-  (hj  -t-  c/c), 
2f/x  (/y 


du 


I  -+-  x*        1  ■+-  jj- 


y  (  1  M-  y/^)  f/x  +  X  (  I  H-  X")  (/y 


f/Wî 


1   -+-X-)(I   -+-.V'}\/|   -+-X^-H»/* 

dx  dy 


1  -+-  X"        1  -+-  )/- 

IV.  An  moyen  des  équations 

x^  -t-  î/^  -4-  z^  -+-  5  (x  -+-»/-+-  r)  =  0, 
y'  -+-  z'  H-  r  -+-  5  (y  -t-  z  -4-  /)  =  (), 
z"*  -+-  ('  -t-  j-^  -+-  ô  (  z  -H  <  -4-  x)  =  0 , 
former 


f/x 

'/y 

dz 

r/< 

(/; 

dt 

:.  On 

donne 

^ 

aie  cos  X  -4- 

arc  cos 

.y 

arc  sin  x  -4- 

arc  sin 

V 

X 

e'  —  e  ' 

e'  -4-  e-' 

5 

2 

^       e' 

-te' 

et  Ton  demande  la  valenr  de  :;^- 

at 

W.   On  donne 

r  =  arc  sin  x  -4-  arc  sin  ij. 


et  l'on  demande  la  valeur  âc  _,' ■ 

al 
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Résultat  :  dz 

dt  ~~ 
VII.  Sachant  que 


u  =  {x-^  y)  l/a*  -4-  ^M  .  arc  tg  (x*  -+-  t/), 

évaluer 

i  I    du         du\ 

—  I  }/ .X  —    • 

u  \'  dx  dijJ 

Résultat  : 

y  —  ^ 

y  -^  X 
^'III.  Des  équations 
x+y-i-z-i-u=^a,   x'-i-y''-i-z--{-ir  =  b^,   x'-+-»/^+r'-4-«"'  =  c^, 

déduire 

dx        dy        dz 

du       du       du 
l\.  Trouver  les  valeurs  de  dx,  dy,  dz,  en  supposant 

X-+-//-H -  =  l(»-f-i-j,  _î/-i-z-h«  =  l(vH-x),  z-^u-hv  =  \{x-^y). 

X.  Au  moyen  des  équations 

r  =  a  {\  —  e  cos  »),     ii  —  e  sin  u  =  nt, 

exprimer  ^  en  fonctions  de  r  et  des  constantes  a,  e,  u. 
Résultat  : 

dr       an , 


—  =  — \/a^e-  —  («  —  rf. 
dt        r 

XL  TiiÉouÈME,  —  Soient  t  =  l'(N,  v),  u-=F(x,  y);  d'an 
x  =  (p(t,  u),  y  =  'F(t,u).  On  a 

Idf  (/F       df  dV\  I d-^  (h      d,dr^_ 
\dx  dy       dy  dx]  \dt  du       du  dt  I 

(MÔBIIS.) 
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CHAPITRE  IV. 

DÉHIVÉES  ET  DIFFÉRENTIELLES  SUCCESSIVES. 
Foncdons  d'une  neule  variable. 

40.  On  a  VU,  dans  la  Théorie  des  dérivées  (Al(î.,  15e), 
([n'étant  donnée  une  fonction  y,  de  la  variable  indépen- 
dante r,  on  peut  chercher  les  dérivées  successives  de  cette 
fonction,  dérivées  que  Ton  représente  par  y  ,  y",  ...  y^'K 
Pour  appliquer  à  cette  question  la  notation  différentielle, 
supposons  que,  dans  les  diverses  fonctions  y,  y',  y", ...  on 
attribue  h  x  le  même  accroissement  h==dx  .-c'est  là  ce  que 
l'on  entend  quand  on  dit  que  la  différentielle  de  ta  variable 
indépendante  est  constante  (*).  Celte  différentielle  a  néan- 
moins poui"  limite  zéro.  Il  résulte,  de  celte  hypothèse  (92)  : 

dy  =  y'dx,   dy'=y"dx,  dy"=  y"'dx , ...  dy'"-"  =  y'"\lx.  (1) 

Difféienciant  les  deux  membres  de  la  première  égalité, 
on  obtient,  eu  égard  à  la  deuxième,  et  parce  que  dx  est 
constante  : 

d  (dy)  =  {dy')  dx  =  y"  {dxY; 

DU,  |)()ur  plus  de  simplicité  dans  la  notation, 

d'y  =  ydx\  (2) 

De  même,  en  différenciant  les  deux  membres  de  celte 
foimule,  on  trouve 

d{d'y)  =  {dy")dx'-  =  y"'dx\ 

(*)  Ici,  coiiiino  dans  la  |ilu|iai(  des  cas.  le  mot  conslaitlf  signifie  :  iiuh'- 
jjcndaitle  de  >r. 
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Mais 

(lid'y).^  d[diUj)  =  dhj; 

donc 

d\i/^ij"'dx'';  (3) 

el  i\\ns'i  de  suilc.  En  général, 

d"y  =  y^"klx".  (n) 

4t.  Remarque.  —  Les  différentielles  successives,  di/, 
dhj,  d'^y,  ... ,  sont  des  infiniment  petits  du  premier  ordre, 
du  deuxième  ordre,  du  troisième  ordre,  etc.,  à  cause  des 
facteurs  dx,  dx^,  dx^,  ... 

Par  exemple,  v  étant  le  volume  d'un  cube  dont  l'arôte 
est  X,  la  différentielle  première  de  v  est  la  partie  princi- 
pale de  Ay  =  (x'-f-  dxy  —  x^;  c'est-à-dire  que 

dv  =  ôx^dx  : 

le  second  membre  représenle  la  somme  des  volumes  de 
trois  parallélipipèdes  rectangles,  à  bases  carrées,  ayani 
chacun  dx  pour  hauteur.  En  second  lieu,  la  différentielle 
première  d'un  de  ces  parallélipipèdes  est 

I  (x  -V  dxf  —  X'  —  dx'^\  dx  =  'ixdx^; 
donc 

d .  dv  =  d'v  =  C)xdx'. 
Knfin, 

d^v  =  6dx'. 

Il  est  visible  que  d-v  représenle  la  somme  de  six  paral- 
lépipèdes  à  bases  carrées  :  cliacun  d'eux  est  un  infiniment 
petit  du  deuxième  oi'dre  ;  etc. 

45.  Les  relations  (2),  (5),  ...  {n)  conduisent  à  celles-ci  : 

d^ii  d'il  , ,       d"u 

•^        dx'    ^  dx'  -^  dx" 
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Dans  chacune  de  ces  fractions,  les  deux  termes  sont 
des  infiniment  petits  de  même  ordre;  ce  qu'on  exprime  en 
disant  qu'ils  sont  homogènes.  Cette  homogénéité  est  néces- 
saire; car  si  les  deux  termes  étaient  d'ordres  différents,  la 
fiaction  serait  constaiiiinoil  nulle  ou  constamment  infinie  : 
elle  ne  serait  donc  pas  une  fonction  de  x. 


Fonctions  de  deux   variable;»  IndépendanteM. 

43.  Soit  îi  =  f(x^  y),  X  et  y  étant  deux  \ariahles  indé- 
pendantes. ïNous  avons  trouvé  (97)  la  formule 

du  du 

du  =  —  r/x  -4-  -y-  du, 
dx  dy 

dans  laquelle  ^  et  ^  représentent  les  déifiées  premières 
de  V.  Chacune  de  ces  quantités  est  une  fonction  de  x  et 
de  y,  dont  on  j)eut  prendre  la  déiivée  jiar  rappOit  à  x,  ou 
par  lapporl  à  y. 

i"  D'après  les  conventions  établies  plus  haut, 

\dx/        d'u  \dyl       d-u 

dx  dx^  dij  dif 

'2°  La  dérivée  de  ^,  relaliNC  à  //,  c'est-à-dire  ^j-,  se 
représente  ordinairement  ainsi  :  j-^. 
3°  De  même, 

\dyi         d'u 


dx  dxdy 

44.    Théorème.  —  Les  déricées  successives  -^'  :^'-. 

dydx      dxdif 

sont  i'fjales  entre  elles. 
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Afin  crélablir  celle  proposition  imporlanle,  remarquons 
d'abord  que 

,  du  (lu 

a—-  A  -— 

d^u  dx  dx 

= =  lnii 


Mai: 


donc 


dydx         dy  ày 

du       df{x,  y) 
dx  dx 


^du^d[f{x,  y  -+i^:i/V^v)]. 

dx  dx 


car  V accroissement  de  la  dérivée  d'une  fonction  est  égal  à 
la  dérivée  de  V accroissement  de  cette  fonction;  ou,  ce  qui 
esJ  équi\alent  :  la  différence  des  dérivées  de  deux  fonctions 
est  égale  à  la  dérivée  de  la  différence  entre  ces  fonctions 
(Alg.,  1  »5). 
Mainlenanl, 

A^ d[f{x,y-^  Ay)^f{x,y)]  ^  '_l ^y J_ 

Aï/  dx  dx 

car  Ay  est  indépendanle  de  x  et  de  dx.  îNous  avons  donc 


,.        dx               l  Ay 

ijiu =  liin 


H- 


'y 


dx 


On  va  voir  que  la  limite  de  la  dérivée  d'une  fonction  est 
égale  à  la  dérivée  de  la  limite  i^ers  laquelle  tend  cette  fonc- 
tion. Conséquemmenl, 


A 

lim 


—       d\\ïm  ^^^'  -^  "^  ^^^  ~  ^^^'  ^n       dl~] 
dx  L  Ay  J  \(/^/ 


Aï/  dx  dx 

24 
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OU  enfin 

il'K         d'il 

(hjdx       dxih) 

45.  Pour  démontrer  le  deiiiier  lenmie,  eonsidérons  une 
suite  de  courbes  telles  que  AMB, 
représentées  par  (/  =  /(x,a),  c/. 
étant  un  paramètre  variable.  Soit 
amb  la  position-limite  de  A.MB, 
répondant  à  a=«.  Menons  les  tan- 
iientes  IMT,  mt  :  eelle-ei  est  la  po- 

sition-limite  de  la  pi-emière.  Les 
eoeiTieients  angulaires  de  ces  droites  sont  -^^^-^'  J^ "^ ; 
donc 

,.     df{x,a)      ^/riim/-(j-,  a)] 

dx  dx 

46.  Supposons,  maintenant,  qu'il  s'agisse  des  dérivées 
n"""'"  d'une  fonction  u,  |)rises,  successivement,  par  rapport 
à  diverses  varia])les  indépendantes  x,  //,  z,  s,  t,  ...  On  a 
ce  théorème  général  ; 

Le  résultat  de  plusieurs  dérivations  Kuccessircs  est  indé- 
pendant de  l'ordre  dans  lequel  on  opère. 

La  démonstration  se  décompose  en  idusicms  par- 
ties (*)  : 

1**  On  peut  intervertir  l'ordre  des  deu.i  dernières  déri- 
vations. 

Par  exemple, 

d^a  d^'u 

dxdudzdsdt~~  dijdxdzdsdt 

(*)  Celte  marche  est  semblable  à  celle  que  l'on  suit,  en  Aiilbmétique, 
[)0(ir  élablir  la  proposilion  relative  i\  l'interversion  des  fitcti  urs  d'un  pro- 
duit. 
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d\  il'. 


dxdy       dydx 


les  deux  membres  de  l'égalité  (I)  sont  idenliciucs. 

2°  On  peut  intervertir  l'ordre  de  deux  dérivations  con- 
sécutives quelconques. 

.le  (lis  que 

d^u  d'^H 


dxdijdzdsdt        dxdzdijdtidi 
En  eflet,  d'après  le  premier  cas  ; 
dhi  dUi 


(2) 


dydzdsdt  dzdydsdl ' 
donc 

dhi      \  I     dht      \ 

\dydzdsdtl  [dzdijdsdtj 

dx  dx 

0°  On  peut  intervertir,  d'une  manière  quelconque,  l'ordre 
des  dérivations. 

Cette  proposition  générale  résulte,  évidemment,  de  celle 
(]ue  nous  venons  de  démontrer  («O).  Ainsi,  u  éiant  fonc- 
tion de  X  et  de  y,  on  a 

dhi  d''u  (Pu 


dydx-       dxdydx       dx'dij 
De  même ,  u  étant  fonction  de  x,  y,  z  : 

d''u  d"'u  ffu  (T'ii 


dzhUfdx       dydz^dydx       dy'dz^dx       dydzdxdzdij  ' 
etc. 
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DifféreiiticlleM  succcssIveM.  —  c  oiitiiuialion. 

47.  De 

(lu  =  —  dx  -+-  — -  d<).  { I  ) 

ax  d\j 

on  conclu! .  comme  dans  le  cas  d'une  seule  variable  indé- 
pendante : 

ldu\  ldn\   , 

d  [du)  =  d'-K  =  d  1  —  1  dx  -+■  d  1  —  1  di/. 

Mais 

/rf«\       d-u  d-u  ldu\         d-ii  d-ti 

\dxl       dx-  dijdx    '  Xdi/I       dxdj/  dy- 

donc 

,,         d'il      .,        d'il  d'il  d-u      , 

d'u  =  — -  dx-  +  — --  dxdi/  -+-  - — —  dxdu  -+-  -— -  dy  : 
dx-  dydx        "^        dxdij        ^       dy-    ^ 

ou  à  cause  du  théorème  ci-dessus  : 

r/'M      „  dSi  d^u 

d'u  =  — ;  dx-  -H  2  -— —  dxdy  -+-  -^  dy-.  {:2) 

Telle  est  l'expression  de  la  difj'crenticllc  dctixicme  de  u.  Si 
l'on  passe  à  la  différentielle  troisième,  on  irouNC 

Idhi  ,  d'il        \  ,   .        /   r/'«     ,  d'u     ,   \  ,    , 

\dxdy  dij        I 

ou 

'/  '"  '/''"         ,  d'il  à'  il 

d'à  ^=  — -,  dx  -t-  3  — -7-  dx-dii  -4-  5 —.  dxdir  -f-  -— ^  rfry  '.  (3) 

dx^  dx-dy         ''         dxdtf        ''       dy' 
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La  loi  des  résiillats  est  visible,  et  l'on  a,  généralement, 

(l"u  n     d"u 

d"n  =  - —  dx"  H ; — —  dx"  hui 

dx"  1  dx"^<lij  "^  . 

n{H—  1)      d"H       ,       , ,   ,  d"u  ,         '  ^"^ 

1.2       dx"  \hf  -^  dif    ■' 

48.  (iClle  lonmile,  que  Ton  vérifie  iiisénicnl,  j)cut  être 
éerile  sous  la  forme  si/inholique  : 


d'u  =  \  —  dx  -\ du     , 

\dx  dii    '  I 


pourvu  que,  dans  le  développement  d(!  la  puissance,  on 
remplace  du''  par  d''u. 

On  trouve  de  même,  u  étant  l'onction  de  trois  variables 
indépendantes  : 

(du  du  du      \" 

d"u  =    — dx  -i (hj  -+-  —  dz     ■ 

\dx  (II/    '         dz      I 

49.  Supposons  que,  u  étant  fonction  de  x  et  de  y,  ces 
(juantités  soient  fonctions  d'une  variable  indépendante  t. 
Nous  aurons  encore 

du  du 

du  =-—  da;  -+-  ——  du  ;  (I  ) 

dx  dij    ' 

mais,  dx  et  dy  n'étant  plus  des  accroissements  arbitraires 
et  constants,  les  formules  (2),  (3),  ...  seront  remplacées  par 
d'autres,  plus  complexes  que  celles-ci.  En  effet,  la  nou- 
velle valeur  de  d-u  doit  se  composer  de  Vancienne,  aug- 
mentée d'une  partie  qui  provient  de  la  variation  de  dx  et 
de  dy.  On  a  ainsi,  au  lieu  de  la  formule  (2)  : 

dUi  =   -— ,  dx-  -+-  "2  - — —  dxdu  -i-  ——  dir 

\dx^  dxdy        ■'       dy-    ■'  I        ^^^,,,^ 


\(lx  (lij        I 
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De  nu- me, 

d'u  =    — -  dx  -h  o  ~~-  dx-dii  -+-  o  -.—r^dxdir  h-  — -.  </?/' , 
Xdx"  dx-dij         ■'  dxdif  dif    ''  J 

Id-u  dh(    ,,    ,  d-u    ,    ,^        <r-ii  ,    .^  ) 

-H  2  — -  dxd-x  -\-  - — -  d-xihj  -h dxdti  -+-  — -  dud-u , 

\dx^  dxdij  dxdij  dy-   "^      ) 

(d-u  d-u  d-u  d^u  ] 

-+-     -y-^  dxdrx  -+-  - — —  di/d-x  -+-  — — —  dxd^ii  h di/d^u  i 

\dx-  dxdij    ■'  dxdif  d>f    "^       I 

ou 

fr</  =     — ;  rfx'-+-D  -—-—dxd  11-^0 dxdy-i « v^ 

trf'"  d-u  d^u  "I  [ 

-— ;  dxd-x -y-  - — --{d'^xdii-^dxd  ii)-^  ~r',d>id-ii    m  5*") 
dx'-  dxdi/  d>/-  -Il 

idu  du        \ 

-+-     — oxH du]. 

\dx  dy     -^1 

On  voit  ((lie  les  résulials  se  compliquent  rapidement. 

50.  Remarque.  —  Si  l'on  divisait  par  dt-  les  deux 
membres  de  ré(|uaiion  (2'"*),  on  aurait  l'expression  de 
la  seconde  dérivée  de  ?/,  lelalivement  à  la  variable  indé- 
pendante /.  De  même  pour  (ô'"'«),  si  roii  divisait  par  df^. 

51.  Application.  —  Soient 

u  =  sin  X  -t-  cos  //.     x  =  cos  / ,     //  =  sin  /. 

Les  fornmles  (2''"*)  el  (ô'"")  de\ienncn(  d'abord,  à  cause 
des  dérivées  nulles  : 

d-u  .       l^xV  Mf/V 


—  sin  X     ,      --  fos  V    -,   , 
dt-  \dtJ  ■    \dtl 

d^x  d'ij 

-H  cos  X sin  )/  — ^• 

dc-         •'  dr- 
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(l'a  (iIaV  hh/Y 

(II'  \d(l  -^  \dll 

r/x  (l'x  tli/  d'il 

—  5  sut  .»•  — -    —  —  3  cos  y  —, — -- 

dl  dl'  ■'  dt  dC- 

d'x  d^ii 

-+-  cos  X  ——  —  sin  V— rf-- 
dt^  -^  d't 


iMais 


dx  .  //'"x  f^x 

— — =- — sin/,      —  =  —  cos/,      — —  =-+-siii/. 

(/<  '      (//--  '      dl' 

dy  d'i/  d''ij 

-z-^^-i-  cos  / ,      -r-  =  —  sin/,      — ^  =  —  cos  /  : 

dt  dt-  df 

donc  : 

~-„  =^  —  sin  X  sur/  —  cos  i/cos  t  —  cos  x  cos  /-t-sin  ysin  /. 
dt^  -^ 

d^u 

— —-  =  008  X  sin''/  ■+■  sin  ?/cos'/  —  3  sin  x  sin  /cos  / 
rf/'  -^ 

-4-  3  cos  tj  cos  /  sin  /  +  cos  x  sin  /  -4-  sin  ij  cos  /. 
Pour  vérifier  ces  résultats,  écrivons  ainsi  la  valeur  de  11 

Il  =  sin  (cos  /)  -+-  cos  (sin  /); 

nous  aurons  : 

dn 
«'  =  —  =  —  sin  /  cos  (cos  /)  —  cos  /  sin  (sin  /). 
dt 

d'u 

w"  =  — ^=  —  cos  /  cos  (cos  /)  —  siu"  /  sin  ^cos  t) 
dl- 

-+-  sin  /  sin  (sin  /)  —  cos*  /  cos  (sin  /), 

d^u 

u"'= =  sin  /  cos  (cos  /)  —  cos  /  sin  /  sin  (cos  /) 

dt'  ' 

—  2  sin  /  cos  /  sin  (cos  /)  -t-  sin'  t  cos  (cos  /) 

-H  cos  /  sin  (sin  /)  -+-  sin  /  cos  t  cos  (sin  /) 

-4-  !2  sin  /  cos  /  cos  (sin  /)  -t-  cos^/  sin  (sin  /); 
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OU  encore  : 

dhi  .       .  .  ,     . 

-— ■  =  —  cos  tcosx  -+-  siii  ^sin  »/  —  sin-^sin  j  —  ces*  (ces  »/, 


-  ,  =  sin  <  cos  X  -+-  cos  fsin  y  —  5  cos  t  sin  t  siii  x 


■+-  5  sin  t  cos  f  cos  »/  -+-  sin^  t  cos  x  -+-  cos^  t  sin  >/; 
comme  ci-dessus. 

Dérivées  suceessiveN  des   fonclionoi  implicites. 

.»«.  Soit  d'abord 

F{x,y)  =  0,  (1) 

a;  étant  la  variable  indépendante.  On  tire  de  là 

dF       (IF 

(Ix       (hj-^  ^  ' 

Appliquant  à  cette  équation  (2)  la  règle  des  fonctions 
composées  (Alg.,  153),  on  a 

(VF  (l'F  <I'F  (/-F    ,,      (IF 

dx'  (Ixdu^  dxdij-^  d>f--^         ihj-^ 
ou 

f/-F  d'F           d-F  dF 

dx  dxdij           (h/-  di/ 

A  son  tour,  cette  équation  (3)  donnerait 


F      ,         r  (FF      ,        f/'T      ^       f/-F       n 
dij-^  Idx'-dij-^       dxdif'        dxdtj'  ]j 

PF         d'F     \  dH-  f 


(PF         d'F  r  f/'F  f/'T  f/-F 

dx^       dx'^f 

(PF         (PF     \      .         (PF 


l!J     .'J'-^-T-J/!/  fW 


dxdij-       di/''     I  '  dif- 

I  iPF         d'F     \  dF 

[d^j^^^^n''-^di,^"'=''' 
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et  ainsi  de  siiilc.  Il  est  clair  que  les  équations  (2),  (3),  (4), ... 
déterminent,  successivement,  y',  y",  y'",  ... 

53.  Considérons  le  cas  où  l'on  aurait  deux  équations 
entre  //,  la  variable  indépendante  x  et  une  variable  u; 
savoir  : 

f{x,y,  u)  =  (},     -.{x,  y,ii)^0.  (5) 

Ces  relations,  traitées  comme  l'équation  (1),  doimenl 

df      df         df  d.       d-j  d-^ 

dx       dy  du  dx       dy  du 


pui 


r/y         d-^f     ,        (/V      ,       /  iPf        dj    ,        di 


dx'-       dxdy  dxdu  \dxdy        dif  '         dydii      ' 

df  „    /  dr       dy   ,    dy   \  ,    df  „ 

dy  \dxdn       dydu  du      J  du 

d-f         d\      ,        rf'^y      ,       /  rf--.         d'f  d-j       \ 

——  -+- •  y'  -\ u'  ■+-    - — - — 1 y'  -\ ^—  u'     II' 

dx-       dxdy  dxdu  \<(xdy       dy-'         dydu     I  ' 

d:  I  d'-^  d-f  d-j     \  d-j 

dy  \dxdu       dydu  du      J  du 

etc. 

Ces  équations  dérivées,  du  premier  degré  par  rapport 
à  y',u',  y",u",  .-•  feront  connaître  y'  =  ^,  y^^,  abso- 
lument comme  si  les  équations  (3)  avaient  été  résolues. 


Dérivées  partielles  successives. 

54.  Si  z  =  f(x,y)  est  l'équation  d'une  surface,  rap- 
portée à  des  axes  rectangulaires,  on  représente  ordinaire- 
ment, par/),  q,  r,  s,  t,  les  dérivées  partielles 

dz      dz      d-z        d'z       d-z 
dx      dy      dx-      dxdy      dy^ 
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Vu  moyeu  de  cette  notalion  ,  les  formules  (1  )  et  (2),  du 
n"  4'J,  sont  remplacées  par 

flz  =  pdx  -+-  (jdjj.;     d^z  =  7dx-  -v-  ''Isdxdy  h-  tdi)'. 

55.  Lorsque  z  esi  une  fonction  implicite  de  x,  y,  donnée 
par  une  équation  telle  que 

F  (x,.v, --)  =  (),  (fi) 

on  peut,  de  la  manière  s:ui\ante,  trouver  les  valeurs  de 
ces  dérivées  partielles. 

En  premier  lieu,  si  Ton  suppose  y  constant,  on  a 

dV      dV 
dx       dz 

et,  par  conséquent, 

dV 


dz 
puis,  par  un  cliangement  de  lettres 


dl- 

f/F 

dl 


(9) 


Prenons  maintenant  la  dérivée  de  l'équation  (7),  en  y 
regardant  p  et  z  comme  fonctions  de  la  seule  variable 
inilépendante  x,  et  j^»  ^,  comme  fonctions  de  i  et  de  z. 

Nous  aurons  (5«) 

(^-F  (/-F  d'V  dV 

—:-^^2 /) -+-    ,  , /r -+-  --r-=0.  (10) 

dx-  dxdz  dz-  dz 
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De  mcmc,  si  Ton  suppose  x  constant,  on  conclut,  de 
réquation  (7), 

d'F         rf-F  dH'  (/-F  r/l- 

— — -H  — —  p -+- — —  7  H--— F/ ^--r  .s  =  0.     (Il) 
axât/       dijdz  dxdz  dz-  dz 

Enfin,  une  simple  perniutalion  donne,  an  lien  de  i'équa- 
lion  (10)  : 

ffF  d-V  d'V  dV 

rfj/'  d/y^/c  ^        dz-  '         dz  ^     ' 

Si  l'on  remplace  /)  el  q  par  leurs  valeiirs  (8;,  (D),  il  ne 
restera  plus  qu'à  tirer,  des  é(|ualions  (10),  (H),  (12),  les 
valeurs  de  r,  s,  t. 

56.  Application. 

F  {X,  ?y,  c)  =  o/yr  -+-  hzx  -+-  ex//  —  »«"'  =  0. 

Il  résulte,  de  celte  é(nialion  : 

dF        ,  dF  dF 

—  =  bz  -\-  cy,     ——  =  ex  -+-  az,     —  =  au  -+-  hx, 

dx  dij  dz 

<fF  d^F  rf-F 

S?="'  ,77="'  ^="' 

<i^F  r/'-F   _  r/^F 

(/</(/z  ^/x(/x  dxdy 

puis  : 

bz  -\-  c>)  ex  -\~  az 

«?/  H-  ox  ay  -t-  Ox 

26/)  -4-  {ay  -+-  fcx)  r  =  0,     2(/r/  -+-  {uy  -+-  6x)  ?  =  0, 
c  -i-  ap  -^  hq  -+■  [ay  ■+-  hx)  s  =  0  ; 

et  enfin  : 

bz  H-  eu                          uhz                            uz  -¥■  ex 
,.  ^  2(, j^    ,      ,s  =  2 '      f  =  2a • 

{ay  -\-  bxf  [ay  -\-  bx)-  [ay  -t-  Dx)" 
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S'y.  Autre  méthode.  —  Si  l'on  prend  les  différentielles 
successives,  complètes,  de  Téqualion  (G),  on  a,  comme  au 
n"  49  : 

(IF    ,  (IF  (IF 

— -  (Ix  H-  — -  (ly  -\-  -—  (Iz  ^=  0 , 

ux  (ly    '  (Iz 

d^F      ^       </T      ,      d^F      .,       dF 
— -  dx^  H-  -1—  ^/'/   H-  — —  dz-  -+-  ~-    rrz 
dx  dij-    '  dz-  dz 

d^F     .    .  d'F     .    .  (/-F 

.   9- 


r/iyrf; 


r/^r/z  -+-  '■2  -— —  (/zf/x  -1-  2 r/xrfy  ^  0  ; 

r/xax  ax^/y 


ou 


dij  dz 


dF  (IF   .  dF 

—-  dx   -^ 

dx 

d'F   ,  ^      */^F  ,  .,      (PF  ^    , 
^^dx-.-(Uj--.-^^[pdx-..idyY 

(t'F    .  r/-F    .  1       .  (/-F 

r/F 


rdx"^  -4-  ''Isdxdy  -+-  tdif]  =  0. 


Mais,  X,  y,  étant  des  variables  indépendantes,  les  accrois- 
sements, dx,  dy  sont  arbitraires;  donc  les  dernières  équa- 
tions se  pailngent  en 

dF       dF  dF       dF 

dx       dz  '  '      d,/       dz  ' 

d'F       d'F  d'F  dF 

d^-^dz^^'-^'d^^'-^dz'^^'' 

</-F  dH'  (/-'F  d-F        (IF 

TT  P(l  -+-  7-7-  P  -^-  -7-7-  7  -^  -,  -7-  -+-  —  s  =  0, 
az  (/^f/r  </c(/a-  (/xat/       dz 

d'F       f/-F    ^  r/-F  (IF 

<V*       </;:^  ^  dijdz  '       dz 
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et  ccIlcs-ci  ne  (liiïèicnl  |)iis  des  relations  obtenues  par  le 
premier  procédé  (*). 

5».   Supposons  que  Ton  donne  les  équations 

z  =  f{x,y,v),     '.{x,y,n)=^0,  (13) 

et  i)roposons-no(is  d'en  déduire  les  dérivées  partielles 

ilz      dz      <l-z        (Pz       d'z 
dx      dfi      dx'      dxdy      d^f 

sans  éliminer  la  variable  auxiliaire  u. 

Si  Ton  différeneie  complètement  ces  équations,  on  a 
d'abord,  pour  le  premier  ordre  : 

(//■  (//•  df 

dz  =  — -  (/x  -I-  — -  du  H du ,  (1 4) 

dx  dij    '        du 

df  df  d-j 

0  =  -    ax  -4-  -y-  dit  -f-  ~  du.  (1  h) 

dx  dy  du 

Avant  d'aller  plus  loin,  il  est  bon  d'observer  que  ^  et 
^  =  p  représentent  des  quantités  différentes  :  c'est  pour 
éviter  toute  confusion  que  nous  écrivons^  et  non  ^• 

Eliminant  du,  on  lrou\e 

'IL 

dz  =  —-  dx  -\ du \—dx-\ -dx]  \. 

dx  dy    '         «ça  \_dx  dy    '  J 

Ju 

Celte  valeur  de  dz  doit  être  identique  a\vc  pdx-hqdy; 
donc,  dx  et  dy  étant  indépendants  l'un  de  l'autre  : 

^  d£ 

df       dj  du  df       dj  du 

dx       dx  d'j  dy        dy  dtp 

du  du 

(*)  Il  est  visible  que  les  deux  niélbodes  s'éleudent  à  des  dérivées  d'ordre 
quelconque. 
(")  La  valeur  trouvée  pour  p  justifie  la  remarque  ci-dessus. 
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5».  Si  l'on  différencie  les  équations  (14),  (io),  on  a  : 


\dxdij  (hjdu  dudx  J        du 

(P^    ,           d'.  d--.    ,  , 

0  =  -^  dx^  H '-  du^  +  — ^  (/m^ 

H-  2    —dxdij  -+-  ■ ^  «(/«M  H «u^/x     H du. 

\dxdij  ilijdii  dudx  I       du 

Éliminant  du  et  d-u ,  on  mettra  la  valeur  de  d-z  sous  la 

l'orme 

kdx^  -\-  ^Bdxdij  -t-  Cdij-  ; 

de  sorte  que  (54) 

r=A,     .s=B,     /  =  C. 

«O.   Application. 

z  =  X'  -h  If  -+■  u',     u  =  J  -V-  y. 

On  lire,  de  ces  équations  : 

dz  =  'ù.xdx  -4-  "ijjdij  -+-  '■2i(di(, 
d'z  =  2f/a""  -H  "2(1  ij'  -+-  :2f/n*  -+-  iliid-u . 
du  =  dx  -!-  r/y,     d'u  =  0  ; 
|»uis 

p  =  'ix  ■+-  "lu  .     fl  =  -ij  -4-  2?/ ,     /•  =  4 ,     .s  =  2  ,     /  =  V. 
I.  Trouver  les  tlill'ci'cnlicllcs  successives  de 

Xtf 

z  =  nrc  ig  —  (*). 

'  l    I  -+-  X*  -+-  ly" 

(*)  La  valoiir  de  la  ilifTéroiiIicIIe  prciniorc  a  été  iiuliquir  ci-ilessus, 
p.  364. 
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II.  Calculer  directement  les  dérivées  partielles,  j),  (/,  r, 
s,  t  (le  la  fonction  précédente. 

III.  Etani  doniK'C  la  fonction 


M  =  x\/(a*  — i/*)(a-  — z*) 


y\'{a^ 


—  xyz, 
vérifier  que 

du     . du  .  , du  .  ,-- 

dx  dfj  dz 

.\/[a^  _  x")  {a^  —  if)  («"  —  z% 


dxdydz 

IV.  Des  équations 

cos  X  -+-  f'os  ij  -+-  cos  r  =  0,     siii  x  -f-  ^iii  y  +  sin  r  =  0, 
déduire  les  valeurs  de 

dij         ,       r/z  '/"/y         ,,       d"z        ^^ 

dx  '      ^/x  (Ix-      '    '      f/x^ 

Résultat  : 

,y'=|,     ^'  =  0.     z'=I,     z"  =  0. 

V.  De  l'équation 

A^'  -H  iBxî/  -+-  Cx^  -1-  2[)(/  -4-  :2Ex  H-  F  =  0, 

tirer  .(/"=  9  (x),  et  prouver  que  ç.  (aj  -f  cp  (6)  =  0  ;  a,  h 
étant  les  racines  de 

Cx^  -H  2Ex  -4-  F  =  0. 
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VI.  Quelles  sont,  pour  x  =  0,  ?/  =  0,  les  valeurs  des 
dérivées  partielles  j),  q,  r,  s,  t,  déduites  de  l'équation 

x^  -f-  if  -+-  c"'  —  ôxyz  =  a^  ? 

Réponse  : 

1 
a 

VII.  Au  nio\en  de  la  formule  de  Leibniz  (*),  prouver 
que 

— ! î^ ^  =  1 .  2 .  5 ...  n  X 

dx" 


VIII.  Former 


(Pu  (Ihi  ,  d^u 


en  supposant  u=^vx^  -+-  //^. 
IX.  Déduire,  des  équations 


les  \aleurs  des  dérivées/),  r/,  r,  s,  /;  cl  prouver  que  ;)r/=  -. 

X.  TllKOHÈME.  —  5/ 

r  =  ax  -+-  î/^  (a)  -+-  'i  (a),      0  =  X  -f-  y='  (a)  -+-  <p'  (a), 

XI.  Imi  partant  de  iéiiualion  r  =  l  .  eos  jr — 1  .  eos //, 
former  la  quantité  (1  -h  p-)  l  —  2y)r/5  -i-  (1  -h  r/-)  r. 

(*)  Page  140. 
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CHAPITRE   V. 

CHANGEMEMS  DE  VARIABLES  INDÉPENDANTES. 
Pr^-ISmlnniroM. 

«1.  La  forniiilc  roiitlaiiuMilnlo,  dtj  =y'dx,  trouvée  en 
supposant  x  variable  indépendante,  subsiste  si  Ton  prend 
pour  variable  indépendante  une  quantité  quelconque  u, 
dont  X  est  fonction  («4).  Si,  par  exemple,  y  =  x^  et 
x  =  vu,  d'où  y^u^,  les  deux  valeurs  de  cly  :  ix^dx  et 
%idu,  sont  égales  entre  elles;  et  la  dérivée  ?/'  =  4x3,  est 
égale  aussi  à  =^=  4'it  Vu. 

Celte  concordance  ne  std)siste  plus  quand  il  s'agit  des 
difTérenticlIes  d'ordre  supérieur. 

Par  exemple,  d'^y  =  i'^x'^dx-  diffère  complètement  de 
dhj='2dii'^.  En  effet,  la  seconde  valeur  est  '2('2xdxf=Sx'^dx\ 

68.  Il  est  aisé  de  se  rendre  compte  de  cette  diversité  de 
résultats.  Lorsque  x  est  variable  indépendante,  dx  =  const; 
donc  d%=0.  Au  contraire,  n  étant  variable  indépendante, 
dhi=^0.  Si  donc,  en  partant  de  la  formule  dy  =  ^x'^dx,  on 
veut  parvenir  à  la  seconde  valeur  de  d-y,  on  doit  diiîéren- 
cicr  dy  en  supposant  dx  variable  et  d-if  =  0.  On  tiouvc 
ainsi 

d-y  =  1 2a;-(/x--t- 4a.  (rx  =^  l'iu . in  \  '  n  . ^= 2fnr; 

résultat  exact. 

«3.  On  voit,  par  cette  simple  application,  qu'il  est  essen- 
tiel de  savoir  trmisforiner  une  formule,  trouvée  en  suppo- 
sant X  variable  indépendante,  de  manière  à  la  rendre  appli- 
cable au  cas  cVune  variable  indépendante  quelconciuc,  u  : 

25 
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c'csl  l;i  et'  (|iron  ;i|i|t(llc  cflcclncr  ini  c/Kiiif/einoil  do  variable 
in(l<'j)('mla}ifc. 

l'a>i  d'une   noiiIc   \ariable. 

«4.   l'of mules  (joiéralt's.  -  -  S(ticiit  // ,   y",  y"  ,   ...  les 

(léiivécs  successives  de  y,  j  élaiil  \îiiiîiblc  indépendante. 

On  a  tonjoiiis 

dy 

Si  l'on  diUeiencio  les  deux  membres,  ci  (juc  l'un  di\is«' 
ensnite  par  dx,  on  trouve 

dxd'^u  —  di/d-x 

•''=-^--  <*' 

A  son  lonr,  cette  i-elalion  (2)  donne 

dx'd^y        dxdtjd'x        T^dxil-ijil'x  -^  ôdy^rl-x)' 

v"'  =  - --—,/,.     •  --  ;    (5) 

cic. 

«.».    Apijliralion.  --  Soit 

P=  .. :  (*) 

!J 

celle  luiinidc,  coiiiine  on  le  \ena  plus  loin,  représenic  le 
rai/oii  de  voiii'binc  dniie  liiioc  |)laiic.  lapporlée  à  des  coor- 
donni'o  rec!ani.Milaii'cs.  Uenipl,  çaiil  //'  cl  //"  |iai'  leurs  \a- 
Icurs,  on  trouve 

[dx'  -f-  dy')- 
dxd-y  —  dyd-x  ' 

et  celte  iiouncIIc  lorinule  snl)«i>i(  .  (pielle  ipie  soil  la  variable 
ind(''|)cn(lai)le.  Si,  par  cveinpie.  on  veut  |>asscr  aux  ei)oi- 
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données  polaires  u,  co,  el   jiicntlrc  w  pour  variable  indé- 
pendnnlc,  on  fern 

.T  =  t<  cos  03,     y  -—--  il  sin  u  : 

et,  pnr  conséquenl  : 

(Ix  =  cos  udu  -  -  u  sin  udu, 

dij  =  sin  udii  •+-  u  cos  udr.j, 

d^x  =  cos  ud'it  —  ;2  sin  udiiilcc        n  cos  oir/o,-, 

fPjy  ■-=  sin  ccf/'"M  -+-  2  cos  mludcc  -     ji  sin  tt/w*; 


puis 


Donc 


dxd'y  —  dijd'^x  =  'iduhh  —  udHido  -+-  irdii^. 


(diâ  -+-  irdcJ^)' 

p  == 1 ^ ^ _ .  (6) 

'ù.du^dic  —  ud'udu  -f-  î/Vw-* 

Telle  est  la  valeur  du  rayon  de  courbure  d'une  ligne  rap- 
portée à  des  coordonnées  polaires. 

66.  Remarque.  —  On  aurait  pu  conclure,  de  la  rela- 
tion (4),  la  formule  particulière  (0),  sans  passer  par  la  f'oi"- 
niule  fjonérale  (o).  En  efl'et,  de 

dy       sin  adu  -4-  u  cos  ccdoi 

dx       cos  oidu  —  u  sin  adu 
on  (ire 

(cos  udu  —  H  sin  udx)"'  y"d.t 
=  (cos  (^du  —  u  sin  ccdu)d  (sin  oidu  -^  u  cos  'xihc) 
—  (sin  icdii  -+-  u  cos  av/cc)f/(cos  ccy/(^  —  î/  sin  wf/</)  ; 
etc. 

67.  Autre  application.  —  Transformons  la  formule  (o), 
de  manière  à  prendre,  pour  variable  indépendanie,  la 
quantité  s  définie  par  Téquation 

ds^  =  dy-  -h  dy'\ 
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Lîi  différenciation  donne 

0  =  dxd^x  -+-  dijtPij. 

Par  conséqueni,  on   peut  éliminer  nne  quelconque  des 

différentielles  dx,  d^x,  d;/,  d^ij;  et  écrire,  sous  plusieurs 

lormcs,  la  valeui"  de  p.  On  trouve  un  résultat  plus  élégant 

on  prenant 

ds' 


{dxdhj  —  difPxf 
01  en  ajoniant  an  dénominateur  la  quantité  nulle 
[dxiV'x  -+-  dyd'-ij)-. 
Il  résulte,  en  effet,  de  cette  combinaison. 


ou 


{dx^-^dy^){d^x^-i-dy-} 
i       (dW      fdh/\- 

©8.  Revenons  aux  formules  générales  (1),  (2),  (3),  ... 
et  supposons  que  //  soit  variaMe  indépendante.  Alors 
r/^//  =  0,  d^y^^O,  ..  :  donc 

dij  ^  ^  dy  d'j  ■  , ,  ^      ^/.'/  [  -^  l  <^' J"  )*  —  ^'-i'  '  '  J^J 

etc.;  on  bien,  en  appelant  j',  a:",  x",  ...  les  déii\éos  suc- 
cessives de  X,  par  rajipDi  t  à  //  : 

\  ,,  x"  ,^,       Trx"-  —  x'x'" 

x  x'-"  x"^ 

6».  Reniarqid'.  —  Snppustins  que  x,  y  représcnlonl  des 
liiinos.  Alors  ?/^=lim  37  et  x'=lim  7^  sont  îles  rapports, 
c'est-à-dire  des  grandeurs  de  l'ordre  (•.  Par  suite,  y"  et  x" 
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sont  (le  l'ordre  —  1;  //'"  et  x'"  de  Tordre  — 2,  etc.  11  en 
résidte  que  les  dernières  équ;ilions  sont  ho tnof/ eues  ;  ce  (|ui 
doit  être. 

70.  Si,  dans  la  formule 

y" 

on  remplaee  y'  par  p,  y"  par  — ^t-,  on  trouve 

P= -TT-; 

—  X 

résultai  de  même  forme  que  le  précédent  (*).  En  effet,  dans 
le  cas  des  coordonnées  rectilignes,  il  est  indifférent  de 
prendre  x  ou  //  pour  variable  indépendante. 

Changements  de  vuriableM  dantt  Icm  dérivées  partielles*. 

71.  Su|)posons  (ju'élanl  donnée  une  équation 

F(x,y/,z,/<,7,  r,  s,t)=0, 

on  veuille  la  transformer,  en  prenant,  comme  variables 
indépendantes,  les  quantités  u,  v  définies  par 

x  =  f{u,v),     y  =  ^\{ii,v). 

On  peut  employer  deux  mélhoiles  pour  déterminer  les  va- 
leurs de  p,  q,  r,  s,  t,  en  fonction  de  u  et  de  v  (**). 

9».  Première  méthode.  —  La  dérivée  partielle  p  est 

(*)  A  cause  de  la  puissance  f .  on  peut  convenir  de  prendre  p  positi- 
vement. 

(**)  Les  calculs  suivants  ont  une  complète  analogie  avec  ceux  que  nous 
avons  développés  ci-dessus  (55,  53). 
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égiilo  à  (Iz  :  dx,  y  étant  supposée  constanh'.  On  a  donc, 
simiillaiiéincnt, 

-—du-\--—dv 

du  dv  dij  dij 

p  =  - -.      0  =  -Ldu  +  y-  dv. 

dx  ,         rfx  du  dv 

—  du  -^ dv 

du  dv 

Eliminant  le  rapport^,  on  trouve 

dz  (hj       dz  (lij 
du  dv        dv  du 

V  =  -n~r T-r-  (7) 


De  niènie 


dxdif 

dx  d,j 

du  dv 

dv  du 

dz  dx 

dz  dx 

dv  du 

du  dv 

dx  d;i 
du  dv 

d.r  di/ 
dv  du 

(8) 


En  second  lieu,  r  =  dp  :  dx,  ij  étant  constante.  Il  fau- 
drait donc  différenciei-  complètement  la  formule  (7),  diviser 
le  résultat  par  -T-du-\--^  dv,  et  éliminer  encore  j^.  On  cal- 

'         au  dv        '  au 

(ulerait,  d'une  manière  analogue,  x  et  t. 
73.  Seconde  méthode.  —  On  a 

dz  dz   , 

dz  =  u:lx  -\-  fidij  =  —  du  -+-  --  dv , 
du  dv 


dx  dx  d;/  d,j 

—  du  -i-  -—  (Iv  ,      inj  =  —  (lu  -+-  — 
du  dv  du  dv 


doni 


(dx  dx      \  Id,,  d,i      \        dz  dz 

V    —  du    « dv     ^  q  \  —  du  -+-    -  dv    -=  — -  du  -+-  -—  dv 

'  \dv  dv      I        '  \du  dv      I        du  dv 
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Cette  équation,  dans  iacuiclle  du  e!  de  sont  arhili aires, 
se  (léconiposc  en 

dx  du        dz  dx  th/        dz 

du  du       du  dv  dv       dv 

équations  doù  l'on  lire  les  valeurs  (7),  (8). 

Scmblablemeiit,  X  et // étant  considérées  eoninie  fonc- 
tions de  î/,  r  : 

tPz  =  dpdx  -+-  dqdf/  -t-  pd'x  -h  (jd'ij 

=  rdx'^  -+-  "Isdxdij  -f-  tdij^  -t-  pd'x  -+-  yr/-// 

d'z   ,  ,  r/-c     ,    ,         d'z  ,   , 

= -dir    »-  t? (hidv  -t 7''i'"; 

(/m."-  duilc  di'- 

„         rf*x   ,    ,  d-x  d-x       , 

a*x  =— -  dir  -f-  î2  - — —  dudv  -+-  -—  dv, 
du-  dudv  dv 

d'il  d^u     .    .  d'u  ,  ^ 

dhj  =  —,  du-  -4-  !2  -^  dudv  -+-  -    ,  r/i". 
du-  dudv  dv 

Substituant,  puis  égalant  les  eoelficients  de  du-,  de  dudr 
et  de  rff-,  on  aura  trois  équations  du  premier  dci-ré,  entre 
les  inconnues  r,  s,  L 

94.  Application.  —  Soil  donnée  l'équation 

d-z       d'z 

dx'-       dif- 
ou 

r-H  /  =  0; 

les  nouvelles  variables  indépendantes  étant  les  coordon- 
nées polaires  ii ,  '.). 
A  cause  de 

.r  ^^^  //  f'os  V,     y  =  M  sin  tf . 

on  a  d'abord,  d'après  les  formules  ci-dessus  : 

dz  dz 

p  cos  »  -+-  o  sin  X  =  — ;      —  pu  sin  a-  -+-  nu  cos  i.-  =  --  ; 
^  '  du  dx 
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d'où 

dz  l  dz    .  dz    .  \  dz 

p  =— —  cos  w —  sin  w,      7  =  —  ï^in  w  h r-  cos  &>. 

du  u  du  du  II  tta 

Diflereneianl,  ou  Uouno 

/•«x  -j-  sa»  =  I  — —  du  -+-  - — r-  du -—  rfi)    cos  a 

\du  dudui  u  di}      I 

(dz  ,         I  dz  ,         I  d'z  ,        1    r/-r    ,  \   . 
—  I --«i; du  -+- «:jh du   sin  i), 

,         /r/'z    ,  d'z    ,  I  '/-   ,  \    . 

^s7ix  H-  tdii ^^\  j  ^  du  -f-  - — —  du (/&:    sin  « 

\du'  dudcc  H  du3      I 

(dz   ,         I  r/z  ,         1  d.-z  ,         1    d'-z    ,  \ 

-t-    —  a^; ;  — -  du  -\ —  d'M  H — —  du  I  cos  u. 

vlii  ir  dj  u  d.o'  u  dudu      I 

Reniplaçan!  dx,  di/  par  leurs  valeurs,   cl  égalant  les 
cocfïicients  de  du  el  de  d^,  ou  tiic,  de  ecs  é(|uations  : 

d'z  1  dz   .  1    (/-r 

rcosu-f-  .ssinw=  -—  coskh — ;    -siiicc  — sin  x, 

dw  U'  du  u  dudu 

d'z  dz    .  I  d'z   .  1  dz 

ur  sin  u-\-u>i  cos  w=  - — —  cos« sin  ce —  sin«  —  — -—  cos  o, 

dudu  du  u  du^  u  du 

d'z     .  \  dz  1    d'z 

iSCOSw-H    /sinw=  ----  sin  u     —^  —  cosw  -t — tosw, 

du  U'  du  u  (Indu 

d'z  dz  \d'z  \dz   , 

us  S\lï  u-{-ul  C0S«=      sin  u  -\ cos  u  -\ ;;COSk  —  -—-sin  ». 

dudu  du  u  du'  u  du 

Muiliplianl  la   première  relation  par/MOS'o,  la  deuxièiiie 
par  siiico,  el  retraïuhanl ,  on  a 

d'z       ,  ir-z 

ur  ==  u -— ;  cos"w  —  "2  ,  -r- sin  -.  cos  u 
du'  dudu 

\  d'z   .  ^  il  dz   .  >lz    .  . 

H sin   u  -\ —  sin  u  cos  -.  -+-  -—  sin"  «. 

u  du'  u  du  dti 
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De  même, 

dh   .  ,  (Pz  1  d'z 

ut  =  n  — —  suv  u  H-  :2  — — -  siii  cj  cos  «  h cos'  t. 

(lu  (litdf^  u  doj^ 

-Idz    .  dz 

—  sin  a  co-^  «  H cos^  &j. 

u  du  du 

La  transformée  de 

r  -+-  (  =  0 

es»  donc 

rf^z        1  d'z       dz 

u  -—  H —  ^ =0. 

dir       u  acj-       f/« 

ÎS.  Remarques.  —  I.  Les  quatre  cqiialions,  entre  r,  s,  (, 
n'cquivalenl  qu'à  trois  équations  dislinetcs. 

II.  On  simplifie  le  calcul  précédent  si  Ton  part  des  rehi- 
tions 

I  ^~ ;  U        .        ^^^1         ^^^ 

u  =  V  X'  -^  If,      u  =  arc  tg     î      dz  =  —  du  h du, 

X  du  doj 

d'z  d^z  d'z 

a  z  =  — —  rt/r  ■+-  2  — dud'Ji  -\ d<^-. 

du  du  du  f/co^ 


MiJCfi'viCfg. 

Etant  données  les  équations 

O  (  I  —  e*)  d:o         c 


-—  =  —5      x  =  rcosw,      7/  =  rsniw, 


■1  -+-  e  cos  :o       (i<        ; 

dans  lesquelles  a,  e,  c  sont  des  constantes,  el  r,  m,  x,  // 
des  fonctions  de  la  variable  indépendante  /;  exprimer,  en 
fonction  de  r  et  des  constantes,  les  quantités 

dx     dij     d'x      d^i/      Idxy      /^f'/V"     (d'x\-      Id'ij 
Tt'   ~dt'    ~dê'   ~dë'    \Ttl  '^  [lîl  '    \^/  "^  \^ 
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Résultats  : 

<lx  cV^a^e'  —  (a  —  r)-       df/       c  {a  —  r) 

d-y  c*   \/^a'''e-  —  (a  —  r)- 

tlf^  ur'e         \/~\~~~^ 

\dll    '^  [diJ  ~~  a(\  --r)\7~«/' 


d'xV       fd^xV 


dt-J         \dl'j        ,rV*(l— c'-)- 

II.  'Pi'jtiisrormcr  l'rrj  util  ion 

d'i/  X      dij  y 

dx^        I  —  X-  dx       I  -  -  X' 


=  0. 


l'ii  prcnaiil,  comme  varinhlc  iii(lé|)(Mi(i;m((\  /  =  arc  cos  x. 

Résulliit  : 

,1-1/ 

m.  Même  question  pour 

/  ^-  '^''/  *  ^^''1  dii 

[a  -+-  x)-  -~.  -t-  ô  [</  -I-  .rj-  -— ;   I-  {u  -t-  X) H  67  =  0 , 

dx-  (l.r-  d  r 

saclianl  que  /  =  I  (a  -f-  .r). 
Résiilfdt  : 


dr  ^''■'^"-'- 


\\  .   On  donne  k's  éqnalit)iis 

d'il       ir'ii       d"'!! 

-,  -.  -^    ,-r,  -+-  -r-  -=  0,     .r-  -i   7-  -t-  r"  =  /•-,     u  =  -,  (r); 
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et  l'on  propose  do  iraiisfonner  la  première,  en  prenant  r 

pour  variable  indépendaiHe. 

Résultat  : 

d'u       "1  du 

dr'-        r  dr 

V.  Transformer 

d^u       d'il       (Pu 
dx-       dy'       dz' 

en  prenant,  pour  variables  indépendantes,  les  quantités  r, 
G,  (p,  déterminées  par  les  relations 

X  =  r  ces  6 ,     y  =  r  sin  9  sin  .-,     z  =  r  sin  9  cos  v. 

Résultat  : 

^  I  ■       '^''\ 

dUrii)  I     d'u  {        \         de! 

r — !^ — --^ H =0. 

dr'  s'iii^o  dy-       sin  9  do 

VI.  Transformer  leq nation 


0, 


dhi 

'  dz' 

d'U 

yz 1- 

•^   dydz 

d'u 

■  -4—    Ttl 

d'-u 

H" 

dzdx 

-t-    XiJ 

dxdy 

en  prenant  : 

X  =  Sr, 

y  =  r 

a,      Z 

=  a6. 

Résultat  : 

d'U         „  d'il  ^  d'U 

(/a-  dp-  dct- 
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III. 

APPLICATlOiNS  ANALYTIQUES. 

CHAPITRE  VI. 

SÉRIES  DE  TAYLOR  ET  DE  MAC-LAURIN  (*). 
Théorème   de  Taylor. 

îtt.  Première  démonstration.  —  Supposons,  pour  fixer 
les  idées,  (juc  f(z),  f  (z),  f  {^)  et  f"  (z)  restent  finies  et 
continues  lorsque  la  vaiiahle  z  est  comprise  entre  x  et  x-\-li. 

Supposons,  en  cuire,  que  A  et  B  soient  la  plus  petite  et 
la  plus  grande  des  valeurs  que  prenne  alors  f"  {z).  On 
aiua,  en  général, 

/•■"(:)-- A  >0.  (1) 

Le  premier  nu-mbre  est  la  dérivée,  relative  à  r,  de  la 

l'onction 

/•"(r)-/'"(x)-A{c-x), 

qui  s'annule  pour  z  =  x.  D'ailleurs  cette  fonction  est  crois- 
sante, puisque  sa  dérivée  est  positive;  donc,  pour  r>  x, 

r  (-)-/■"  U)- A  (r-.r)>0.  (2) 

De  l'inégalité  (2)  on  lire,  par  le  même  raisonnement, 

/■'  (^)  -  r  (x)  -  /•"  (.r)  [z  -  X)  -  A  ^-^^'  >  0  ; 

{*)  T.iyl()r  (Riook),  lU'  à  Eilnionton,  on  16S.-i:  mort  en  1751.  —  Mac- 
Laurin  (Colin) ,  né  à  Kilmocldan,  en  IG08;  mort  on  17k>. 
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puis,  de  celle-ci  : 

(z  —  X)*  (z  —  xf 

Donc,  pour  z  =  x-+-  h  : 

/•(x -^ /O  > /(x)  +  ^/ '  (a) -^ -!^ /■"  (X) -+- A -^ . 

1  \.2  1.2..) 

La  même  mélhodc,  appliquée  à  la  limile  B,  donne 

/■(x  H- 1,)  <  /-(x)  -^  ^  r  {^)  -+-  ^  /"  (^■)  ^^iv^- 

Remarquons  maintenant  que  A  et  B,  étant  le  minimum 
et  le  maximum  de  f"  (z)  (dans  Tintervalle  considéré), 
toute  quantité  C,  intermédiaire  entre  A  et  B,  peut  être 
représentée  par  f"  (x-h  Oh),  G  étant  un  nombre  inconnu, 
compris  entre  0  et  1  (Alg.,  18«).  Donc 

/•(x  -f-  h)  =  /(x)  -^jf  (•'•)  +  -j^  /■"  (^)  -+-  ~  r  (x  -H  eh); 
et,  en  général, 

/•(x  H-  /»)  =  /(x)  -+-  ^  /■'  (x)  +  ~  f"  (X)  +  - 

>  (A) 
/*"  //."+*  i 

-+- /■"  (x)  -4 ^,  f'+'(x  +  e/t).\ 

1.2...n'    ^  l.:2...(w+l   '  ^ 


'îî'.  Seconde  démonstration.  —  D'après  ce  que  Ion  a  vu 
dans  le  cas  où  f{x)  est  un  polynôme  entier  (Alg.,  159), 
on  est  conduit  à  poser 

R  étant  le  reste. 
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Remplaçant  x  par  a  —  fi,  on  a  d'ahord 

«  =  A")  -  /■(«  -    f')  -  'l I" ^«  - 1>)  -  ~ /■" («  -  /')  -  •••• 
-,  2 ;;,/■'' ^«-M  =  v(/') ;  (3) 

puis,  en  prenant  la  dérivée  relalivenicnt  à  A  : 

R'=-/(/o=:/'(«-/o-+-7/"("-/o+-^-T^r'"'(«-/') 

\  \.'-l...n 

-  fia-- },)--[•' [a -~  h) ,  .^^|'J_,^ /•"(«- /O; 

c'est-à-dire 

1.  2...  « 

D'un  autre  c-ùlr,  légalité  (3)  donne 

:(0)=0.  (5) 

Consé(|uen)nienl,  il  >'aiiii  de  déterminer  la  ibnelion  o(/0« 
s'il  est  possible,  par  la  eonnaissanee  de  sa  dérivée  et  pai- 
la  condition  (5)  (*).  A  cet  cn'ei,  nous  démontrerons  dabord 
la  proposition  sin'vanlc  : 

ÎS.   Lkm.me  (**).  —  ^V  /('.s  fonctions  ©(\),  ©'(x),  'i>  (\), 

■y  (x)  restent  finies  et  eo)itinitcs  depuis  \^=i\  jusqu'à  x  =  l). 

et  que  lu  fonction  ^'(x)  ne  s'annule  jws  dans  finlcrvalle. 

on  a 

■r{b)-^.(a)        -/[«-4-f(6-o)] 


z  étant  un  nombre  inconnu,  compris  oifre  0  et  I 


(«) 


(*)  Celle  nu'thotk',  aii;tIogiu'  ;i  colle  (}ui  nous  a  servi  jioiir  les  liove- 
loppeinents  de  1  (I  d=  j)  el  de  aie  ij:.r.  a  éle  iiidi(|uee  par  M.  Seldiiiiiilcli 
(Journal  de  l.iouvilh-,  t.  XXIII). 

f  *)  Uii  à  M.  Sclilomilch. 
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Soir  l.i  lorKiiori 

'•'  i^)  =  I  r  (f^)  -  r  (")]  P  (^)  -  U  {f^)  -  ^  («)]  V  (•^•)  : 

tr;iprùs  les  liypotlièses  précédentes,  elle  est  conlinuc,  aussi 
bien  (pie  sn  dérivée,  de|)iiis  3c  =  «  jusqu'y  x  =  b.  Or, 

V  {h)  ^  -  .  (a)  ^  [h)  -h  •;  (r,)  f  [h)  =  F  («). 

\y.i  loiMMion  reprenant  la  même  valeur  pour  x=a  et  pour 
x==b,  ¥'  (x)  s'antjule,  ait  )noins  une  fois,  entre  x  =  «  et 
jr  =  h  (*);  ou,  ce  qui  est  é(jniva!enl,  Vérjuation  F'(\)  =  (> 
n  ait  moins  une  racine  comprise  entre  a  et  h.  Et  comme 

K'(a)  =  0  écpiivaul  à 

le  lemme  est  donc  démontré  (**). 
79.  Dans  la  formule  (G),  supposons 

a=^0,     h=^li,     'i  (x)  --^  .r''+',     t  =  1  —  e  : 

il  \ient 

et,  à  cause  des  i dations  (5)  et  (4)  : 

/,,  fi  _  aYi," 

,  (A)  =  R  = : /"+*  \a  —  (1  —  6)  7^; 

'^  '  [p+  l)(l  — o)''l.^i.3...n'       L         V  ;    h 

(*)  Voir,  paro\emple,Ia(lénioiistralioiiduTliéorèmedeRolle(ALG.,  *9S', 
(**)  D'après  requalion  fondamentale 

on  a 

■f  (h)  —  p  (a)  _  ?^'  [a-^-z  (b  — ai] 

à  [h)  —  d  (a)  ~  i'  [a  -+-  £i(6  —  a)]  ' 
mais  rien  ne  prouve,  a  priori,  que  s,  =  î. 
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(Voù,  en  rcmettanl  x  au  lien  de  n  —  h  : 

R= -^ '-— — f'^'ix-^oh).  (7) 

On  a  donc,  finalement  : 

/(x  -+-  h)  =  f{x)  -4-  ^r  (x)  H-  ^  /"[X)  -t-  •••  I 

-+- p  jj  +  — ^ '—  r-+'  (x  -4-  6/.).  \ 

80.  Remarques.  —  I.  (^Iiacune  des  formules  (A),  (B) 
constitue  le  Théorème  de  Taylor.  Elles  supposent  que  la 
valeur  attribuée  à  x  ne  rend  infinie  aucune  de?  quantités 

f{x),f\x),...r{x). 

II.  Si,  n  augmentant  indéfiniment,  le  reste  R  tend  vers 
zéro,  la  Série  de  Taylor  est  convergente,  et  a  pour  limite 
/•(x+A). 

III.  On  peut  donc,  sous  certaines  conditions,  développer 
f(x-hh)  en  série  convergente,  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  h. 

IV.  Dans  les  formules  (A),  (B),  G  est  une  fraction  pio- 
prement  dite,  inconnue  (*).  De  plus,  p  désigne  un  notnfjrc 
entier,  arbitraire,  inais  compris  entre  0  et  n. 

81.  Divei^ses  formes  du  reste.  —  Si,  dans  l'expression 
générale  (7),  on  fait  p  =  n,  p  =  0,  on  trouve  ces  deux 
autres  formes  du  reste,  fréquemment  employées  (**)  : 

R  =  T-r  y'-  ./"^'(•'•-^«/o,  (8) 

l."2...(/<  -+-  I) 

R  = !^ f''+'  (x  -+-  oli).  (9) 

1.2...;*' 

(*)  11  esl  presque  supiMdu  de  faire  observer  que,  daus  ces  deux  for- 
mules, la  fraciion  0  n'a  pas  la  même  valeur. 
(**)  La  première  a  élé  indiquée  ci-dessus  (*•). 


SÉRIES  DE  TAYLOR   ET   DE   MAC-L\UUIIN.  tOi 

S9.  Il  résulte,  de  celte  seconde  valeur  de  R  : 

f{x  -4-  h)  =  f[x)  H-  '^/(.r)  -^-^/"(x)  ^  ...  I 


f"  (.r)  -4-  -—[^ '-  /■••+'  (a:  -»-  ôA). 


\. )>....  il       '  1.2...// 


série  de  Mnc-I.aurln. 


83.  Si,  dans  les  formules  (A),  (B),  (C),  on  suppose 
x=0,  et  que  Ton  remplace  ensuite  la  lettre  h  par  la  lettre  x, 
on  trouve  : 


/■(x)=/-(o)  +  ^/'(o)-4--j^r(o) 


X" 


(A'I 


■/■"(0)-^7^^ 7- rrr^'lex), 


l.i> n'  l.2...n(/i-i-  1) 

(B'] 


/'(x)  =  AO)  +  y/'(0)h-|^/"(0) 


r'.  (0)  -t- ^ '- —  /■'•+'  (ex),  \ 


1.2 n  1.2...  ti(p  -+-  I) 

/■{x)  =  /-(0)  +  î/'(0)-f-£'^/"(U) 


rr»                       x"+'(r— 0"  i^     ^ 

-4-  f"  (0)  H- -^—J-  /  "+'  (ex). 

Chacune  de  ces  nouvelles  formules  donne  le  dévelop- 
pement de  f{x),  ordonné  suivant  les  puissances  croissantes 
de  X.  La  série,  qui  ne  diffère  pas,  au  fond,  de  celle  de 
Taylor,  est  appelée  Série  de  Mac-Laurin. 

84.  Remarques.  —  I.  Si  (|uelqu'nne  des  quantités  f(x), 
f  (x),  f  (x),  ...  devient  infinie  pour  ic  =  0,  f{x)  n'est  pas 
développable  suivant  les  puissances  de  x.  Par  exemple,  on 
ne  saurait  développer,  de  cette  manière,  Ix,  parce  que 

1  (0)  =-  —  00  . 

26 
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Mais  si,  diins  hi  ronmilo  (A'),  on  Inii 
X  =^  Il ,     Il  =  j-  —  a  , 
lii  (|i!;uiiil(''  a  élîMii  clioisic  eoDveiialjlcmenl,  <m  (roiive 
X  —  n  (x  —  a)-  \ 

I  (x; = /  («)  ^  ——  I  '  (a)  -I-  '—--^  ri")  -^  • 

I  1.2 

(x  —  «)" 

(x  --  (/■)"+'  .  ,  ^  \ 

R  =  ' — - /""'   a  M-  0  (x  —  «il  ' 

\.-2...{n-i-  ]}'       L  ^  ' 

Ainsi,  Ton  poiiirn  tléNelopper  /"(x)  siiiv;int  les  piiiss;inces 
(le  X  —  a. 

II.  C;'Ue  roiimilc  (D)  osl  précisément,  stinf  la  nol;ilion, 
la  formule  (A).  Comme  nous  venons  de  le  dire,  les  Théo- 
rèmes (le  Taylor  et  de  Mne-Laurin  n'en  font  donc  vériîa- 
hlemenl  qu'un. 

.tiitct>»i   i-f niarqiit'H  ivur   1»   Ki>ric  de   Ylac-I^aiirln. 

H5.  1.  Tout  dével(>[)peinont  de  /"(x),  suivant  les  puis- 
sances entièies  et  positives  de  x,  est  identiipie  a\ec  celui 
<pii  résulte  du  Théorème  de  Mac-Laurin.  En  elfel,  si  Ton  a 

A  -+-  lîx  -H  Cx^  -+-  I)x"  -+-  •••  =  A'-+-  irx  -+-  C'x-  -\-  Dr'  -+-  ••-. 

on  iioiive  successivement,  en  supposant  x  =  0  : 

A  =  A',     B  =  ir,     C  =  C',  ... 

Ainsi  deux  Lléveloppeuu-nts  d'une  iiième  fonction,  ordon- 
nés suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  la  variable, 
sont  identiques  (*). 

(')  Cetli"  propriété  esi  l'extension  de  celle  qui  est  démoDtrée  d.iiis 
VAIgèbre,  p.  Ô-1-2. 
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II.  Il  ne  siidit  pas,  pour  (pi'iiiic  fonchon  soil  dévelop- 
pablc  par  la  sôiic  do  Mae-Laiirin,  (|no  celle  série  soil  con- 
vergeiile  :  il  faiil  encore  (|ue  le  reste  lende  vers  zéro.  Par 
exemple,  si  Ton  apj)li(jnail  la  rormtiie  (A')  au  développe- 
nienl  de 

on  trouverait 

/•(0)  =  0,     /■'(0)  =  «,     /•"(0):^0,...  : 
dans  ce  cas,  ou  a  toujours 

III.  De  là  résulte  que  si  on  voulait  développer,  par  la 
même  rormule, 

f{x)=,{.r)  +  e-^, 
la  série  aurait  pour  limite,  non  f(oc),  mais  ©  (x). 


CHAPITRE  VII. 

APPLICATIONS  DE  LA  FOI{MULI-:  DE  MAC-LAUniN. 

Dôvclopitemeiits  <3e  sin  r  et  cos  x. 

86.  Soil 

f{x)  =  sin  X. 
Alors 

/"'  (x)  =  cos  X  =  ,sin  I  X  H —  1  ' 

/"(x)  =  cos   ^X  -+-   ^-j  =-  si.)   ^X  -H  ^''j  ' 

/  /(-\  r  {n  -4-  I  )  Tf-] 

/■"(x)  =  sin  \x  -+-    ^    I '      /" ^' (x)  =  sMi    X  H ; 
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/■(0)=:0,      /•'(0)  =  sin-=H-1,      f"{0)  =  0, 


/•"'(0)  =  sin— =  — 1,...,      /"+'(9x)=sin    Ox  -t-  ^  ■ 

On  a  donc 


l.i>.3       1.^2.3.4.5 


...  ± 


x" 


R, 


«  étant  impair;  et,  en  prenant  la  première  forme  du  reste 
(76): 


1.2.5...(«-+-1) 
87.  La  série 


Slll 


ex-f 


(nH-l)7r 


2      J  1.2.3... 


(n+I) 


sin8x. 


1        1.2.3       1.2.3.. 


est  convergente  quel  que  soit  x  (Alg. ,  18).  De  plus,  si 
l'on  écrit  ainsi  le  premier  facteur  de  R  : 


X      X 

T*2 


n    n 


on  voit  que,  à  partir  de  n-i-l>.r,  les  facteurs  du  nou- 
veau produit  sont  tous  inférieurs  à  1  ;  donc  ce  produit 
diininui'  jtlus  inpidrniont  (|uc  les  termes  d'une  progres- 
sion par  quotient,  décroissante;  donc  il  a  pour  limite 
zéro.  Et  comme  sin  Ox  est  compris  entre  -hl  et  —  1,  on  a 
Hm  W  =  0. 
En  résumé  : 


.r  x'  X* 

sin  X  = y-  

1        1.2.3        1.2.5.4.5 


(1) 
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88.  On  trouve,  absoliiiiunt  de  la  même  manière, 

J  X 

(•o.sx=I 1 •••  (:2) 

1.2       1.2.5.4 

Développrtnent  dr  e^. 

89.  Si  Ton  suppose 

/•(x)  =  e', 
il  vient,  à  cause  de 

f{0)  =  \,  /•'(0)=i,  /•"(0)  =  1, /-"(O)-!,  /•«+'(ex)  =  e«'; 

donc 

a;        x-  x'  x"  x"+' 


1        1.2       1.2.5  1.2... «       1.2...(n-4-1) 

Le  reste 

R  = e^^ 

1.2...(/l-4-1) 

Quelle  que  soit  la  valeur  attribuée  à  x,  le  facteur  e^'  est 
fini  et  constant.  Quant  au  facteur 


1.2...(/i-f- 1)       12       « -h  1 

il  tend  vers  zéro  dès  que  n-h  \  surpasse  x  (Sl).  Donc 

limR  =  0. 

Ainsi,  pour  toute  valeur  réelle  de  x, 

X        x^  x^ 

1        1.2       1.2.3  ^ 
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Formule   du   blnomp. 


OO.  Au  lien  do  conclure,  du  théorème  de  Mac-Laurin, 
le  développement  de  (1  -h  x)"',  nous  allons  chercher  la 
limite  de  la  série  du  binôme  (Au;.,  18).  Soit  donc 

m         w.{m  —  \)    ,      m(m  —  \)(m  —  2)    , 

ii  =  ]-{ X  -+ a;*  H — 0.'  H —  :  (  1  ) 

-^  1  l.i>  l.ii.D 

la  variable  étant  comprise  entre  —  1  et  -»-  1,  exclusive- 
ment (*). 

Prenant  les  dérivées  des  deux  membres,  on  a 


y'=  »'  [ 


m  —  I  {m  —  \)  {m  — -2) 

I   -\ X  H X' 

1  I .  '2 


•]n-     (2) 


Si  Ton  observe  que  la  nouvelle  série  se  déduit,  de  In  pre- 
mière, par  le  changement  de  m  en  in  —  I ,  on  est  conduit  à 
multiplier  //'  par  I  -f-x.  On  obtient  ainsi 


y'[\  -+-  x) 


/ 


m 


V 


1 


H-1 


XH 


1.^2 


n>~\ 


(/»-!)(y»— 2)(jn— 5) 
1.2.0 

(m-l)(/H-2) 


l.i> 


ou,  par  des  identités  c>)nnues, 

y'  (  I  -t-  x)  =  ))ii/. 


ou  encore 


,/'  1 

—  =  m 

y  1  -f-  X 


(3) 


(•;  Dans  certains  cas,  la  formule  du  hinômi'  sulisislf  pour  ,r  =  ±  I. 
{Nouvelle  Correspoudancc  mat/iéinalique.  l.  I,  |i.  1:21.) 

(**)  Cette  conclusion  serait  ina(lniisvil)le  si  la  série  (/cr/nr  était  liiver- 
genle;  ce  qui  n'a  pas  lieu  dans  le  cas  actuel. 


APIM.ICATIONS    !)i:    l.\    lOIOH  LK    DI^    M.VOLAL  f.lN.      i()7 


Le  [)i(Miiicr  membre  esl  la  déiivéc  de  l/y;  le  second  est 
la  dérivée  de  m  l(  \-\-x)-{-c.  D'ailleurs  x  =  0  doit  donner 
!/  =  \',  donc  c==0;  el,  (inaiemeiit, 


I 


2/  =  (l  -+-  ^)"'- 

Uovoloitpenvi'iit  do  l(l-f-J7. 
/•(Xj=.|(l   -4-x), 

=  (lH-.r)-  ',     /•"(x)--=--(l  -Hx)-% 


(4) 


9fl.  De 

on  conclnf.  : 

1  -+-  .r 

/■"  (x)  =  (—  I )"   '  i .  :> .  r> ...  (/«  —  1  )  (1  -f-  a)-", 
/■"+' (/U-)  =  {—  \y\.'-2...n[\  -i-  ox) -"-' ; 

puis 

.T  X' 

1(1  -t-.r)  = 

R  représeiilant 


.T       X        X  a; 

dr  — ±H; 

5  n 


,»+' 


(1  —  9)"j;"+' 


(Ai  -4-  l)(l  -V-  ex)"+'  (I  -+-  Oj)"+' 

suivant  que  l'on  ado])te  la  r»rmule  (A')  ou  la  formule  (B') 
(83). 

99.   1"  Si  X  est  compris  entre  0  el  1 ,  lim  R  =  0. 

2°  Quand  x  est  compris  entre  0  et  —  I,  exclus  i  ce  nie  ni, 
la  seconde  valeur  de  R  devient,  en  y  remplaçant  x  par  — z  : 


R=-± 


6z\" 


(I  — (;r)"+*  I— Oc     \l— or 

Donc,  à  cause  de  z  —  Oz  <  I  —  9r, 

lim  R  =-  0. 
Ainsi,  la  variable  satisfaisant  aux  conditions 
-I  <x^l, 
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on  a,  en  série  convergente, 

X        X*        X*  x" 


1(1  -H  X)  =----+---...  ±  -  rp  ...  (•).  (6) 

1        2        o  n 


Earercic*'». 


1.  Vérifier  que  l'on  a,  quel  que  soii  x, 


3'  -H  1    ,        ô*  H-  i      .       3'  -+-  I 

x' 


4.0  4.0.6.7  4. ..9 

II.  Appliquer  la  formule  de  Mac-Laurin  au  développe- 
ment de  la  fonction 


y  =  e"'"'^cos(x  sin  a). 


Résultat  : 


X  X.  x' 

u  =  1  H COS  a  -\ ros  2a  H —  tos  3a  -t-  ••• 

^  1  1.2  1.2.5 

III.  Démontrer  que  le  développement  de  -3_, -i-|  ne 
contient  aucune  puissance  impaire  de  x. 

IV.  Soit 

XX                   ^^      ^              ^''1                      l^->»-j 
1 =  1  H X'-\ X*H 1 X-'-i 

e'— 1       2  1.2  1.2. 3. 4  1.2...2/i 

Trouver  B,,  B3,  Bij;  et  démonlrei'  la  relation 

2w  (2/1  —  1)  2/j  2/»  — 1 


2.3  "  2  2(2/1-+-  1) 

due  à  Moivre  (**). 

(•)  Celle  formule  a  été  démonli-ée  clans  V Algèbre  (p.  loi). 

(**)  Les  miniéraleurs  H,,  Hj,  Bj,  ...  sont  appelés  Nombres  de  Benwulli  : 
ils  se  présentent  dans  diverses  théories  (Mélanges  mathématiques,  pp.  110 
el  suivantes). 
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V.  Conclure,   du   dévoloppcmcnl   prcccdcnl,   les   Ibr- 
mulcs  : 

B,  B^ 

VI.  Au  moyen  du  Théorème  de  Taylor,  démonirer  lu 
formule 

arc  tg  (x  ■+-  h)  =  arc  tg  x  -+■  -  siii  ^  sm  f snv-^  sin  '2-^ 

H ^m"  y  sin  3s  —  •••, 

3 

dans  laquelle 

^  '  /.\ 

.=--  «rctg-n- 
:2  X 

VII.  Déduire,  de  la  formule  précédente  : 

^  t    .  »         1    .    _         , 

-  =  x  -+-  sin  X  cos  X  h —  sin  :2x  cos-x  h — sin  ox  cos  x  -t-  •••, 
'■2  2  5 

7r       X  1    .  1    .     _  ,»., 

-=--+-  sni  X  -+-  -  sin  2x  -h     sin  ox  -+-  •••  (   ). 
2       2  2  3 

VIII.  Démontrer  que,  pour  toute  valeur  de  x  comprise 
entre  —  1  et  -4-  1  : 

X  1    ,      ^ -5    ,       4.5.3 

X X'  -\ x^ : — -X*  -+-  ••• 


V/rr^  2  2.4       ^    2.4.6 

X  I  /     X     \-      i .  5  /     X 


1  H-  X       2  \  I  -4-  x/        2  .  4  \  1  -+-  X 

(*)  La  démonstration  résulte,  immédiatement,  delà  valeur  de(arctga;)("), 
indiquée  p.  140. 

(**)  Ces  relations  supposent  0  <  a;  <  ?r.  Si ,  par  exemple,  on  y  faisait 
X  =  0,  on  trouverait  ce  résultat  absurde  :  tt  =  0. 
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(\.   N'crifior  l:i  rolalion 
I  (I  -t-  X) 


I  -t-  X 


('-^)--(i-;*5) 


X.  Si  la  fonction  y=  1  .  ig  {  ^-  -+-  ^)  est  dheloppable  sous 
la  forme 


on  a 


fl|.r  -+-  ii-x"  -+-  a.-x^  -+-••-, 
X  =  o,_y  —  a-jf  -+-  «si/"' (*). 


CHAPITRi:  VHI. 

EXTENSION  I)[    TIlKOr.KMi:  1)K  TAVl.OR 


»».  Afin  (le  (lév('io|)[)ei-  f{xA-h,  y-\-k)  suivant  les  puis- 
sances et  les  produiis  des  accrcissemciils  h,  k,  nous  allons 
appliquer  la  formule  île  Mac-Lauiii!  à  la  Ib/ielion 

si  nous  Irou'.ous 

f{x  -\-  l'il,  ij  -y-  kl)  -^  A  -\-  \M  -\-  Ci-   t-  !)/'  -t    -••, 

il  nous  sulliia  de  faire  /=  I  dans  celle  é,i;alilé. 
A  cet  eirci .  |insoiis 

X  -1-  lli  =  // .     1/  -+-  tk  -=  i', 

/■(".'■)=r(')- 

(*)  \/d  démonstnlion  de  citle  ivmaïqiiable  propriolé  repose  sur  la 
Théorie  (les  exiionculiilk  s  imaginaires.  (LEGENORE.^'jjcrrjrcs,  t.  Il, p.  lil: 
(Jenocchi,  Nouvelles  Annali's,  t.  IX,  p.  I.s:2.> 
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Il  résulte,  (1<3  CCS  nbrcviiilioiis  (h3), 
/■(«,l.)  =  .(0) -H  I •/(())  -f--^^y"(0)  H-  -  -f-  — 1~-  -r"(0)  ) 

•l.t>...(y<-f-1)'       ^    ^ 
et  il  reste  à  former  les  (juaniiics  : 

.'(0,    -/'(/),  ..-,-/'-"'(0; 

puis  ecllcs-ci  : 

.'(0),    ."((>),  ....?-"(0].    ?""^'(90- 

,       ,         dfdu      dfih         df         (if 

■    ^  '  \dir  diulv    I  \(liidv  di- 

du  dndv  dv 

d"f       n  ,       ,       d"f  ,    d"f' 

'    ^  '  du"       i  di("-'dv  dv" 

■       ^  '  diC^^'  I  du''dv  f/i'"-^' 

2°  Les  fonctions  f{x,  y),  f(u,  v)  ne  différant  que  par  un 
changement  de  lettres,  il  en  est  de  même  pour  les  déri- 
vées de  la  première,  comparées  à  celles  de  la  seconde. 

Mais  il  y  a  plus  :  lorsque  /=0,  les  variables  auxiliaires 
u,  V  se  réduisent,  l'une  à  x,  l'autre  à  y.  Donc,  pour  /  =  0, 

df{u,v)       dfix,y)_ 
du  dx 

(*)  Il  esl  bien  entendu  que,  dans  toutes  ces  formules,  la  lettre /"dé- 
signe f(u,  v). 
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cl,  en  conséquence  : 

.  (0)  =  /-(x,.v), 

t/x'  dxdy  ihf 

'   ^  '  dx"        1  dx'^-'dij  dy"  ^ 

3"  D'après  les   remarques  précédentes,  on   peut,   au 
moyen  de  f(x,  y),  former 

'       ^   '  rfx"-*-'  1  dx"dt/  (/]/-+• 

pourvu  que,  rfaws  le  résultat,  on  remplace  \  et  y,  respecti- 
vement, par  X  -4-  6lh  et  y  -y-  6lk. 

4°  Substituant  ces  diverses  valeurs  dans  l'équalion  (1), 
el  faisant  t=\,  comme  il  a  été  dit,  on  a  donc,  (inalement  : 

/•(x  -+-  /i,  y  H-  k)  ^  /-(x,  y  )  -f-  ^/«  1^  -4-  /:  —  j  1 

1 .  t>  \      r/x'  dx<hj  dy-J 


1.2.3...n\     rfx"  (/^" 

i. 2.0... «(/<-+- 1)\        </x-+'  rfi/"+V  ^ 

la  seconde  formule  suppose  que  x  et  y  ont  été  remplacés, 
respectivement,  par  \  -h  Gli,  y  -f-  9k. 


(*)  Dans  ces  nouvelles  formules,  f  représente  f{x,  y). 
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»5.  Remarque.  —  A  cause  de  la  complicalion  de  la 
formule  (2),  on  lecrit  quelquefois  sous  cette  forme  sym- 
bolique : 


1.  !2...  w  \    (Ix  <hj 

Pour  appliquer  celte  nouvelle  formule,  on  développe  les 
puissances  du  binôme  h-j^  +  k  J^  ,  et  l'on  remplace,  dans 
chaque  terme  du  développement, 

idfv     dY     (dfY     t/y 

—    par  .—  î        -  —    par  -—r ,  etc. 
\dxl  '      dx'        \dxl  *      dx'' 

9<».  On  trouve,  de  la  même  manière, 


1    Ldf  df         r/A'- 

'l.l>\    dx  dy         dzl 


*     iiS^k'l^i'l'^" 


(S) 


1.2.  3  ...  w  V    dx  dy         dz 


1.2.3...(/i-t- 1)  \    dx  dy         dz 

dans  le  dernier  terme,  x,  y,  z  doivent  être  remplacés,  à 
la  fin  du  calcul,  par  x  -h  0/t,  y  -h  Ok,  z-\-  G/. 
Si,  par  exemple,  «  =  2  : 

/    df         df        df\ 
f{x^h,y^k,z-^l)  =  f{x,y,z)^{^h~-^k-~-^l-^-J 


dy 

%jix         dy        dz'         dydz         dzdx  dxdy 


-+-R. 
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Appllcallonn. 

Oî.  Soit 

/■(,r,  yj  =  I(x,.y)  =  lx-4-I(/. 
On  a 

(If  _  I       df  _  I       (i-f  _         \^       (Pf  _ 

(Ix       X       (lij       y       ilx'  (lx(bj 

—=  —  2/--,     -4  =  2x  ■',     — ^.  =  2y-^... 
fi?/*  (/x""  f/y 

Si  l'on  suppose  n=2  dans  les  formules  (2),  (5),  nn 
trouve 

L  X        >/        ::\x-        tj-l 

ô  L(x  -+-  ouy     (y  -+-  ekyj 

Ce  résultat  est  exact  ;  car 

1  [(X  -+-  II)  iy  +  /.)]  =  1  (x  -t-  /})  -4-  1  {y  '\-  h) , 
h        \  Ir       1         Iv- 

I  (X   -V-  h)  =  1  X  -4-  — ^  H .  : 

X       "i  X-       5  (x  -h  hh)' 
/,        I  /.'        1        A-^' 

\{u   -,-/.•)  =  !//    ^ --4- ,    .. 

»8.  Soit,  «'OMinie  setonil  exemple, 

(Toù  résultent  : 

f//"      df  d'f       d-f       dy 

--=  —  =  ces  (x+^),    —  =  -7-7-=  71  =  —  S'"  '-^-^.v); 

(Ix       dij  dx        dxdy       dy^ 

|>uis 

si  11  (x  -t-  Il  -\-  y  -\-  k)  =  si  11  (X  H-  y)  -\-  (h  -t-  k)  cos  (x  -+-  y] 
— ■—  (//  -I    A)-  siii  (x  +  bh  -f-  y  -\-  hk). 


exti:nsion  dl  Tiif:oHi:Mi:  \n:  taylou.  iir, 

Vùiiv  vri'ilior  celle  nhilion.  posons 

X  -»-  ij       '/,     h   i'  />•  ---^  fj; 
jilors 

I 

siii  (a  -»-  'b)  =  siii  a  -4-  'i  cos  « (5"  sir»  («  -i-  ôS); 

V  ./  '2' 

ce  qui  rsf  cniifoniK^  à  In  loniiiile  do  Taylor  (7«). 

I*i-opi'ié(<''s  <l«'s   foiictloiiN  tioiDOgènos. 

î>».  Pîir  cxlciision  de  ce  (|iii  w  lion  |)our  les  polynônu's 
enliors,  on  dit  (|iie  /"(x,  //,  r,  ...)  est  /lomorjène,  si 

/■(.x,/j!/,  ^r,...)=r'/-(x,  y,r,...):  (0) 

wresl  le  degi^é  d'homofjéncilé. 

D'après  celle  défuiiiioii,  ^--'t'  est  une  fonclion  homo- 
gètie,  (kl  premier  degré;  de  uiènie,  sin^H-ljf  —  lî/ est 
homogène,  du  degré  zéro;  etc. 

aoo.  Cela  jiosé,  suif  /.=  1  -i-a  :  légalité  (6)  se  ehange  en 

/'(.r   h  ax.  jj  +  •/]/,  -  H   -zr,  ...)  =  (I  -+-  a)'"/  (x,  ?,/,  r,  ...).  (7) 

Le  premier  memhrc,  développé  suivant  les  puissances 
et  les  produits  des  (iccruissonoits  ax,  a//,  az,  ...  devient 

./df  of  df  \ 

ï.'-lXdx  dy-'       dz 

Identifiant  cette  série  avec  (\  -h  ay"f(x,  y,  z,  ...),  on 
trouve  : 
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Idf        df        df  Y 

(5;  ^  "  1^' -^Zz^ -"■■■)  ='"'"'-"""--'«^'^'^' ■••'•  "*" 

De  ces  relations  (*),  la  première  et  la  plus  importante 
(îonstitne  le  Théorème  des  fonctions  homof/ènes,  que  l'on 
peut  énoneer  ainsi  : 

La  somme  des  dérivées  partielles  d'une  fonction  homo- 
fjène,  respectivement  multipliées  par  la  variable  correspon- 
dante, égale  le  produit  de  la  fonction  par  son  degré. 

101.  Application.  —  Soit 

X  y  z 


{y  -*-  zf       (z  -+-  x)-       [x  -H  yf 
Les  valeurs  des  dérivées  partielles  sont  : 
1  2î/  2z 


{y  +  ^f 

{Z  -+-  xf 

(x  -K  yf 

\ 

5z 

2x 

[z  -4-  Xf 

{^  +  yf 

iy-^^f 

\ 

i>x 

-\'/ 

(x  -f-  yf       {y  H-  zf        (z  -+-  x)' 

Multipliant  par  x,  y,  z,  et  faisant  la  somme  des  pro- 
duits ,  on  trouve 

df       df       df  X  u  z 

dx     ^  dy       dz         iy+zf     [z-^-xf     {x-i-yf         '^   '''    ' 

conformément  au  théorème. 


(*)  On  ne  doit  pas  oublier  que  les  proniiors  membres  des  égalités  (9). 
(10),  ...  sont  écrits  sous  forme  .symbolique,  et  qu'ils  doivent  être  déve- 
loppés. 
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«O».  Autre  application.  —  Soil  une  équation 

F(x,  y,  c,...)  =  0,  (11) 

dans  lac|uellc  le  proniier  monil)rc  est  un  polynôme  cnlitr, 
(lo  tlogré  m,  mais  non  homo(/cnc.  Décomposons-lc  en  par- 
ties homou;ènes,  dont  les  degrés  soient  m,  m —  \,  ...  0; 
de  manière  que 

F  (x,  y,  z,  ...)  =  U„,  +  U,„^.  +  -  -+-  U,  -t-  IV 

Nous  am'ons,  par  le  théorème  précédent, 

<IF         (W 

^  r-^y  7--^--  =  "«U,,  M-(»2  — 1)U,„_, +  ...  -+-U,;    (12) 
dx  (II/ 

ou  bien,  en  retranchant  du  second  membre  la  quanlilé 

nulle 

m{\],„  -f-  U,„_i  -4-  •••  -H  U,  -f-  Uo)  : 
dF         dF 

Cette  formule  est  utile  dans  la  Théorie  des  tangentes. 


CHAPITRE  IX. 

EXPONENTIELLES  ET  LOGARITHMES  IMAGINAIRES. 
Exponentielles  iniagluaircs. 

tOS.  Reprenons  les  formules 

X  x^  x^ 

sinx  = H •••,  (1) 

1       4.2.3       1.2.5.4.0  ^  ' 

X-             X* 
cosx=1 -H ,  (2) 

1.2       1.2.5.4 

27 
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X         x^           x'               X* 
e'  =  1  H 1 1 1 1-  •••  >  {'V 

établies  dans  le  Chapitre  VII. 

Afin  de  voir  nettement  quelle  est  la  relation  qui  existe 
entre  ces  séries,  remplaçons,  dans  la  troisième,  x  par 
X v-—\  :  elle  devient 

\  H-  -V—\ -V—  i  H — --+-  •••, 

1  \.-l        1.2.5  l/i.5.4 

ou 

X^  X*  ,  / — ^  [x  x^  \ 

1.2       d.2  5.4  \1       d.2.5  y 

=  cos  X  -+-  v  —  1  sin  X. 

On  peut  donc  prendre,  comme  définition  de  e'*^~*,  l'équa- 
tion 


rV    « 


X.   , X 


1  +  _i/_  1  _  :: — i/^~r 


1  1.2        1.2.5  1.2.5.4 

et  Ton  a  la  relalion  cherchée,  découverte  par  Euler  : 

e^*^~'  =  cos  X  -+- 1^ —  \  sin  x  ;  (4) 

puis,  en  changeant  a;  en  — x  : 

e~^^~^  =  cos  X  —  \/ —  1  sin  x.  (5) 

t04.  Par  suite, 

cosx  = >      sinx= 

-  -         .-  -^-'       ){0) 

tcx 


\/_  1  e'»^  -t-  e- 


rvri 


Ces  valeurs  sont  fréquemment  employées  dans  certaines 
recherches  (*). 

(*)  Nous  les  avons  déjà  citées  (p.  178). 
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i05.  Los  forniiilcs  (1),  (2),  si  l'on  y  rcnipliicc  x  par 
x\^ —  1,  dcviennciu 

sin  (aV— T)  =  l/^^ri-t--^ 1 ^ H  •••X  (7) 

^              ^                  Li       i.2.5       1.2.5.4.5          J  ^  ^ 


1.1'       1.2^.4 


cos  (xl/—  1  )  =  I  -I -\ ^—  -+-•••:  (8) 


ccllcs-ei  de  finissent  sin  (x\^ — 1  )  et  cos  [xV — 1  ),  Pour  les 
simplifier,  prenons  les  relations  : 


e*  =  1  H —  -t- 


1        1/2        \.±ô 

X        x'^  x^ 


e~ 


1        1.2       1.2.5 
Il  en  résulte  : 


e'^  -\-  e  X-  X* 

=  1   H 


2  1.2       1.2.5.4 

e*  —  e"""       a;         x^  x^ 


2  1        4.2.5       1.2.5.4.0 

et  par  conséquent,  au  lieu  de  (7),  (8)  : 

I  

sin  {x  V—  \)  =  -{e  —  e-')  V  —  1, 

1 


cos 


(aV— ■l)  =  -(e^-f-e-"). 


(!>) 


106.  Remarques.  —  I.  Ces  nouvelles  relations  ne  diffè- 
rent, des  deux  premières  formules  (6),  que  par  le  change- 
ment de  oc  en  oc  \^ —  1.  Les  unes  et  les  autres  sont  autant 
de  preuves  de  l'utilité  des  imaginaires. 

IL  D'après  les  formules  (4),  (o),  la  fonction  e*^~'  a  des 
propriétés  complètement  différentes  de  celles  qui  appar- 
tiennent à  e*  :  1°  elle  est  périodique;  2*"  quand  x  augmente 
indéfiniment,  elle  ne  tend  vers  aucune  limite  déterminée. 
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Opératioii.s  Nur  le.>i  exponentielles  Imaginaires. 

107.  Produits  et  quotients.  —  Quand  les  exposants  sont 
réels,  on  a 

e'- .  e''  =  e^-*-^     e'  :  e^  =  e'-'J. 

Les  mêmes  règles  subsistent  si  x  et  y  sont  remplacés 
par  a-  \^ — 1  et  y  V' — I.  En  eiïet,  d'après  la  relation  (4)  : 

giV-l  _  gyV/-l  ^^  (l^gyg  ^  _^  y' —  ^  gji^  ^  i^çjjg  j^  _^  ^/ —  I   ,jj^  y^^ 

,j—,       w—         ces  iT  -4-  \/ —  I  sin  X 

giv-i  ;  gyv-i  __ ; 

ces  ]j  -\-  \/ —  1  sin  y 
ou  (Alg.,  817,  ai8)  ; 

e"^^^"' .  e''^'^"'  =  ces  {x  -\-  y)  -\-  l^ —  I  sin  (x  -4-  y), 
gx»/^  :  e"^~'  =  CCS  (x  —  y)  -^  V —  1  sin  (x  —  y). 

Les  seconds  membres  de  ces  égalités  représentent,  res- 
pectivement, 

donc  enfin 

gxvc:T^g,v-^g(.4-i,)vr7^  (10) 

gXV—  .  ^y  V—  ^  g(x-y)V^  ( ,  J  ) 

108.  Puissances.  —  Il  résulte  innnédiatcmcnt,  de  la 
démonstration  précédente,  que 

(o^vc:^)"'=e"''''^,  (12) 

du  moins  si  Fexposnnt  m  est  entier  positif. 

10».  Remarque.  —  L'équation  (12)  ne  diirére  pas  de  la 
Formule  de  Moiire  (Alg.,  219). 
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tlO.  Exposants  complexes.  —  Le  symbole  e*+"*^~'  est 
dê/ini  j)ai'  la  séi'ie 

1H ^  -4-^ -^ L^...^}^ 1 L^..., 

1  \.^2  i.2...yi 

laquelle  est  toujours  convergeiilc  (s»).  Pour  vérifier  que 
ce  symbole  représente  le  produit  de  e'  par  e"  ~',  chercbons 
la  somme  s  de  la  série. 

Dans  le  développement  de  \x-i-j/\'^ —  ^)  >  U''  ^  P^ur 
coelïicient 

1.2.  ô...;<  ,  / .,, 

1.2.  5...;;.  1.2  ...  (»  —  p) 

Si  donc  la  série  est  mise  sous  la  forme  (*) 

on  a 

"       1.2.5...pâp'1.2.ô...(n— ;))' 
ou  (5) 

(l/=T)' 


Par  suite, 


'^       1.2.5...P 


-{,    i.2.5...p 


OU 

s  =  e''  (ces  y  -f- 1/ —  I  sin  y)=  e' .  e"*'^ . 

Conséquemment, 

e' .  6"^^=  e"+^^^,  (15) 

et 

gi+yV^  =  e""  (ces  y  -t- 1/ —  1  sin  y/).  (14) 

(*)  Nous  admettons  le  Théorème  de  Dirichlet  (Alg.,  3«). 
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lit.  Autre  démonstralion.  —  Dnns  régalilc 

gx+.vri^,^ 1 ^ 1 ^_^\ 1 l-t-...,(l  0) 

posons 

a:  =  p  CCS  ç;,     y  =  0  sin  s. 

Au  moyen  du  Théorème  de  Moivre,  la  série  devient 

2  I 

I  -^  -  (cos  -.  -^  y—]  sin  0  -+-  — (cos  12?  -t-  \^  —  \  sin  'iOl 
—  (cos  Df  -+-  K —  !  sin  3-j)  -+-  ••• 


P"'  „..o,  .    P'  ......       Wl6) 


1.2.5 

P       k 

=  1  H COS  o  H COS  2 V  H COS  3  :; 

1    ^   i.2    ^   1.2.5 

-♦-  \/ —  1  -  sin  o  H sin  2?  h sin  5?  -+-•■• 

Il        ^       1.2  '^       1.2.5  '^  / 

__   gC,  cos  y  -^  V~  .fjsia^ 

L'application  de  la  Formule  de  Mac-Laurin  donne,  par 
un  calcul  facile  : 

0                      o"                            c" 
(•P'-o^YcosIpSm  i)=  1  H-  -  COS  V  H- -^— cos  2;  H COS  3--  H , 

^^       '^  I        '       1.2  '       1.2.5 

P  P"  P"" 

e'^'°'?sin(psin  c)=        -  sin  v  h sin2vH sin  5^  h — 

^^       •'  \        ^       1.^2  '       i.i).5 

Ainsi  régalilé  (16)  se  transforme  en 

^pcosf  +  v/rr.psiny  ^  gpcosçp  |^,.,^g^p  si,^  .^)  ^_\/I^i"si^  ^p  sin  -/)]. 
Mais  (f03) 


COS  (p  sin  ,.)  -h  V —  1  sin  (p  sin  S)  =  g»^-'.'««?j 
donc 

OU  bien 
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11».  Remarques.  —  I.  Les  deux  dernières  égalités  géné- 
ralisent les  formules  (10)  et  (4), 

II.  Si  Ion  propose  de  mettre  le  premier  membre  de 
l'équation  (14)  sous  la  forme  normale  a  +  b\/ —  1,  on  aura 

a  =  e'  cos  y,     6  =  e'  sin  y.  (1 7) 

113.  Inversement,  on  peut  remplacer  l'imaginaire 

a-\-bV^^ 

par  une  expression  telle  que  e'"^^*^~*.  A  eet  effet,  observons 
que  les  équations  (17)  donnent  : 


cos  1/ = >      sm  î/ = 


Soit  ç  l'arc,  compris  entre  0  et  2?:,  déterminé  par  les 
équations 

a  b 

cosç)  = ;      sin^  = ;       (18) 

alors 

y  =  '^kn  H-  ç , 

A:  étant  un  entier  quelconque. 

D'ailleurs 

1 

x=-\{a^-\-b-)', 

donc  enfin 

Ainsi,  l'équation 

a  H-  6  l/^^T  =  e'+J'  ^^  (20) 

est  vérifiée  par  une  infinité  de  valeurs  de  y. 


424  CALCUL  DIFFÉRENTIEL. 

liOgarlthmes  Imaginaires. 

114.  Dans  cette  même  équation  (20),  t  h-  y  V —  1  est, 
par  définition,  le  logariilime  népérien  de  a-^bV — 1. 
Autrement  dit 

1  (a  -+-  6  V^)  =  -  1  (a-  -H  6-)  -+-  {^Ik-  h-  y)  l/^ ,    ('21) 

Tare  ç,  moindre  que  2?:,  étant  toujours  déterminé  par  les 
denx  formules  (18). 

115.  Considérons  quelques  cas  particuliers  de  la  for- 
mule (21);  et,  pour  éviter  toute  ambiguïté,  rem|)laçons, 
dans  le  premier  membre,  la  caractéristique  /  par  la  lettre  /  : 
?.  (a-i-6l/ — l)  représente  la  valeur  la  plus  générale  de 
x-hyV —  1. 


1°  6=0.  L'équation  devient 


■^V^i. 


De  plus,  cp=0  ou  (p=~,  selon  que  a  est  ^  0.  Donc, 
dans  le  premier  cas, 

i(a)  =  ll((r)-f-2/;7rl/~î; 

et,  dans  le  second,  /  (22) 

i  (fl)  =1 1  («^)  -+-  [^k  -f-  1  )  -  V/^T, 

Ainsi,  toute  quantité  réelle  a  une  infinité  de  logarithmes. 
2°  Si,  avec  6  =  0,  on  suppose  o  = -i-N,  >'  étant  un 
nombre,  on  a  o  =  0;  puis 

i  (i\)  =  1 N  -+-  2/;r  l/^^  :  (23) 
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tout  nombre  a  un  seul  lofjarit/inie  réel ,  et  une  infinité  de 
lof/arilhnies  imar/innires. 

5°  b==0,  a=  —  N.  A  cause  de  cos(p= — 1,  on  trouve 

a  (—  N)  =  1 N  -f-  {^k  -+-  I  )  77  l/Zrr.  (24) 

Ainsi,  les  quantités  négatives  n'ont  pas  de  logarithmes  réels 
(Alg.,  86). 

4"  Soit  I\=  1  :  les  relations  (23),  (24)  deviennent 

X  (1)  =  2/v7rl/=T,       i  (—  1)  =  {:1k  H-   1)  7rl/^l. 

5°  Cette  dernière  formule  est  comprise  dans  la  suivante  : 

>  (6  l/~î)  =  i  1  {U^)  +  (/.•  -+-  i)  .  V^K.         (25) 
6°  En  particulier, 

;.  (\/^T)  =  [k  -+-  M  77  V^~\.  (20) 

Applications  des  théories  précédentes. 

116.  Série  de  Leibniz.  —  Dans  le  cas  où  x^^'-,  l'équa- 
tion d'Euler  (t03)  devient 


c'est-à-dire 

(27) 


7r_UV-l) 


cette  expression  de  ^,  sous  forme  imaginaire,  est  contenue 
dans  la  formule  (26). 

Pour  en  tirer  un  résultat  réel,  Wronski  fait  attention  que 
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donc 

-=-^l^-^z!>  (28) 

^       V/-1    4-l/-i 

Mais,  pour  toute  valeur  de  z  dont  le  module  est  suffi- 
samment petit  : 

\  -\-  z         rz      z^      z^  1 

\—z  Ll        5        5  J' 

donc,  d'après  la  définition  des  exponentielles  et  des  loga- 
rithmes imaginaires, 

1-j-\/^^         ,/ r,       111  1 

1 ^2l/— 1    1 1 ^-+-  -  ; 

1  _  V/ZTï"  Lob/  J 

car  la  série  est  convergente.  Substituant  dans  réquation(28), 
on  trouve 

7r_  111 

ce  qui  est  la  Série  de  Leibniz  (Alg.,  l»0). 
f  17.  Problème.  —  Résoudre  l'équation 


{a-^b  V—  1  )^+,3^-«  =  X  -+-  /y  l/^^,  (29) 

X  et  y  étant  des  inconnues  réelles. 

Afin  de  définir  le  premier  membre,  on  peut  s'appuyer 
sur  les  propriétés  des  loirarilhmes  imaginaires,  et  écrire 

(a  -+-  p  V/^~\)  \{a-^h  \/^^)  =\{x  ^y  l/^n").  (50) 
Si  Ton  conserve  les  notations  précédentes  (tl4),  on  a 


1  (a  -f-  fc  l/ITT)  =  -  1  [a-  -+-  6-)  -+-  (2A-:r  -+-  .)  l-^^^. 
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De  nième , 

1  (x  -+-  »/  \/^T)  =  i  1  (x^  -4-  ?/-)  -4-  i^2h'7:  -t-  0)  l/^, 

en  supposant 

a;  X 

cos  0  = —  =  — > 

-4-  V/x*  -4-  î/*  P 


sin  6  = 


Au  moyen  de  ces  valeurs,  l'équation  (50)  se  décom- 
pose en 

ial(o^  +  />*)_p(2/r7r-4-  ?)  =lp, 
1 

a  {-Iki:  -4-   v)  -4-  -  (31  (a'  +  6')  =  2/c'7r  -4-  0. 

On  a  dohc,  finalement  : 

1  p  =  ^  a  1  (a^  -4-  ^-)  —  8  (2Â:77  -4-  ^),  j 

6  =  a  (2A-7r  -4-  o)  -4-  -  p  1  (a-  -h  b-]  —  ^k'Ti,        ■   ^'^  '  ) 


a:=pcose,     y  =  p  sm  e. 

Ainsi,  l'équation  (29)  admet  une  infinité  de  solutions 
réelles. 

118.  Explication  d'un  paradoxe.  —  Si,  dans  les  rela- 
(ions  (29)  et  (51),  on  prend 

a=\,    6  =  0,     a  =  0,     (5  =  1, 
on  trouve 

I  P  =:  —  2/:7r,     0  =  —  2/cV, 
x  =  e~-*'^,     t/  =  0  ; 

et,  par  conséquent, 

l^=^=e--'':  •      (32) 

ce  résultat  s'accorde  avec  la  formule  (25). 
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Maintenant,  si  Ton  fait  attention  que 

i  =  cos  2n7r  -4-1/ —  1  sin  iJ/Jr  =  e'"'*"^, 
on  arrive  à  cette  nouvelle  relation  : 


Ainsi  :  \°  en  élevant,  à  la  puissance  marquée  par  V  —  1 , 
l'exponentielle  é"^^~\  on  obtient,  non  la  quantité  unique 
e~^"%  mais  une  infinité  de  valeurs  réelles,  formant  les 
termes  d'une  procjression  par  quotient; 

2"  La  règle  exprimée  par  la  formule  (e'')"'  =  e'"°  ne  sub- 
siste plus  quand  l'exposant  m  est  imarjinaire  (*). 


CHAPITRE  X. 

INDÉTERMINATIONS  APPARENTES. 
Titlcurs  °. 

119.  Fractions  rationnelles.  —  Une  fraction,  ij^^=^'~, 
peut  prendre  la  forme  ~  pour  une  valeur  particulière  a 
de  X,  sans  cependant  être  indéterminée.  Par  exemple, 

a:"  —  5a:  -+-  !2 

devient  ^  pour  x=l.  Mais  comme,  avant  de  faire  cette 

{*)  Faute  d'avoir  égard  à  ce  cas  d'exception,  on  pourrait  conclure,  des 
cgalitcs  exactes  : 

fî.r V^  ^  gir v^  _.  eSrrv'^  =  ... 

les  égalités  absurdes  : 
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Iiypotlit'se,  on  mirait  |)ii  diviseï-  les  deux  lormcs  par  ne — i, 
et  écrire  ?/  =  ^^,  il  s'ensuit  que  la  vraie  valeur  cherchée 

D'api'ès  cela,  si  f(x)  et  (p(x)  sont  deux  polynômes  en- 
tiers, on  les  divise,  l'un  et  l'autre,  par  x — a,  et  l'on  met 
Pexprcssion  cjénérale  de  y  sous  la  forme  ^-[^.  Faisant  en- 
suite  x=«,  on  a,  pour  la  vraie  valeur,  ^-~: 

1!80.  Remarque.  —  Si  la  fraction  ^4  devient  encore  [î 
pour  x  =  a,  on  divise  les  deux  termes  par  x — a;  et  ainsi 
de  suite. 

t«l.  En  résumé,  si  ht  plus  haute  puissance  de  x — a, 
(|ui  divise  f(x)  et  (p(x),  est  (x — «)'',  et  que  f/x),  (p,,(x)  soient 
les  quotients  correspondants,  la  vraie  valeur  de  y  sera  '--^  : 
cette  vraie  valeur  est  nulle,  infinie  ou  différente  de  0  et  de 
rinfini,  suivant  que  /5,(x)  est  encore  divisible  par  x  —  a, 
ou  quecppCst  encore  divisible  par  ce  binôme,  ou  enfin  que 
ces  deux  polynômes  (comme  nous  l'avons  supposé)  ne  con- 
tiennent plus,  simultanément,  le  facteur  x — a. 

1S8.  Généralisation.  —  Supposons  que  f(x)  et  ©(a) 
soient  deux  fonctions  quelconques,  s'annulant  pourx  =  ff. 
A  cause  de  f{a)=^0,  cp(rt)  =  0,  on  a  identiquement 

X  —  a 


X  —  a 

ou,  en  supposant  x=^a-h  h  : 

na-^f>)-f(a) 
h 


f  («  -i-  h)  —  ?  (a) 
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Si  h  diminue  indcfinimcnt,  le  numérateur,  d'après  la 
définition  des  dérivées,  tend  vers  /"(a).  De  même. 


donc 


?(«  +  /*)  —  ?(«)        ,,  . 
lim =  5.  (a); 

lirn  ?/  = 


Ainsi,  pour  trouver  la  vraie  valeur,  y^,  d'une  fraclion 
y  r=-i^,  qui  se  jwésente  nous  la  forme  §  quand  x  =  a,  on 
prend  le  rapport  -— ,  des  dérivées  des  deux  ternies,  et  l'on 
y  fait  X  =  a. 

1:83.  Si  la  fraction  ^tI^  devient  encore  ^  pour  x=a,  la 
vraie  valeur  esttTTT-^;  et  ainsi  de  suite. 

i;84.  Auire  démonstration.  —  A  cause  de  f(a)  =  0, 
o(«)  =  0,  on  a,  par  le  Théorème  de  Taylor  : 

f[a  -f-  h)  =  hf{a  -+-  eh) ,     o  (a  -+-/*)  =  A  -,  (a  h-  9,/?)  ; 
donc 

5>  (a  -+-  h)  9  [a  -+-  6,/*)        5,'  (a) 

l«5.  En  général,  si 

/■(a)=0,  /'(a)=0,  /"(a)=0, ...  .(a)=0,  f'(«)=0,  o"(«H0,... 

et  que  f'Xx),  cp^''\x)  soient  les  deux  premières  dérivées  qui 
ne  s'annulent  pas  simultanément,  on  a 

/•(a  +  /0  =  —-^  /'">(«. -t-e/0, 
i.'z.  ù...p 

h'' 

i.:2..>...p 


puis 


V„  ==  lim = 

-^  y(a-i-/0       /(a) 
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t«6.  Interprétation  (jcoini'Iriqiic.  —  Lorsque  f{x)  cl, 
<^(^-i'^  s'aniiiilent  pour  x  =  rt, 
l'équation 

représente  une  parallèle  AB  ;» 
l'axe  des  ordonnées,  et  une 
courbe  CD.  La  fraction  de- 
vient ^  pour  x=a,  parce  que  tous  les  points  de  la  droite  AB 
ont  pour  abscisse  «;  mais  parmi  ceux-ci,  il  y  en  a  un,  le 
point  R,  qui  appartient  à  la  courbe  CD  :  trouver  la  vraie 
valeur  de  la  fraction,  c'est  déterminer  OR  =  lim  PM.  Si 
l'on  fait  abstraction  de  AB,  on  peut  chasser  le  dénomina- 
teur, et  écrire 

d'où ,  en  prenant  les  dérivées  ; 

puis 

!/«-/(«)  =  /"'(«)• 

18'î.  Remarque.  —  Si  Ton  voulait  déterminer  le  coeffi- 
cient angulaire  de  la  tangente  en  R,  on  devrait  prendre 
la  dérivée  seconde  : 

et  l'on  aurait 


puis 


Va 


y^."{a)  +  ^y:,'{a)  =  r{ay, 
'     '  ^       ,'{af   ^>        ,'{a)r{a)-r{a),"{a) 


2?'(«) 


2?'M«) 


cette  valeur  n'est  que  la  moitié  de  la  dérivée  de  y^  (a  étant 
considérée  comme  une  variable). 
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Application». 

.  e''  —  2  cos  X  -*-  e""' 

i«8.   \°y  = : ,pourx  =  0: 

sin  X 

fe''  ■+-  2  si/1  X  —  e~''\ 
!/o=   =  0. 

\  COS  X  Iq 

^  e'  —  2  cos  X  -+-  e~'^ 

^°  y  =^ 7—, 5  pour  X  =  0  : 

siirx 

/e'-+-2sinx  —  e~^\       /e''-+-2cosx-4-e''\ 

\     2  sin  X  cos  X     /q      \2(cos*x — sin-x)/o 

o   y  = ,  pour  X  ^  0  : 

X 

!/o=(^)  =  l. 

\1  -+-  x/o 


Ordre   d*un  inaniiuent   petit. 

189.  La  fraction  '^^~'^°^s^^^  \  prise  pour  exemple,  tend 
\  ers  la  limite  2  quand  x  converge  vers  0.  Il  en  serait  de  même, 
évidemment,  pour  la  fraction  <'^— '^cos^^-+-c~^.  donc,  x  étant 
considéré  comme  infiniment  petit  principal,  la  fonction 
z=e'  —  2cosx+e~''  est  un  infiniment  petit  du  deuxième 
ordre.  Les  développements  en  séries  conduisent  à  la  même 
conséquence;  car 

e^^  -f-e-^  =  2  (l  -i-   ^ 


ces  X  =  I  — 


1.2       1.2.5.4 
x^  x' 


1.2       1.2.3. 
et,  par  suite, 

"  —  ''•  ■ 

il. 2   ■    L2.3...G 


11. 2  "^  L2.3...G  "^  '"'/ 
130.  Retnarques.  —  L  En  général,  pour  déterminer 
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Vordre  iVunc  foncd'oii   iiifiiiiineiit  petite  //,   on  cherelie 
quelle  est  la  valeur  de  m  qui  donne 

lim  — =  A 

X'" 

pour  .T^O,  A  n'étant  ni  nul  ni  infini  (*). 

II.  Quelquefois,  l'enjploi  des  séries  est  plus  commode 
que  l'application  de  la  règle  ordinaire  (181). 

131.  Exemple.  —  Quel  est  l'ordre  de 

2.1 

y  =x  —  —  sin  X  —  —  tg X , 
5  5 

X  étant  infiniment  petit  principal? 
On  a 

3x  CCS  X — 2  sin  X  ces  x  —  sin  x      5x  ces  x  —  sin  2x  —  sin  x 

y 


5  ces  X 

3  cos  X 

Le  numérateur  égale 

/            X*          x' 

3x    \ 1- 

\         -12        24 

1^         8x'       32x^          \ 

2x 1- 

\             6         120           / 

/         x^         x' 

\ 

3     , 

—     X 1 ••' 

\          C        1 20 

1 

•  ^ x'  -+-  ••• 

20 

Ainsi,  y  est  dn  cinquième  ordre  (**).  En  même  temps, 


lini  —  = 

x'  20 


(*)  CeUe  règle  résulte  de  la  déDnilion  de  l'orf/?-e  d'un  infinimem petit  (*). 

(**)  D'après  cela,  r,  /"désignant  la  corde  el  la  flèche  d'un  petit  segment 
circulaire,  et  t  étant  la  longueur  de  chacune  des  tangentes  aux  extrémités 
de  l'arc  du  segment,  l'aire  de  celle  ligure  est  donnée,  tiès-approximative- 
ment,  par  la  formule 

X  =  f[\c^^l] 


l'erreur  est  une  quantité  du  cinquième  ordre. 
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Valeiiris   JJ.   —   «Cuito. 

138.  L'emploi  des  séries  est  avantageux  aussi  quand  la 
Iracliou  dont  on  vent  trouver  la  vraie  \aleui"  renferme  des 
radicaux.  Par  exemple 


l/x  —  1  -4-  l/x—  I 


[/■x'  —  X  —  ï^x^  -\-  X  —  "2 

devient  ^  pour  x  =  \;  et,  si  Ton  prenait  le  rapport  des  dé- 
rivées des  deux  termes,  une  difficulté  plus  (jrande  se  pré- 
senterait, les  deux  termes  de  la  nouvelle  fraction  devenant 
infinis  en  môme  temps.  Au  lieu  d'appliquer  la  règle  géné- 
rale, posons 

X  =  1  4-  A  ; 
nous  aurons 

\/h  -4-  Ï/Ji  /r  -t-  é 


l/A  (1  -+-  h)  —  X^h  (5  -f-  A)       /,^  (  1  -t-  hf  —  h\ô  H-  hf 
__  1  +  If 

—  (5-4-/0' -4-  /i^(l  -+-  hf 

On  pourrait  maintenant,  comme  nous  venons  de  l'indi- 
(|uei-,  développer  (J>-\-hy  et  (1-h/Os  mais,  sans  qu'il  soit 
nécessaire  d'aller  plus  loin,  on  voit  que  /i  =  0  donne 

I 

V  ù 

133.  Soif,  comme  seconde  application, 


\/\  +  x  --V  \ 

y 


l/i  -t-  X-  —  1/ i  -4-  X 

cette  fraction  devient  ^  pour  x=0.  Oi-,  pour  les  valeurs 
de  X  suflisammcnl  petites  : 
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\  '  i>  8 

V^l  -i-X-=i  -t-       Jf'''-4-..-,    l/l  -t-X'=i   -4--X'-' 


J 


1  1 


>■) 


,..2 


X 


l/l-f-X=lH X 

donc 

—  X—     -H--     X-H -H IX 


2  \8       0/  2       \8       5 


5         V2      y 
et 


X+ h-     X--+----  f- 1 IX 


.yo=-^ 


«34.  Dans  le  cas  que  nous  considérons,  on  peut  quel- 
quelbis  faire  subir,  à  la  fraction  donnée ,  une  transforma- 
lion  purement  algébrique,  propre  à  introduire,  dans  les 
deux  termes  de  la  nouvelle  fraction,  un  facteur  commun 
rationnel.  Soit,  par  exemple, 


y/: 


l/x-f-  9 


Si  Ton  multiplie  les  deux  fermes  par  l^x-i- 4 -f- 2,  le 
numérateur  sera  rendu  rationnel;  et,  comme  il  s'annulait 
pour  x  =  0,  il  sera  divisible  par  x.  De  même,  en  multi- 
pliant les  deux  termes  par  \^x-\-9-i-o,  on  rend  le  nouveau 
dénominateur  divisible  par  x.  En  résumé  : 


l/x  -+-  U  H-  5  5 

l/x  -t-  4  -4-  2  ^ 
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Fractions  -^. 

133.  Soit  2/=^  une  fraction  qui  prend  celte  forme 
indéterminée,  lorsque  x  =  a.  Soit  A  la  limite  inronnue 
vers  laquelle  tend  y  quand  x  croit  indéfiniment.  En  gé- 
néral, 

1 


y 


1 


et,  d'après  riiypotlièse,  celte  nouvelle  fraction  devient  ^ 
pour  x  =  a.  Donc,  d'après  la  règle  (l8S), 


lim  w  =  A  =  lim 


.r(!/)J       /■'(«) 


A' 


On  tire,  de  cette  équation, 


A  = 


r(«] 


Ainsi,  j)Our  trouver  la  vraie  valeur  d'une  fraction  ^^  qui 
devient^  pour  x  =  a,  on  prend  le  rapport  des  dérivées  des 
deux  termes,  et  l'on  ij  remplace  x  par  a  :  la  règle  est  la  même 
que  pour  les  fractions  ^. 

13«.  La  démonstiation  précédente  est  en  défaut  lorsque 
A=0  et  loi'sque  A  =  ±  oc  ;  mais  on  va  \oii'  ipie  la  règle 
subsiste  dans  ces  deux  cas. 

\°  Soit  A  =  0.  Prenons 


fif) 


9 


Celle  fraction  a  pour  limite  g,  et  ses  deux  termes  dovien- 
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ncnl  infinis  pour  x=a.  Donc,  par  le  théorème  précédent, 

applicable  parce  (pie  la  constante  (j  est  supposée  tlilTérente 

de  zéro  : 

fia)-*- g-/ (a)       f'{a) 
q  = ; =  — y-  q. 

Ainsi 

2"  Si 

A  =  limy  =  droo,      Jim -=  lun  ^^-^-^=  0  =  ^— — : 
}J  /W  /'(a)' 


donc 


137.    1' 


r(«) 

—— —  =  X  ^  A. 


AppUcatSoiiH. 


ri  = ,  no\ir  x  =  oo 


Appliquant  la  règle  (135),  on  trouve 
liin  7  ^  lim : 


la  même  difficulté  subsiste.  Mais  comme,  d'après  la  der- 
nière formule,  lim  ?/=lim-,  il  s'ensuit  que  lim  //  =  !.  En 
effet, 


et  les  deux  termes  de  la  nouvelle  fraction  tendent  vers 
Tunité. 


Ix 

y  = ,  pour  X  =  0. 

col  X 
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1 

X  sin-x 

Lim  y  = =  —  lim =  0. 

1  X 


Anli-es  foriiie.s   indéteriuinces. 

138.  1"  0  X  3c  se  ramène  à  ^  ou  à  ^.  Soif,  par  exemple, 

y  =  .rcoix  :  pour  jc=0,  K'  premier  !ac-lcu]-  est  nul,  eî  le 
second,  infini.  Mais 

X 

donc 

Z/o=l- 

2°  1''  se  réduit  aisément  à  ccXO,  puis  à  ^.  En  eHet,  si 
?/  =  ?(",  et  que,  pour  a;  =  ff,  on  ait  «  =  1,  r=oo  ,  on  trouve, 
en  prenant  les  logarithmes  :  \ij  =  v\u:  done  x=ff  donne 
\y  =  cc  XO.  .Mais,  X  étant  quelconque. 


lu 


et  celte  fraction  devient  ^  pour  x  =  a. 
Soit,  par  exemple. 


ou 


2/  =  l 

(       M' 

1   -4--      , 

\         x/ 

li/  = 

11-+-- 

\         x/ 

i 

X 
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Le  rappori  des  dérivées  des  deux  leniies  esl,  ajirès  snp- 
pi'cssion  d'un  l'acteur  coiiiimin, — î— .  Donc 

X 

(iin  -^  ij     =  I.     liin  jj  =  e; 

résidlal  connu  (Alg.,  165,  Ili). 

5"  oc  —  X   se  ramène  à  Finie  des  deux  formes  j)!iiiei- 
|)ales.  Soit 

y  ^=  séc  X  —  tg  X  :  pour  x  =  — ,  ?/  =  x  ^  x  . 

0.-, 

1  —  sin  X 
sec  X  —  tgx  = ; 

donc 

,.  ,.      COS  X 

Iiin  (/  =  Imi  — =  0. 

sin  X 


139.  Soit  encore,  comme  exemple  de  ce  troisième  cas, 
/x  -+-   I  X 

Si  l'on  réduit  au  dénominateur  commun,  on  tiouve  d'abord 

_  V X  -t-  1  (l/'x  +  ô  —  2)  —  X V'x  —  1 
l^x  —  1  [l/'x  -t-  5  —  2] 
puis,  en  remplaçant  x  par  1  h-  /<  : 

_  VJTli  [Vf,  -t-  h  —  2)  —  (  I  -+-  /;)  l/Â 
l//^  [1/4  -+-  A  —  2] 
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Le  produit 

(-^r[(-:)-'] 

=  (l  ^-h^  \^h'-^-  -]  (i/t  — -L/r-+-  ... 
\        4  Tr2  I  \8  It>8 


Ainsi 


y 


cl 


8  \3-2        l->8/ 


2i/L>r-/<-^  ••]— /t^ —  —\-v--\/^ih^ 


-[^-] 


1a 

4 


lim  »/  =  ?yg  =  ao  . 


I40.  Reinarque.  —  On  serait  arrive-  |)liis  rapidoiiiciK 
au  résullat  en  écrivant 

?/  = ^= 

X  —  1  X  —  1  X  1 


liicléteriiiiiiatioli.s  ■■ôelIcM. 

141.  Tout  ce  (jui  préeètlc  suppose  que  la  fonction  pro- 
posée a  yxncvraic  valeur;  ce  qui  n'arrive  pas  toujours.  Par 
exemple,  il  n'y  a  pas  à  chercher  la  valeur  île  séc  x — tgx 
pour  X  infini  :  la  fonction  est  ])cii()(ii(]iic;  (loue,  .r  augmen- 
lant  indcdninienl ,  clic  ne  lenil  vers  au(Mnie  limilc. 

tX'i.  l'jilin,  il  peut  ai'river  (jue  la  Ibnciion  donnée  ait 
inic  liniile,  et  que  la  fonction  à  laquelle  on  la  ramène  n'en 
ail  pas.  Ainsi,  ^^T^'^"^  devient  1  pourx  =  rfcoc  (malgré 
Tindélermination  a|)|)arenle);  et  la  fraclion  L±£^  à  |j|_ 
(piclle  condiiii  la  règle  générale,  esl   indéierminée  pour 
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Don   iriirtiuiiM 

f{x,ii) 


Iâ3.  S;)il,  poiii'  fixer  k's  idées, 

x^  -^  '■ly  —  ôx 


(I) 


Si  Poil  suppose,  simultanément,  x  =  2,  y  =  \,  on  irouve 
2  =  -.  Pour  essayer  de  dé  1er  miner  la  vraie  valeur  àczien 
supposant  qu'il  y  en  ait  wno),  faisons  les  deux  subslilu- 
lions  successivement  : 
1"  jr==2  donne 

Hy  —  2  y  —  I  I      _ 


4  —  "ly^  —  "ly  y   -\-  y  —  "2  y  -+-  2 

puis,  pour  .V=1  :  rj  = — '. 
2"  ?/=  1  donne 

a;*  —  5x  -+-  2       x  —  i 
x^  —  4  X  -t-  2 

puis,  pour  a:  =  2  :  '-2  =  ^- 

Ainsi,  les  deux  vraies  valeurs  sont  différentes.  Il  y  a  plus  : 
si  l'on  établit,  entre  x  et  y,  une  relation  qui  soit  vérifiée 
par  3c  =  2,  y  =  \,  on  peut  trouver  wne  infinité  de  vraies 
valeurs  de  z.  Soit,  par  exemple, 

y  —  \  =  «  (x  _  2) , 
ou 

y  =  i  -t-  a  {x  —  2). 
Alors 

x'^  —  ôx  -4-  2  -t-  2a  (x  —  2) 
x'  —  2  —  4a  (x  —  2)  —  2a-'  (x  —  2)'  —  2  —  2a  (x  —  2) 

X  —  !  -+-  2a 
~  X~-\-  2  —  Ga  —  2a'  (x  —  2)  " 
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Pour  .x  =  2,  celle  fraclinn  se  i-cduii  ù  ]'^'^ :  en  soile 
qu'elle  admet  une  infinilé  (!;•  valeurs  difléreiites.  On  doit 
conelure,  de  cet  exemple  pariieulier,  (lu'une  fraction  ^  "^''^'> 
qui  devient  ^  pour  .r=a,  y=h,  est  généralement  /«f/^-- 
terniinôe. 

1141.  [ntcrprôtation  fjcométrirjiie.  —  L'équation  (1)  re- 
présente une  surface  (juicon- 
li(  lit  la  droite  CD,  dont  les 
écjualions  sont  3c  =  2,  .'/  =  1. 
Si  l'on  fait  d'abord  x  =  2,  on 
trouve  la  seclion  de  la  sur- 
face par  le  plat)  CDAL  : 
celle  seclion,  représeniée  par 

*/'-*-.'/  —  -' 
se  compose  de  (^1)  el  d'une 
hyperbole  (îll  (|ui  eoujte  CD 
en  un  point  G  dont  l'ordonnée  est  — ^  Au  contraire, 
y=\  donne  la  seclion  faite  par  le  plan  BCDF  :  cette  nou- 
velle section  se  compose  de  CD  et  de  l'Iiyperbole  Ik.  Enfin, 
si  par  la  droite  CD  on  fait  passer  une  surface  quelconque, 
rinterseciion  est  une  courbe  L.MÎN,  cou|)anl  CD  en  un 
point  M;  et,  quand  la  surface  varie,  le  point  M  se  déplace. 
145.  Cas  d'exception. —  Si,  pour  x^^a,  y-^  l>,  on  in>iive 

df   d?       djdo  _ 
dx    dx       (h)    dij 

la  fraction  proposée  a  une  vraie  valent',  égale  à  /..  Iji  ciïi'l, 
à  cause  de  f((i ,  6)  =  0 ,  o (r/ ,  ^)  =  0 .  on  a 


f[a  -t-  h,h-k-  k] 

y  ((/  -H  // ,  ft  -+-  k) 


df  df 

du  dh 


U  -h  --  k 
du  dl> 


R. 


I^DÉTEnMI^•ATIO^iS  apparentes.  4'/5 

puis,  comme  los  rcsics  II,  Pjj  soiii  dti  deuxième  ordre  : 

df      (If  .     h 

f'{a  -k-  h,  />  -+-  k)       da       dh        h 

'"^  --  (a  -t-  A ,  />  H-  /.)  "  H       71        k  '^   ■ 

—  -1 ^lim  - 

(lit       (II)        Il 

Soit,  par  exemple,  la  IVaclion 

tg  X  tg  y  —  1 

XI/ 

•^       10 
<jui  prend  la  forme  ^  cpiand  on  suppose 

■K 

Pour  ces  valeurs,  les  rapports 

tg  y  {g  X 

y  cos'^  X       X  COS.-  y 

deviennent  égaux  à  -.  Ce  nombre  est  donc  la  vraie  valeur 
derC). 

tSjTfi'firos. 

I.  Trouver  ec  que  deviennent  les  fonctions 

^  2x-  X  (e*'^'  —  1  )  4x      2x  (e"  '  -t- 1  ) 

tg  TTX  —  77X  I  tg  (ax) 

^  2x-  tg  TTX  1  tg  X 

x(e'-+- 1)  — 2(t'^  — 1)  e^  — e='"^ 

(e'^  —  I  )  X  —  sm  X 

(*)  De  mènie,  pour  x=  1,  ^=:1,  la  vraie  valeur  cle'^  ix!'-x~y~^^^  '■ 


444  CALCUL  DIFFEIIENTIEL. 


I  -h  xf  —  e  -i —  ex 


]h 


-..ï 


pour  a;=0. 
Résttltals  : 

■n^  TT*  -' 

y'=T  y^^r  ^'=7'  ^*==^' 

II,  Quelles  sont,  pour  a;  =  1,  les  valeurs  des  fonctions 


X  —  Vù'Ix  —  Mx'  -H  l/40x'  -+-  5>4x*  —  1/  :2x'^  —  1 
5  (9x  —  1 0)  -4-  V^âOx  -t-  45x*  W'^ïix'  —  1 


,g^?  a:3_4x«^7x  — 2  — 2V/ï>x— 1 

.y*  =  (2  —  x)    S  2/^.  = — = — 

a,*_2x  — 1  -4-21/2X—  1 
cos  ax  —  ces  a 

^*=   (1-xr   * 

Réponse  : 

I       '"^\ 
a"' cos    a-H  — 

11  V         2  / 

V,  =  — »    Wa  =  e',    V5  =  —  0,    V«  =  ( — ')" 

•''       24      -^  •■'  ^    Jt      \        )      ç)n.j  o.3...m 

4    .  1  8      1 


III. 


y  =  X  —  —  sui  x-4-  —  ts;x tg-x 

■''  15  1o  "^  5^2 


est  du  septième  ordre. 

IV.  Quelle  est,  pour  jc^=0,  la  vraie  valeur  de  ^,  rêsul- 
lanl  de  l'équation 

y*  —  96y-  -4-  1 0Ox-  —  x*  =  0  ? 

Réponse  : 

(hi  j 

dx  \    24 
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CIlAPITIli:  XI. 

MAXIMUMS   ET  MINIMUMS. 
Foncdonsi  explIcKcN  «l'une  .seule   variable. 

140.  On  a  vu,  dans  VÀlgcbrc  (tG-l):  1"  que,  pour  déter- 
miner le  maximum  et  le  minimum  de  ?/=/'(.t),  on  doit  cher- 
cher les  racines  a,  b,  c,  ...  de  Téquation  f'(x)=0;  2"  que 
f(a)  est  maximum  ou  minhuuui,  suivant  que  f  (a)  est  <  0 
ou  >  0. 

Le  Théorème  de  Tayloi-  permet  de  généraliser  ces  résul- 
tats. Supposons,  en  eflet,  qu'une  racine  a  de  f'(x)=i) 
aiuiule  f"  (x),  f"  (x), ...  f"(x),  sans  annuler  /'""*'' (a;).  Alors 

f[a  -+-  h)  =  f{a)  -t- -/■"+•  (a  -f-  f)h). 

Pour  des  valeurs  de  1i  suffisamment  petites,  le  signe  de 
/^'+'(ft^G/0  est  celui  de /•"+'(«);  car  lim /•"+'(« -f-0/O=r-^'(«). 
11  faut  maintenant  distinguer  plusieiu's  cas  : 
1"  /■"+'(«)>  0,  n  pair.  Alors 

/•(a -+-/0  >/■(«), 
f{a-h)<f{a), 

h  étant  suffisamment  petit  : 

Il  n'y  a  ni  maximum  ni  minimum. 

2°  f+'(a)<0,  npair; 

/•(a -t-/0  </•(«), 
fia- h)  >  fia): 

ni  maximum  ni  minimum. 


U6  CALCUL  DIFFÉRENTIEL. 

-0  ^"+'(^^,^>0,  n  itn})(iir; 

fia -h)  y  f  [a): 
minimum. 

^o  ^'+'(a)>  0,  n  impair; 

f{a-h)<f[a): 
maximum. 

En  résume  :  Si  x  =  a  annule  f'(\),  f"(\), ...  f"("v),  *<''«« 
annuler  f""'"'(x),  //  //  a  maximum  ou  minimum  suivant  que 
{""•"'(a)  est  négative  ou  positive,  n  étant  impair.  Quand  n  est 
pair,  il  n'ij  a  ni  maximum  ni  minimum. 

Applicatlous. 

f  47.  Premieu  exemplk  : 

Soii 

_  '^ 

X 

d'où 

i  — Ix 


X 

Celte  dérivée  s'annule  pour  x  =  c;  d'ailleurs  la  fonction 
z  est  croissante  de  x  =  0  à  j'=  I  :  il  y  a  donc  maximum 
pour  ic  =  6';  et  il  n'est  pas  nécessaire  de  recourir  à  la 
dérivée  seconde.  Cependant,  si  on  la  chenlie,  on  iiouve 

„       —  X  — 2x(l  — Ix) 

z'  = ; 

X* 

donc,  pour  x=l,  c"<0;  ce  qui  devait  éire.  En  résumé, 
le  maximum  de  y  est 
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i-lS.    î)i:i\ll':.ME    EXEMPLi: 


M 


\ 


-,I> 


H 


!P 


:  Quel  clicniin  doit  suivra  an 
point  lumineux,  pour  aller  de 
A  eti  B,  dans  le  temps  le  plus 
court  possible?  On  snpjjosc 
(juo  les  niiiioux  auxquels  np- 
/  piu'iietmeiil  les  points  A,  li, 
sont  sé|)arés  par  un  plan  P, 
et  que  les  vitesses  du  point 
\^  i  lumineux  sont  a,  b. 

'f'  Evidemment,    le    chemin 

(•liei'ciié  est  composé  de  deux  ligues  droites.  En  outre, 
comme  ou  le  rec!)nnail  aisément,  le  plan  AMB  doit  con- 
tenif  la  nonnale  MÎN  au  j)lan  P. 

Cela  posé,  soient  p,  q,  r  les  distances  AC,  BD,  CD;  et 
a,  (3  les  angles  iVincidcnce  et  de  réfraction,  inconnus.  Le 
temps  employé  par  le  mobile  est 


1  = 


A  M 


BM 


u  ces  a 


b  ces  à 


De  plus, 


r  =  plg«  -4-  7  tgp. 


On  a  donc,  à  cause  de  dt  =  0  : 


p  sin  a  ,        r/  sin  S  . 

L _  (U  -+-  j f  dp  =  0, 


pdv.         qdp 


b  cos''6 


cos'a 


cos"p 


=  0. 


On  lire,  de  ces  équations, 


sin  a       sin  [3 
a  6 


(^) 


Celle-ci  exprime  la  loi  de  la  réfraction,  trouvée  par  Des- 
carîes. 


V 

6  =  '- 


448  CALCUL  DIFFÉRENTIEL. 

14».  Remarque.  —  Soit  B'  le  point  syméfrique  de  B. 

Si  l'on  considère  les  courbes 
-ï'  représentées  par 
u 
a 
chacune  d'elles  jouit  de  la  pro- 
priété exprimée  par  l'équation  (1).  Ces  courbes  sont  des 
ovales  de  Descnrtes  (*).  Parmi  toutes  ces  ovales,  il  y  en  a 
une  qui  louche  CD  au  point  inconnu  M. 

150.  Troisième  exemple  :  Trouver,  sur  la  circonférence 
AB  ,  vu  point  dont  la  distance  au 
point  donné  P  soit  maximum  ou 
minimum. 

Il  est  évident  que  B,  A  sont 
les  points  cherchés.  Néanmoins, 
la   rèiïle  ordinaire  conduit  à  un 


autre  résultat. 
Soient 


On  a 
d'où 


OA  =  a,     OP  =  c,     PM  =  ». 

«■  :^  (x  —  (•)-  -+-  y-,     x'-  -+-  if-  =  a"- 
y-  =  a-  -t-  c'  —  !2cx. 

du 


Si  l'on  égale  à  zéro  ^,  on  trouve  e  =  0;  ce  qui  n"a  p.as 
de  sens.  Cette  dilliculté,  signalée  par  M.  Liouville,  tient  à 
ce  que  la  variable  x  n'est  pas  complètement  arbitraire  : 
elle  doit  è;re  comprise  entre — a  et  -i-a.  Il  en  résulte  que 
si  l'on  considère,  par  exemple,  le  point  extrême  A,  on  n'ob- 
tiendra pas  les  points  voisins  en  faisant  x  =  o  ± // ;  ce  que 
l'on  a  supposé  (Au;.,  164).  Pour  rentrer  dans  la  iliéorie 
ordinaire,  il  sidlit  de  remplacer  .»•  par  une  vaiiable  arbi- 
traire. 


(*)  L'ellipse  en  est  un  cas  particulier. 
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Soit,  par  exemple,  jn  =  c  -i-  n  cos  w.  Alors 

w*  -+-  2c«  cos  u  -t-  c*  —  a*  =  0. 

On  lire,  de  celle  équation  : 

{u  -^-  c  cos  w)  u'  —  eu  sin  w  =  0, 
(m  H-  c  cos  «)  u"  —  '2cu'  sin  w  —  eu  cos  &;  =  0. 

m'  =  0  donne  sinw  =  0,  c'esi-à-dire  w  =  0,  w  =  7t.  En 
même  temps , 

CM  cos  « 

u"  = 


M  -H  C  COS  « 


CM 

1  "  Pour      ce  =  0 ,     m"  = >  0  :  miiiimian  ; 

a  -\-  c 

—  ^'' 

2°  co  =  TT,     «"  = <  0  :  maximum; 

a  —  c 

ce  qui  est  exact. 

Fonctions  implicites  d'une  seule  varialiie. 

151.  Nous  venons  de  traiter  un  exemple  de  ce  genre  de 
questions.  Pour  prendre  un  cas  moins  particulier,  suppo- 
sons qu'il  s'agisse  de  déterminer  le  maximum  d'une  fonc- 
tion M  de  X,  déterminée  par  les  équations 

F(M,x,y,x)  =  0,  (2) 

f{u,  X,7J,  z)  =  0,  (5) 

î>(m,x,  y,  z)  =  0.  (4) 

En  général ,  il  y  aurait  n  équations  entre  la  fonction  u, 
la  variable  indépendante  x  et  les  n  —  1  variables  auxiliaires 
y,  z,  t,  ... 

Si,  entre  les  équations  (2),  (5),  (4-),  on  pouvait  éliminer  rj 
etr;  et  si  l'on  pouvait  ensuite  résoudre  l'équation  finale, 
on  aurait  u  =  '^{x)\  après  quoi  Ton  poserait  ^  =  0,  ou 
simplement  rfM==0.  Différencions  donc  les  équations  pro- 
posées, en  supposant  dM  =  0.  Nous  aurons  ainsi  : 

29 
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rfF  dF  ,        <W  , 

-—ax-^ ay-+-— -«r  =  0,  (a) 

dx  dy  dz 

J^dx-i-J-du  -i--Ldz  =  0,  (G) 

ax  (lij    '        dz 

i±dx-^'4- dy  -^~-dz  =  0.  (7) 

dx  dy  dz 

Entre  ces  cqu;itions  difTéientiellcs ,  qui  détermineraient 
les  valeurs  des  ra|)|)orts  '—'  ^,  relatives  au  maximum  de 
n,  éliminons  dx,  dy,  dz;  nous  trouverons  une  équation 

rs{u,  x,y,  z)-=0  :  (8) 

en  la  joignant  aux  proposées,  on  pourra,  dans  cliatjue  cas 
particulier,  calculer  les  valeurs  de  x,  y,  z,  u,  qui  répon- 
dent à  la  question. 

158.  Méthode  des  mulliplkaleurs.  —  Au  lieu  d'opérer 
comme  nous  venons  de  le  dire,  on  peut  combiner,  par 
addition,  les  équations  (5),  (6),  (7),  après  avoir  multiplié 
les  deux  membres  de  deux  d'entre  elles  par  des  inconnues 
1,  (j..  Si  Ton  choisit  ces  facteurs  de  manière  à  rendre  nuls 
les  coefficients  de  dx,  dy,  le  coefïïcient  de  dz  est  pareille- 
ment nul,  et  Ton  a 

f/F         (//■         rfv  dF         df         d= 

dx  dx  dx  dy  dy  dy 

dF  df         d. 

dz  dz       '  dz 

Ces  nouvelles  relations  peuvent  tenir  lieu  des  équa- 
tions (3),  (6),  (7);  et,  si  Ion  élimine  /  et  a,  on  retombe 
sur  l'équation  (8);  savoir  : 

dFIdfd-,       dodf\       dFidfd-,       d.df\ 
dx  \dii  dz       dy  dz)       du  \dz  dx       dz  dx) 


dx  \dy  dz       dy  dzl       dy 
dF  (df  rff       f/?  df\ 
\dx  dy       dx  dy) 


dF  (( 


=  0. 
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FonedonM  «le  i>liiNleiir.««  variables  InilépendantCM. 

153.  Soit,  pour  fixer  les  idées,  ?<  =  F(x,  //,  z).  Si  u  est 
maximum  lorsque  a:  =  a,  y  =  b,  z  =  c,  on  a,  par  défini- 
tion du  UKiximum, 

F{a,b,c)  —  F{a±h,b±  k,  c  ±  /)  >  0, 

pour  des  valeurs  de  h,  k,  l  suffisanuncnt  petites.  De  là  ré- 
sulte, immédintement,  que  les  é(iuations 

dF  _  dF  r/F 

dx         '      dy         '      dz 

sont  vérifiées  par  x=a,  y  =  b,z  =  c.  Eu  effet,  (96) 

F  («-+-/?,  6-t-A-,  c+O  —  F {a,  b,  c)  =  ll/—-^-  k^-l  +  /  -,-)  +  R; 

\    da         do        de  I 

et,  si  les  coefficients  de  h,  k,  l  n'étaient  pas  nuls,  on  pour- 
rait, en  attribuant  à  ces  quantités  des  siiçnes  convenables 
et  des  valeurs  suffisamment  petites,  rendre 

F  [a  — h,  b  —  k,c  —  l)—F{a,b,c) 
et 

F(a-^  /(,  6-i-  /:,  0  -+-  l)  —  F{a,  b,  c) 

de  sig7ies  contraires  :  F  (a,  b,  c)  ne  serait  donc  ni  un  maxi- 
mum ni  un  minimum  de  F  (x,  y,  -). 

154.  Antre  démonslration.  —  Soient  d'abord  y=(ri(x), 
-  =  t];(x);  X  étant  la  variable  indépendante.  La  condition 

du 

dx 

devient 

dF      dF  f/F 
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Poiii'  revenir  ;iu  cas  où  /y  cl  z  sont  variables  indépen- 
dantes, il  suiîil  de  supposer  que  ç(x)  et  -^  (x)  soient  des 
fouillions  arbitraires.  Alors  Téquation  (9),  devant  avoir  lieu 
pour  loulcs  les  formes  possibles  de  o'(j)  et  de  'l' (y)-.  >e 
décompose  en 

(/F  (IF  ilF 

—  =0,     -r-=0,      — =0.  (10) 

«X  (1>J  clz 

ConditionM  du   iiiuxiuiuni  et   du   niinlnium. 

135.  Fonction  de  deux  variables.  —  Soil  d  abord 

u  =  F{x,y). 

Par  ce  qui  vient  d'être  démontré, 

1  rd-F  ,  f/-F  , ,      d'F  ,  1 

F(.^/„,*/.)-F(.,,)  =  -[_./,'-.'2^A/,-^-A-J-.K, 

j  et  //  remplaçant  a  et  b. 

IVous  admeitoiis  que,  poui"  des  valeurs  de  h,  k  >unisam- 
mcnt  petites,  le  signe  du  second  membre  est  celui  du  tri- 
nôme 

d'F  o_!Î!L//.      'HLli  —  T 

dx-  dxdij  d>f 

Pour  n'avoir  à  considérer  qu'une  seule  variahle,  rem- 
plaçons A;  par  fù  :  abstraction  faite  du  facteur  positif  h-,  T 

devient 

(/-F  r/-F  (/-F 

T^^""*"  -i~r''  ■*'T1' 

dy  dxdij  </x* 

Si  ce  nouveau  trinôme  est  nc(jatif(\Ui:\  que  soit  /,  F(.r,  y) 
sera  maximum. 

Pour  qu'il  en  soil  ainsi,  on  doit  avoir,  simultanément  : 

(/•F  /  d'F  \-      (^F    rf-F 
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Telles  sont  les  conditions  suflisanlcs  pour  qu'il  y  ait 
uiaximuni.  Do  même,  les  conditions  du  niininruni  sont 

(PF  I  dH'  y      d'F    d'F 

156.  Remarques.  —  I.  Si  les  valeurs  a,  b,  de  x  et  y,  qui 
annulent  ^»  ^,  annulaient  aussi  le  trinôme  T,  les  condi- 
tions du  niaxiniuni  et  du  niiiu'muni  deviendraient  beaucoup 
plus  difficiles  à  établir  ;  il  n'y  aurait  même,  dans  la  plupart 
des  cas,  ni  maxinriuni  ni  minimum. 

II.  Si  Ton  regarde  h  et  k  comme  des  coordonnées,  on 
voit  que  l'équation 

d*F.,  rf-F   ,         rf-F 

-—h'  -+-  2— -A/c  -f-  — /r  =  -  H 

dx  dxdy  dy 

représente  une  ellipse  proprement  dite.  Ceci  se  rapporte  au 
cas  du  maximum.  Dans  le  cas  contraire,  on  est  conduit  à 
la  relation 

(PF  ^  d'F  ^'^ i,2_ 

dx^  dxdy  dy^ 

ù  cause  de  ^^  >  0 ,  elle  représente  encore  une  ellipse. 
!.»'?.  Fonction  de  trois  variables.  —  Soit  maintenant 

n  =  F{x,y,z}. 

En  vertu  des  équations  (10),  on  a 

F  {x -\- h,y -^  k,z-i- l)  —  F[x,y,z) 
ird'F        d'F,,     d'F,^        d'F  ,,        d'F  „         d'F  , ,-] 
'itdx  dy  dz  dydz  dzdx  dxdy     J 

Représentons  le  polynôme  par 

Pih^  -+-  A'fc-  -4-  A'T-  -+-  2B/t/  -t-  2B7/«  -f-  2B"/j^- 

=  /r  [A  -t-  A'>^  -+-  A"p*  -4-  1^\iL  -f-  2B>  -t-  2B"i]. 
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Pour  le  maximum,  le  nouveau  polynôme  doit  èlre  ne'jra- 
///" quels  que  soient  /.  et  y..  Soit 

P  =  A';.'  -+-  2  (B.oi  -t-  B")  A  -+-  A'>-  -»-  2B'.a  -+-  A. 

On  doit  avoir 

A'  <  0,     (Ba  +  B")^  —  A'  (A"a-  -+-  2B'a  h-  A)  <  0. 
La  seconde  inégalité  équivaut  à 

(B-  —  X'\")i>}  H-  2(BB"—  A'BV  -+-  B"'  —  AA'<  0. 

Celle-ci,  qui  doit  avoir  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  it., 
se  déconqiose  en 

B^_A'A"<0,     (BB"— A'B'f  —  (B^  — A'A")(B"-  — AA')  <0. 

Enfin,  si  Ton  développe  cette  dernière  inégalité,  et  que 
Ton  ait  égard  à  la  condilion  A'<0,  on  trouve 

AB-  -\-  A'B-  -+-  A"B"-  —  AA  A"  —  2BB  B"  >  0. 

Ainsi,  les  conditions  suffisantes  pour  qu'il  y  ;iit  maximum 

sont  : 

A'<0,     B*-A'A"<0,  ) 

AB-  -+-  AB-  H-  A"B  "-  —  AA'A"  —  2BB'B"  >  0.     V  ' 
158.  Remarque.  —  Klles  conduisent  à  celles-ci  : 
A"<0,     A<0,     B'-— A"A<0,     B'^  — AA   <0; 
(juc  Ton  pourrait  trouver  dinclcmenL 

ApplIcntioiiN. 

15».   I.  Trouver  le  madinium  et  !e  jnininium  de 
«*  =  x'  -+-  if  -+-  Z', 

en  supposant 

x'       (/•       z' 

■   *    -^     M    -+-   "1  =     '  '         "    >    ^'    >    C. 
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Eliminani  z-,  on  a 

puis 

x  =  0,    y  =  0,     î/ = -+- c. 

Cette  valeur  du  rayon  vecteur  est  un  minimum.  En  clïet, 
si  l'on  prend  les  dérivées  secondes,  on  trouve 

ilru  é  dSi  (Pu  c* 

dx^  a*  dxd}/         '         dy^  b'' 


donc 


d'^u  d'^u  I  d'u  y      dh(    d'u 

X'         '      dir         '      \dxdu)       dx^    dii^ 


dx'  dif'  \dxdyl        dx^    d\f 

t«0.  Si  l'on  avait  éliminé  x-,  on  aurait  trouvé,  de  la 
même  manière , 

y  =  0,     z  =  0,     tf  =  -4-«; 

et  cette  valeur  de  u  est  un  maximutn.  Enlin  l'élimination 
de  y-  conduit  à 

cette  valeur  de  u  n'est  ni  un  maximum  ni  un  minimum. 
Elle  donne,  en  effet  : 

dhi      i  I        b^\        d-u  _         dhi __\  I        h' 
'd^^bV'^'^V      lbûh~^'     d?~bV~é 

Ainsi 

d-u  d^u 

etc. 

161.  Remarciue.  —  Dans  cet  exemple  très-simple,  il  a 
fallu ,  pour  ne  laisser  échapper  aucune  solution,  mettre  la 
valeur  de  u"^  sous  trois  formes  différentes.  Cette  circon- 
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stance  paraît  se  rattacher  à  celle  qui  a  été  signalée  dans 
le  cas  des  fonctions  d'une  seule  variable  (150)  :  quand  on 
écrit 


-+-c% 


on  ne  trouve  pas  le  maximum  a,  parce  qucx  ne  peut  sur- 
passer a. 

tG9.  II.  Perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  sur  titi 
plan.  —  Les  équations  du  problème  sont  (*) 

u^  =  or*  H-  7"  -+-  r*  -f-  2yz  ces  a  -H  2zx  cos  p  -♦-  Sxy  ces  y, 
X       y       z 
abc 

Le  minimum  de  m  est  déterminé  par  les  équations  diffé- 
rentielles : 

{x  -\-  z  cos  p  -f-  y  cos  r)  rfx  -t-  (y  -+-  x  oos  r  -+-  "  ces  a)  dy 
-+-  (c  -+-  y  cos  a  -+-  X  cos  p)  dz  =  0, 

-  ax  -+-  --  a  y  h —  dr  =  0. 
a  0  c 

Si  l'on  emploie  la  méthode  drt  nndtipUcateur  (i5«), 
on  peut  choisir  1  de  manière  à  rendre  nul  le  coefficient 
de  dx\  après  quoi,  dy  ei  dz  élanl  des  accroisscmcnls  arbi- 
traires, leurs  cocfticients  doivent  être  séparément  nuis. 
On  a  donc 

—  -4-  X  -+-  c  cos  3  -t-  ?/  cos  1'  =  0,     --+-»/  -t-  X  cos  >'  -4-  z  cos  a  =  0, 

a  '  b 

~  -^  z  -^  y  cos  a  -H  X  cos  (3  =  0. 

L'élimination  de  1  conduit  aux  équations  de  la  perpen- 
diculaire : 

(*)  Manuel  des  Carididats,  l.  Il,  p.  31. 
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x-^-zcosp-^yoosy      ■y-t-a:oosy-4-2COsa      s-+-?yco';ot-4-a:cosS 

i  i  ~  4 

ri  6  C 

De  plus ,  chacun  de  ces  rapports  égale  ti^. 

les.  Remarqtie.  —  Le  problème  revient  à  déterminer, 
parmi  tous  les  points  (Vitn  plan,  celui  dont  la  distance  à 
l'origine  est  la  plus  petite  possible  :  c'est  une  question  de 
minimum  relatif.  Or,  si  Ion  chei'che  le  minimum  absolu  de 

,      (^     y     ~ 

\«       6       c 

M^  étant  la  même  fonction  que  ci-dessus,  on  retombe  sur 
les  équations  précédentes.  Par  conséquent,  la  méthode  des 
multiplicateurs  revient  à  substituer  un  problème  de  mini- 
mum absolu  à  un  jwoblème  de  minimum  relatif. 

1G4.  III.  Mener  un  plan  tangent  à  un  ellipsoïde  donné, 
de  inanière  que  le  triangle  formé  par  les  intersections  de  ce 
plan,  avec  les  plans  principaux,  ait  une  aire  minimum. 

L'équation  de  rdlipsoïde  étant 

X'        î/-       z^ 

--+-f,-t--=l,  (14) 

a-        b-       c. 

si  l'on  appelle  <p  l'aire  du  triangle  déterminé  par  le  plan 
tangent  au  point  (x,  y,  z),  et  que  l'on  fasse 

(15) 


(IG) 
(17) 


X- 
a^ 

y- 
b"-' 

=  v. 

à 

=  u- 

l'équation 

(14)  devient 

u  -+-  r  -4-  u'  = 

=  1; 

et  l'on  trouve  aisément 

4,' 

1 

lu 

1 1 

V 
.1 , 

wA 

a'b'à 

uvw 

\a- 

b'-^ 

?■) 
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La  condition  d(p  =  0  conduit  à 

OU 

^  (v       v:\  (lu 

^  W       cV   u 
De  plus, 

du  -t-  t/u  -+-  dw  =  0. 

Relrnncliant,  membre  à  membre,  les  dernières  équations, 
après  avoir  divisé  par  /  tous  les  termes  de  la  seconde, 
on  trouve 

6         c  /  u       /  \c-       a'J  V        ; 

a        67  IV       A 
OU 

V        w       u  w        u        V  u        V        w 

^  0,  --+---7  =  0,        +---  =  0.(19) 

0        c        a  r       a         j^  a        b         i 

L'élimination  de  w  donne 

(\        \\  M        1 

V— -+--  =  ?<— -t-- 

puis,  à  cause  de  la  symétrie,  et   par    les   propriétés  des 
proportions  : 

u  V  w  i 


a 


r-f-;,/       «*-+-;       6*-t-;       c*-4-i 


—    H 1 

a*       6*        c' 


-^ (20) 


O*  -+-  i  /»'-+-/  f *  H-  i 
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On  conclut  encore,  des  équations  (10), 


(u        V       uA       1 


Donc 


3_ 


a^  h^  â  y.  /  /  3 


a^-^X       6*-f-a       c^-h/.       ic^-h)^       6'^-t-À       c^-4-/ 

On  a  ainsi,  pour  délcrniiner  ).,  l'une  ou  Tautre  des  équa- 
tions 


a'  b'  c' 

4--—- =2.  (22) 


Celle-ci,  développée,  devient 

2^5  -+-  (a"-  +  6^  -+-  c^)  /2  —  a^ô'^c'  =  0. 

Les  équations  (20)  et  (21)  donnent 

la*                   1      6*  1      c' 

M  =  — >      y  =  -  — 5      w 


2  a'  H-  >  2  6'-+-/  2  c'  -t- 

puis,  par  les  formules  (15)  : 


**       2  a*  -t-  /  '      ^        2  6*-+-/'      ^        2  c*  -+-  /  ' 

165.  Soit  d  la  distance  du  centre  au  plan  tangent. 
On  a,  par  une  formule  connue, 

1  X*       v'       ^' 

d*  a*       6*       c* 
ou 

1  _  1  /    1  1  1 

rf*  ""  2  la*  V7  "*"  6*  +  /  ■*"  â  -+-  >, 
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OU  encore,  d'après  réquation  (21), 

fl««.  Remarques.  —  1.  Si  Ton  fait  /.  =  ^^  on  a,  au  lieu 
(le  récjualion  (25)  : 

«'  —  {a-  -4-  h-  -+-  r)  /  —  ^ubc  =  0; 

et  alors,  d'après  un  problème  contenu  dans  VArilhmétifjue 
universelle  de  Newton,  t  est  le  diamètre  du  demi-cercle 
auquel  on  peut  inscrire  trois  cordes  consécutives,  égales  à 
des  droites  données  a,  b,  c. 

n.  Au  moyen  de  celte  transformation, 

al)c 

dr=2 ^ 

t 

et 


Q  =  -\/\bc  -^  ai)  [ca  -+-  bt)[ab  -+-  et). 

t©?.  IV.  Déterminer  les  axes  de  la  section  faite  dans  un 
ellipsoïde,  par  un  plan  diamétral  donné.  De 

X*        t/-        -* 
a         b         c* 

ccx  -+-  Sy  -t-  yz^O,  (25) 

«'  =  x-  -+-  ^'  -+-  z-,  (i>C.) 

on  déduit,  puisque  n  doit  être  maxiinum  ou  ininimum  : 

X  1/  z 

—  dx  -»-  --  du  -¥-  —dz  =  0, 

o"  b'  (" 

adx   H-  Sf/»/  -+-  ■>y/c  =  0, 

xdx  -f-  t/f/f/  -t-  crfz  =  0. 

La  méthode  des  multiplicateurs  (151)  donne  ensuite 
X  y  z 

—  =  id:-+-fAZ,        —  =r  ).iy  -H  u3,        —  =ir-+-a-'-.      (27) 
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Si  Ton  combine,  par  addition,  ces  équations  (21),  après 
multiplication  par  x,  y,  z,  et  que  Ton  ail  égard  aux  rela- 
tions données,  on  trouve 

1 

aSi^uLu.  b^ii'^nP  c'w'jutr 

^'^^i^^a''      ^^^?^rfc"2'      ^^^TIT^' 

puis,  en  substituant  dans  les  équations  (24),  (26)  : 


^^    l  •II"   .    /ï\"  ^" 


{xr  —  af  '    ^[u^  —  éf 

Pour  éb'miner  p.'^,  il  suffit  de  retrancher,  membre  à 
membre,  les  deux  dernières  égalités.  On  obtient  ainsi 

aV^  6^&^  cV 


M*  —  é       là  —  b 

équation  bicarrée  :  les  valeurs  de  m'^,  qui  y  satisfont,  repié- 
sentant  les  carrés  des  demi-axes  de  la  section  (*). 

I.  Décomposer  un  nombre  a  en  n  parties  positives 
X,  y,  z,  ...,  de  manière  que  Ix'^-hZx!/  soit  un  minimum. 

II.  On  donne  a[*=?/*,  et  Ton  demande  le  maximum  ou 
le  minimum  de  y. 

III.  Trouver  un  point  tel,  que  la  somme  de  ses  distances, 
aux  sommets  d'un  triangle  donné,  soit  un  minimum.  Cal- 
culer ce  minimum. 

(*)  Ce  résultat,  qui  reçoit  son  application  dans  la  théorie  de  la  surface 
des  ondes,  est  connu  sous  le  nom  de  Théorème  de  Sedley  Taylor.  (Nou- 
velles Annales,  t.  XX,  p.  113.) 
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IV.  Tracer  une  anse  de  panier  AfiA  ,  Ji  trois  rentres  C, 
D,  C,  de  manière  que  le  rapport  des  rayons  BD,  AC,  soit 
minimum  (on  donne  OA  =  OA'=a,  0B  =  6). 

V.  Parmi  toutes  les  ellipses  inscrites  à  un  rectangle 
donné,  laquelle  est  la  plus  grande  en  surface?  Laquelle 
est  la  i)lus  pelite? 

VI.  A  une  ellipse  donnée,  mener  une  tangente  telle, 
que  le  segment  de  cette  droite,  compris  entre  les  axes,  soit 
minimum. 

\  II.  Au  moyen  des  relations 

-1     X  -+-  î/  -+-  z  =  a,     yz  -\-  zx  -\-  xy\=  o*, 


x-  -4-  2/  -+-  z- 

déterminer  le  maximum  ou  le  minimum  de  u. 

VIII.  Trouver  le  maximum  de  u  =  x"'y''z^,  en  suppo- 
sant x-h  y-^z  =  a. 

IX.  Sachant  que  x^-^y''  —  2x-  —  '2i/-  =  0,  trouver  le 
maximum  de  ^• 

X.  Trouver  le  maximum  de 


(a  -+-  X,)  (x,  ■+■  Xi) ...  (x„_i  ■+-  x„)  (x„  -+-  6) 

XI.  Théorème.  —  De  toutes  les  ellipses  circonscrites  à 
un  même  triangle,  la  plus  petite  a  pour  centre  le  centre  de 
gravité  du  triangle.  (Eiler.) 

XII.  Théorème.  —  De  toutes  les  pyramides  ayant  même 
angle  polyèdre  au  so)nniet  et  même  hauteur,  la  plus  petite 
en  volume  a,  pour  centre  de  gravité  de  la  base,  le  pied  de 
la  hauteur  (*). 

(*)  .Mélanges  malhématiques,  p.  oo. 
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IT. 

APPLICATIONS  GÉOMÉTflIOUES. 


CHAPITRE  XII. 

DISCUSSION  DES  COURBES  PLANES  (*). 
FquatlonM  de  la  tangente  et  de  la  normale. 

168.  Tangente.  —  Si 

représente  une  courbe  plane,  rapj)orlée  à  des  axes  rectan- 
gulaires ou  obliques,  la  tangente  au  j)oint  (x,  y)  a  pour 
coefficient  angulaire  TC^O^df  (PP-  ^^S  et  553). 
L'équation  de  cette  droite  est  donc 

'■-^-|(-^-^'-  (^' 

169.  Plus  généralement,  la  courbe  étant  définie  par 

F(x,»/)  =  0,  (3) 

(*)  Les  notions  relatives  à  la  tangente,  à  la  normale,  au  sens  de  la 
convexité,  etc.,  que  nous  réunissons  dans  ce  chapitre,  complètent  la 
Théorie  de  la  discussion  des  courbes  planes,  donnée  dans  les  éléments 
(voir,  par  exemple.  Manuel  des  Candidats  à  l'École  polytechnique,  t.  II, 
pp.  531,  575,490). 
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un  a  (34) 

ÉRENTIE 

(IV 

dx 

'dF' 

<'/ 

donc  réqualion  de  la  tangente 

devient 

f/F  dF 

(V-I,)^-(X-.)-=0, 

ou 

dF  dF  dF  dF 

Y— -+-X  — =  »/—-+- x  —  .  (4) 

dy  dx  dij  dx 

170.  Remarque.  —  Quand  Téquation  (3)  est  algébrique 
et  de  degré  ?«,  on  peut,  au  moyen  du  Théorème  des  fonc- 
tions homofjènes  (loo),  remplacer  le  second  membre  de 
l'équation  (4)  par  un  polynôme  dont  le  degré  soit  inférieur 
à  m. 

En  effet,  si  Ton  suppose 

F  (^,  !/)  =  U„.  -^  U».-.  -+-  -  -+-  U.  -+-  l'o, 
on  a  (tOî) 

dF         dF 
dy  dx 

fît.  Exemple  :  L'équation  de  la  tangente  au  fuliiun  de 
Descartes,  représenté  par  x^  -h  1/''  —  3x//=0,  esl 

{t/-x)\-^{x^-!j)X  +  xy  =  0. 

t'y*.  Normale.  —  Lorsque  les  axes  sont  rectangulaires, 
l'équation  de  la  normale  est 

dx 

ou  plutôt 

X  —  -r       Y  —  y 

~dF~^'~dF 

dx  dy 
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Soua-tangeute,  sont^-iiormale. 

ITS.  L'inspociion  (k-  la  ligiiio  |)r()in('  que  : 


TP  =  sous-tungente' 

_MP_     dx         j 

tga       •   dy  [ 

PN  =  sous-?ionnale  i 


(S) 


=  MPt£:a 


g  a  =  y 


dx 


«Sens  do   la  couvexité  ou  de  la  concavité. 

194.  Quand  un  arc  de  courbe  AMB  est  shuô  au-dessous 

de  chacune  de  ses  tangenles 
TT',  il  tourne  sa  convexité 
vers  le  haut  de  la  figure,  et 
sa  concavité  vers  le  bas.  Le 
contraire  a  lieu  quand  l'arc 
est  au-dessus  de  toutes  ses 
tangentes  (*). 

lîS.  On  a  vu,  dans  un 
cas  parlicuher  (Alg.,  378), 
(]unn  arc  tourne  sa  convexité 
vers  le  haut  ou  vers  le  bas 

de  la  figure,  selon  que  ï"  (x)  est  négative  ou  positive.  La 

même  proposition  subsiste  en  général. 

(*)  Si,  par  la  pensée,  od  matérialise  la  courbe,  de  manière  à  lui  doimer 
une  certaine  épaisseur,  la  convexité  est  le  bord  qui  regarde  la  tangente  : 
c'est  la  partie  bombée.  La  concavité  est,  conformément  à  Télymologie,  la 
partie  creuse  de  la  courbe. 
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Soicni  X  et  y==f(x)  les  cnonJonnécs  du  point  M,  coni- 

iiuin  il   la  courbe  et 
;i  lîi  lariiiente  TT'. 

La  (liiïérenec  en- 
tre les  ordonnées  di' 
deux  points  eorres- 
poncJants  est 

M'P  _QP'  = 

/•(x+/0-f/(xK/,/'(r)], 

I .  -i 

Si  donc  f  "  (x)  est  posilice,  on  a,  pour  des  valeurs  de  \\ 
suffi samment  petites,  f(x -h  li)  >  f  (x)  H- hf'(x)  :  dans  les 
environs  du  point  de  eontacl,  la  courbe  est  au-dessus  de  In 
tangente;  etc. 

ItG.  Remarque.  —  De  /*'(x)>0,  on  conclut  (Au;.,  16ï) 
(|ue  /"  (x)  croit  avec  x.  Au  contraire,  si  la  courbe  est  con- 
vexe vers  le  haut  de  la  (ifjure,  f  (x)  décroit  quand  \  aug- 
mente. 

PoiiifN  iriiinoxiolt. 


fîî.  Ces  points  sont  ceux  où  la  concavitr  change  de  sens: 
si  l'arc  ABI  est  convexe  \ers  le  bas 
de  la  ligure,  et  (pie  le  contraire  ait 
lieu  pour  lare  ICD,  I  est  un  point 
d'inflexion. 

La  r(iu;n(|ue  précédente  con- 
duit à  celte  autre  déliiiiliou ,  ipie 
nous  a\ons  déjà  donnée  (Arc, 
818)  : 
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les  points  (Vinflexion  d'une  courbe  sont  ceux  où  le  coefjl- 
dent  anrjnlaire  de  la  tanr/onte  devient  maximum  ou  mi- 
nimum. 

fîS.  Remarque.  —  U'aprôs  la  première  définition  :  en 
un  point  d'in/lcrion  \,  la  tanfjente  TT'  traverse  la  conrhe. 

fîO.  Détermination  des  points  d'inflexion.  —  Les  va- 
leurs de  X  (|ui  rendent /"(3c)  maximum  ou  minimum  sont, 
ordinairement,  racines  de/""(3c)  =  0  (i40)  :  cette  équation 
détermine  donc,  ordinairement  aussi,  les  abscisses  des 
j)oints  d'inflexion  de  la  courbe. 

180.  Remarques.  —  I.  Si  une  racine  a,  de  /'"(x)  =  0, 
annule  /"'"(a),  elle  peut  ne  pas  correspondre  à  un  point 
d'inflexion.  Par  exemple,  ij=x^^  représente  une  courbe  (jui 
a  l'aspect  de  la  parabole  ordinaire;  et  cependant /'"(x)  =  0 
donne  a:  =  0;  mais  ce  nombre  est  racine  de  f"'Çx)  =  0. 

II.  Plus  généralement,  si  a  annule  f"'(x)y  A" (•'")'  •■•' 
/""(x),  sans  annuler  [""^'(x),  il  n'y  a  pas  inflexion  quand  n 
est  impair;  il  y  a  inflexion  dans  le  cas  contraire.  La  démon- 
stration est  toute  semblable  à  celle  que  l'on  a  vue  dans  la 
tbéorie  des  maximums  (l46). 

III.  Quelquefois  les  points  d'inflexion  peuvent  être  dé- 
terminés par  l'équation  /"(a)  =  00  :  dans  Xa^  première  para- 
bole cubique,  représentée  par  y  =  x%  l'origine  est  évidem- 
ment un  point  d'inflexion;  et  y"  =  —  |a;~^  devient  infinie 
pour  x  =  0.  Mais,  si  l'on  cbange  x  en  y  ei  y  en  x,  l'équa- 
tion de  la  courbe  devient  7/  =  x'',  et  la  règle  ordinaire 
est  applicable. 

Uifrérentielle  de  l'arc  d'une  courbe. 

181.  Représentons  par  S  la  longueur  d'un  arc  quelconque 
AM,  comptée  à  partir  d'un  point  fixe  ou  origine  A.  Soient  : 
.T,  y  les  coordonnées  rectangulaires  de  M;  x+Ax,  y  +  ày 
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les  coordonnées  dun  seeond  poinl  M  de  la  courbe  AM, 
iiiliniiiient  \oisin  de  M;  As,  raceroisscinent  MM'  de  AM; 

r,  la  longueur  de  la  coide 
s       M  M.  On  a 

c'=(AX)--+-(At/)', 

el(ll) 
donc 

puis,  si  l'on  ap|)tlle  t  la  variaMc  indépendante, 


La  »|uanlilé  s  s'annule  en  même  lemjjs  que  A/  (^1 1  )  (*)  : 
à  la  limite,  l'équation  devient  donc 


ou 


jHW-i:^' 


ds'  =  (Ix^  -+-  (lij^, 


(6) 


quelle  que  soit  la  variable  indépemlante. 

IH2.  Angles  de  la  tanrjente  avec  les  axes.  —  En  les  dé- 
siirnant  para,  (3,  on  a,  en  vertu  de  la  dernière  relation 


<'i  de  la  formule  tira  =  :j^ 

~  dx 


dx  dy 

CCS  a  =  —  »     CCS  S  ^  sin  a  =  — 
ds  '  ds 


(7) 


(*)  On  va  voir,  mais  cola  esl  iiidifl'éreiit  pour  la  demouslralion ,  que 
isl  un  infiniment  petit  du  deuxième  ordre. 
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f  «3.  Longuevrs  do  la  tangente  et  de  la  normale. 
Ton  se  rrporfo  au  n"  173.  on  trouve 


4Gn 
-  Si 


MT 


MN 


tangente 
normale  ■■ 


y 


y 


ds 
(ty 

y         (is 
—  ^^yr' 

CCS  a  dx 


.)(8) 


184.  Théorème.  —  La  différence  entre  un  arc  infiniment 
petit  et  sa  corde  est  une  ciuantilé  du  troisième  ordre. 

L'are  AMB  =  .'<  étant  suiiposé  assez  petit  pour  (pi'il  soit 
convexe,  menons  la  corde  AB  =  c  et 
les  tangentes  AC,  BC.  Soient  a,  (3  les 
angles  ABC,  BAC  :  ces  angles  sont 
infiniment  petits,  puisqu'ils  s'annu- 
lent quand  le  jjoint  B,  supposé  mo- 
bile, vient  coïncider  avec  le  point 
fixe  A.  La  longueur  s  est  comprise 
BC  ;  donc 


entre  c  cl  AC 


s  —  c<^  AC  -f-  BC 


c. 


ou 


rsin  a  -+-  sin  3         "1 

<n-— 7 7t~^  h 

L  sin   a  H-  3  J 


ou  encore,  par  une  transformation  simple, 


s  —  c  -C 


.    \       .1 

c  sm  —  a  sm  -  3 
:2  2' 


CCS  -  (a  -+-  p) 


Le  dénominateur  a  pour  limite  1  ;  les  trois  facteurs  du 
numérateur  sont  infiniment  petits;  donc,  c  étant  pris  pour 
infiniment  petit  principal,  s  —  c  est  du  troisième  ordre. 
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185.  RoiKu-que.  —  Si  Ton  reniplai.e  Tore  AMB--=6-  par 
j^  la  circonférence  osculatn'ce  (*),  on  a 

A' 


.    ,  -M  s' 

c  ^=  ''2a  sin    —  =  s :  -+- 

\âp/  24p^ 

donc                                .8^ 
s  —  c  < • 

2V 

JExetTirfa. 


I.  Discuicr  les  courbes  représentées  par 

y  ={x  -+-  ])2''_x'"  — 2x— 1  (*'),     y  =  xsin-5 


y  ^=  X sin  X 


X 

x'— 1 


-igxr"),  /=x±\/^- 

D  V  X 

2/-=x±W— — .      f/-  =  x±\/ 


/x'  —  1 


X  -+-  J 


1/'-+-  X*— 'JG/— 100x-  =  0,     x'-t-»/*  — 2x-  — 2^-  =  0, 


(a-x-  -+-  b-ij^f  =  (a'x'  -t-  6*»/')',     y-  ^  x  ±  l^x  —  x% 


1/  «X*  -H  6x  -4-  c ,      »/" 


=  xdb\/ 


bx 


X  -+-  </ 

et  trouver,  pour  chacune,  la  valeur  de  ds-. 
II.  Mêmes  questions  pour 

\  ers  quelles  limites  tendent  les  deux  dernières  courbes, 
quand  n  augmente  indéfiniment? 

(*)     Voirau  Chap.  XIV. 
(")    Voir  p.  305. 
("*)  Voir  p.  iôô. 

(*•**)  Courbe  du  diable.  Elle  se  compose  de  deux  branches  inGnies  el 
d'une  sorte  de  huit  donl  la  forme  se  rapproche  de  celle  du  jouel  appelé 
(linblc.  La  discussion  de  celte  courbe  remarquable  se  trouve  dans  le  grand 
Traité  de  Lacroix. 
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III.  Délormiiicr  les  points  (riiincxioii  des  combes  doiil 
les  éqiKitioiis  sont  : 


/  I  —  a 


5       X" -+-?/=  «',       X    —  «'X" -H  «'^  =  0, 

X 

X  -\-  y  —  ^  sin  [y  —  x  —  I)  z=  (),     _i/  =  6  -+-  (x  —  u)". 


t/*  =  X  ±  V  X'  —  rix  -4-  5  (*). 


CHAPITKt:  XIII. 

SUITE.  —  EMPLOI  DES  COORDONNÉES  POLAIRES. 


186.  Direction  de  la  tangente.  —  Soient  n,  w  les  coor- 
B  données  du  point  M  d'une  courbe 
AB  ;  et  m  -i-  A' ,  co  -+-  /i  les  coor- 
données du  point  M'.  En  menant 
]MP  perpendiculaire  à  O.M  ,  on 
a ,  dans  le  triangle  rectangle 
MPM  : 


\^yv. 


MP 


u  sin  h 


MP       »  -+-  /v  —  u  cos  h 


u  sin  h 


—  Il  sin  '  -  h 


(*)   Dans  ce  dernier  exemple,  l'équation  qui  donne  les  abscisses  des 

points  d'inflexion  est 

a;»  — i-2x^-+-5  =  0. 

On  peut  la  résoudre  complètement  [Nouvelle  Correspondance  mathéma- 
tique, lonie  il ,  pp.  -22\  et  365). 
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puis 

tg  V=lim  tgM'  = 

ou  encore 
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sin  A 


u  lim 


sin--/i 
I    .     /'•       1       .             "2 
liin  —  H —  H  liin 

du 
tgV  =  u-— 
a» 


u 

u 

,.     k 

u' 

lim  - 
h 

(1) 


18*.  Reu>ar(pie.  —  On  nriivc  plus  rapidement  ù  r-eite 
formule  au  moyen  des  indniiiienl  peiiis.  Kn  négligeant  les 
([iiantilés  du  deuxième  ordre,  on  peut  regaidei-  OP  comme 
étant  égal  à  O.M;  donc  tg  -^t^*^'  Mais  l'angle  M  difTér.^ 
infiniment  peu  de  M;  donc,  etc. 

t8S.  Sons-tanfje?ïtc>,  sous-normale.  —  Si  l'on  mène,  par 
le  pôle,  la  perpendiculaire  TiX  au  rajon  vecteur,  les  seg- 
menis  de  cette  droite,  déterminés  par  la  tangente  et  par  la 
normale,  sont  appelés  sous-tanfjente  et  sous-normale.  Donc 


OT 


sous-tangente  =  OM  tg  V  =  u'  — ■>  (2) 

(lu 


ON  =  sous-tiornude  -=  OMcotV 


du 


(3) 


Cette  dernière  valeur  doit  être  remarcjuée,  à  cause  de 

sa  simplicité  (*). 

t«».  Différentielle  de  Varc.  —  Le  triangle  MPM'  donne, 

immédiatement, 

ds-  =  du-  -+-  jrr/co*,  (4) 

relation  à  laquelle  on  arri\c  aussi  («»)  en  partant  ilo 

ds^  =  dx-  -H  dy-,     x  =  u  ces  w,     y  =  m  sin  &.-. 

f»0.  Angle  de  la  tangente  arec  l'axe  polaire.  —  L'angle 

a  est  extérieur  au  triangle  ()(1.M  ;  donc 

u 
a  ^-  -    H  V  =  u  -+-  arc  Ig  —  •  (5) 


(*)  Il  on  iTsultc  le  tlii'oivmo  sur  li's  conchoïdes  (••). 
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t»l.  Points  iVinfloxion.  —  ('c  sont  eoux  pour  lesquels 
a  devienl  maximiirii  on  miniinnin  (lî"?);  donc  ils  sont 
déterminés  par  Téqualion 

0-^1  -^ =1  -+- 


(h  u'^  -+-  M* 

OU 

tr  -\-  2w'"  —  ini"  =  0.  {(>) 

1»«.  Remarque.  —  Si  Téqualion  de  la  courbe  peut  être 
mise  sous  la  forme  m  =  ^?^)j  on  a 

'  =  — 11,     —  =  _1, 

a  =  « — arctg  — ;  (7) 

puis,  au  lieu  de  Téqualion  (fi), 

0  =  1 —» 


©     -+-  y 

ou  enfin 

î>  +  ./'  =  0.  (8) 

193.  Application.  —  Soit 

1 


1 

1 COS  ico 

:2 


ce  qui  donne 


1 

o  =  l cos4w,     o'=2sin4w,     o"  =  8cos4». 

'  et  ' 


L'équation  (8)  devient 


15 

1   H COS  4&:  =  0. 

9 
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Les  points  d'inflexion  sont  donc  déterminés  pnr  les  formules 

1o 


-2  1 

cos  4«  =  —  — 5      u  = 

15 


I  H 


Si  Ton  considère  le  premier  qu;iri  de  la 
courbe ,  on  trouve  quil  a  la  forme  indiquée 
\j'  ci-contro.  Pour  le  point  d'inflexion  I,  la  valeur 
i        de  4w  est  comprise  entre  |  et  |  tt  ;  donc 


ïï<'<ô' 


La  formule  (7)  peut  èlrc  écrite  ainsi  : 

lu  Ci : 


lga  = 


i  -H  —  tS  « 


Pour  calculer  cette  valeur,  remarquons  d'abord  que, 
d'après  les  inégalités  précédentes, 


sin4ci  =  -H 


Jg"=-+- 


/«: 


1—  —=-+-— \/:2t2l,     cos2cc=-t-\/  — 


[/ôO  —  \    13 

Ht 


Vô 


lo 


puis 


\/ÔO  — 1/13 


8 


tSa  = 


l    17 


\^±2\  \  '300  — 'il 


S(\/  50--\     13)         S\    30  M   m     1 
I7\     13 


z\    !'• 
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Le  luiinrraliHir  est  iiéj;;air;  doiil  la  langeiite  en  I  l'ail, 
avee  OA,  un  angle  oblus.  Au  ujoyen  des  lahles  Uigono- 
niélriqucs,  on  Irouve  a=178°47'. 

1.  Trouver  les  points  dinflexion  des  courbes  icprcsen- 
tées  par 

I  \  I 


>     « 


18  I  \         '2 

1  —  —  ces  —  ic  1 COS  C«  1 COS  —  ic 

0        5  6  2        5 

a-                 a                                                     ^        ,sin5cc 
«  =— î     i^  = -f-o(),     «  =  a(tgcc  — 1),     if^ir 

ce  COS  ce  COS  ce 

IL   Théorème.  —  Une  courbe  AMD  étant  définie  par 

r  équation 

F  [il,  v)  =  0 

entre  les  coordonnées  bipolaires  u ,  v  ;  si  l'on  prend  les  dis- 
tances 3Li,  Mb,  proportion- 

M „        <    dF     dF       ,  ,, 

yK     -^  nelles  a  -j-^  -j-,   et  que  Ion 

*  j8^^  flc/ièfc     le     parallélorj ranime 

^  MaiNb,  la  diagonale  ^LN  est 

0\     normale,  en  M,  à  la  courbe. 
IIL    Appliquer  cette  con- 
struction à  Voiale  de  Descartes,  leprésentée  par 

tl  V 

a       u 

IV.  Exprimer  6/^-  en  fonclion  de  u,  v  et  de  leurs  diffé- 
rentielles. 

V.  Que  deviennent  les  formules  demandées,  si  les  coor- 
données îi,  V  sont  remplacées  par  w,  G? 

(*)  Conchoïde.  Voir  p.  550. 
(")  Voir  p.  448. 
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CriAPITHi:  MV. 

CONTACT,  OSCLLATION  ET  COURBURE  DES  LIGNES  PLANES. 


Contact  et  ONCulation. 

194.  Divers  ordres  de  contacts.  —  Soiciii   )/  =  f(x), 
tj  ^     y  =  o{x)  les  équations  de  deux 

courbes  MA.  MB  ayant  un  point 
A  commun  M.  II  en  résulte 

M  M' •  =  0  =  /"(x  -1-  h)  _  =  (x  -+-  /») 

=  /i[/'(x)-v'(x)-+-f]. 


p^~^x    £  désignant,  suivant  Tusaire.  un 
infiniment  petit,  de  même  ordre  que  h. 

Si  MA,  MB  ont  une  tangente  commune  MT,/"(jr)=^cp'(x); 
donc 

£,  s'annulant  avec  }i  :  on  dit  que  les  deux  courbes  ont  un 
contact  du  premier  ordre. 

Si,  axec  f'(x)  =  Qj'{x),  on  a  /""(x)  =  3'(j),  la  diffé- 
rence des  ordonnés  M'P',  M"P'  devient 

<?  =  -p|^[/"'W-?"'W-^f.]: 

il  y  n  contact  du  deuxième  ordre;  et  ainsi  de  suite. 

t».».    Retnarque.  —  Ouand   le  contact  est  de  jiremiiT 
ordre,  <î  ne  change  pas  de  signe  a\ic  //  :  près  du  point  de 
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coulact,  l'uni'  dos  courbes  est  inlérieurc  à  l'autre.  Vu  con- 
iraire,  le  coulact  éinnt  du  deuxième  ordre,  'j  change  de 
signe  en  même  temps  que  h  :  les  deux  courbes  sont  sécantes. 
Cette  propiiélé  est  générale  :  suivant  que  l'ordre  du  con- 
tact est  pair  ou  impair,  les  deux  lignes  sont  tangentes  et 
sécantes,  ou  siniplenient  tangentes. 

19».  Si  les  eourbes  MA,  MB  ont  un  coniaci  d'ordre  n, 
et  qu'une  courbe  MC  ail,  avec  MA,  un  contact  de  l'ordre 
n  —  i  seulement,  le  rapport  des  valeurs  correspondantes 
de  d  a  pour  limite  zéro.  Par  conséquent  :  dans  les  environs 
du  point  M,  la  courbe  MB  s'approche  de  MA.  plus  que  toute 
autre  courbe  MC  ayant,  avec  MA,  un  contact  d'ordre  infé- 
rieur à  n. 

tOî.  Courbes  osculatrices.  —  Quand  on  dispose  des 
paramètres  contenus  dans  (p(.r),  de  manière  que  Tordre  du 
contact  entre  MB  et  MA  soit  aussi  élevé  que  possible,  la 
courbe  MB  est  dite  osculatrice  à  MA.  Ordinairement,  Vordre 
du  contact  de  MB  avec  MA  est  égal  au  nombre  des  paramè- 
tres, diminué  de  l'unité  :  en  efTet,  il  faut  n-+-  1  équations 
pour  exprimer  qu'il  y  a  contact  d'ordre  n.  Par  exemple, 
comme  Téquation  //  =  ax  -h  b  renferme  seulement  deux 
paramètres,  la  droite  osculatrice  à  une  courbe  est,  simple- 
ment, la  tangente  à  cette  courbe. 

Cercle  oscillateur. 

198.  Supposons  ([ue  la  courbe  osculatrice  soit  la  cir- 
conférence représentée  par 

(x-«r  +  (^-Sf  =  pl  (1) 

Cette  équation  eontient  trois  paramètres;  donc  le  cercle 
osculaleur  est  cehii  qui  a  un  contact  du  deuxième  ordre  avec 
la  courbe.  Pour  déterminer  a,  [3,  p,  il  suffît  d'exprimer  que 


.V 

' 

IJ" 

X 

-a  = 

y" 

0 

=  4-^ 

1-^.vT 
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X,  y,  y'  cl  y"  ont  nu'inos  viiltiirs  pour  la  courl)e  donnée  ot 
pour  le  cercle  cherché.  D'après  l'équation  (!)  : 

a--  a  -+-(!/-?)!/'  =0,  (2) 

1  _j.y^  +  (y_s)y"  =  o.  (5) 

Ainsi,  dans  chaque  cas  particulier,  l'on  devra  remplacer 
On  tire,  des  relations  (2),  (5)  : 

..       r^  J  (4) 

(S) 

(6) 

y 

puis,  en  désignant  par  G  l'angle  de  la  tangente  avec  la 
partie  positive  de  l'axe  des  abscisses  : 

y  —  p  =  q=  p  ces  0,      X  —  a  =  ±psin9; 

ou  bien  : 

p  =  y  ±  c,  cos  9,     a  =  X  =]=  p  siii  6.  (7) 

Conséqueniirient ,  en  partant  de  l'équation  d'une  courbe, 
on  peut  déterminer  le  centre  et  le  rayon  du  cercle  oscula- 
leur  à  cette  courbe. 

1»».  RoHnrfjucs.  —  I.  Le  rayon  &  est  souvent  regardé 
comme  essenlicllenicnt  positif  :  on  doit  donc  attribuer  à 
V/(l-l-?/'2)3  le  signe  de  y".  Néanmoins,  si  l'on  \ eut  que 
la  formule  (6)  donne  la  grandeur  du  rayon  et  le  sens  dans 
lequel  il  est  dirigé,  on  peut  convenir  de  prendre  positive- 
vienl  le  radical;  el  alors  p  est  '>'\\\\('  au-dvxsua  ou  au-dessous 
de  la  courbe,  selon  (pie  celle-ii  tourne  sa  convexité  ou  sa 
concavité  vers  le  bas  de  la  liiiure  (lî.»). 


OSCl'LATION'   ET   COUlUllKE  DES  LIGNES.  479 

II.  Aux  points  (riiiflcxion,  le  cercle  osculalciir  csl  retn- 
placc  par  la  langciiie.  Kn  ciïct,  le  rayon  p  devient  inlini 
lorsque  ?/"=0;  cl  celle  condition  détermine  les  points 
dont  il  s'aiïil. 

;800.  Ejprcssions  diverses  de  p.  —  A  l'occasion  des 
Changements  de  variables,  nous  avons  trouvé 

ds' 
dxu'ij  —  ayd'x 

{u-  -f-  u'-'Y 
U-  -t-  2tf     —  uu 


1  _  IdW      Id-ij 


(10) 


suivant  que  la  variable  indépendante  est  quelconque,  ou 
qu'elles  est  &i,  ou  qu'elle  est  s. 

A  ces  formules ,  on  peut  ajouter  celle-ci  : 

^-^^^  (H) 

?     (?    -^    -t     ) 

que  Ton  déduitaisémentdela  deuxième,  en  supposant  (l»8) 

w  =  -r); 

puis  les  deux  suivantes,  dont  la  vérification  est  facile  : 

dx  dij 


=  ± 


"'^:)'  € 


(*)  Si,  pour  l'homogénéilé,  on  écrit  î'^tJ,  cette  égalité  constitue  la 
iransfonnaticn  par  raijons  vecteurs  réciproques. 

(**)  Elles  m'ont  été  indiquées  par  M.  Mausion ,  professeur  à  l'Université 
de  Gand. 
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Applicutioii  uii\  ci»iiii|ues. 

»Ol.  Considérons  d'abord  lellipse  représentée  jjar 

On  lire  de  eelle  é(|iiation,  en  prenant  r  connne  variable 
indépendante  : 

a^yy'  -+-  6"x  =  0 ,     a^y''  -+-  d'y  y"  -+-  '>"  =  0  ; 
iiuis 

1-  0 

Irx         „_       iî'y^  _        // 

^~~«'!/'      ^   ""  ^'y  «y' 

La  formule  (7)  devient  donc 

Telle  est  la  valeur  généiale  du  rayon  du  cercle  osculaleur 
à  rellipse. 

5BO«.  Si  Ton  élimine  y'^,  on  trouve 


^  ~  ^-  ' 

e(  il  est  visible  (|ue  p-  est  )riininiuni  pour  \  =  d=a,  7naxi- 
mum  pour  x  =  0;  c'est-à-dire  aux  extrémités  du  grand  axe 
et  aux  extrémités  du  petit  axe.  Pour  les  premiers  points, 

Ir 
c,  =  mtniitunii       — ; 
a 

et,  pour  le  second, 


pj  =:  maximum  =  -- 


De  ces  deux  Joiinules,  on  eoiichii  (pie  : 

Le  rayon  du  cercle  osculuteur,  en  u)i  sunimct  de  l'ellipse 
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est  une  troisième  proportionnelle  au  demi-axe  aboutissant  à 
ce  sommet,  et  à  l'autre  demi-axe. 


803.  Transformations  de  la  formule.  —  1°  Si  Ton 
aj)f)ellc  d  la  distance  OD  du  centre  à  la  tangente  MT,  on  a, 
par  une  propriété  connue, 

i        X'       y'       aUf-  -+-  Mx" 

Au  moyen  de  celte  valeur,  on  peut  écrire  ainsi  l'éga- 
lité (12)  : 

a-b- 

'  =  -¥- 

2°  Soit  a'  le  demi-diamètre  parallèle  à  MT  :  le  premier 

Théorème  d'Apollonius  consiste  en  ce  que  da'  =  ab  (*); 
donc  la  dernière  formule  se  réduit  à 

Celle-ci  exprime  ce  théorème,généralisalion  du  précédent: 

Le  rayon  du  cercle  osculateur,  en  un  point  quelconque  M 

de  l'ellipse,  est  une  troisième  proportionnelle  à  la  distance 

de  ce  point  au  diamètre  conjugué  de  M,  et  à  la  moitié  de 

ce  diamètre  conjugué. 

(*)  Manuel  des  Candidats,  t.  I,  p.  4-29. 

31 
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o"  Si  Ton  désigne  par  u,  v  les  trayons  vecteurs  abomis- 
sanf  au  point  M,  on  a  (*) 

c    \  [         c     \         ,       c*    ,       a'  —  aV  -4-  h'y' 

an —  x]  [a x  =  a^ rJc= '—  • 


a    I  \         a    /  a  a" 

Mais 


donc 


ou  bien 


a'x'  =  ~[h'-rfY, 


a%^  d'        '   ' 


uv 

e=jr).  (14) 


804.  Construction  géométrique.  —  Menons  la  taniicnie 
A'R;  joignons  le  point  U,  où  elle  coupe  la  tangente  xMT, 
au  pied  P  de  la  normale  MIV;  et  élevons  RQ  perpendieu- 
lairo  à  PR.  D'après  la  formule  (15),  ]MQ=^&.  Conséquem- 
ment,  le  point  C,  symétrique  de  (^par  rapport  à  M,  est  le 
centre  du  cercle  oscidatcur. 

«05.  Autre  construction. —  En  désignant  par  n  la  lon- 
gueur de  la  normale  MN,  on  a  (IS3) 


n  =  y  l/i  -+-  y' 

(*)   Manuel  des  Candidats,  t.  I,  p.  tll. 
(**)  Comme  ^  =  a"-,  on  a 


a'  =  VÛ 


Ainsi,  le  demi-diamètre,  perpendiculaire  à  la  normale,  est  moyen  pro- 
portionnel entre  les  deux  rayons  vecteurs. 

De  ci'Uo  remarque,  on  déliait  aisément  la  construction  des  axes,  au 
moyen  d'un  système  de  diamètres  conjugués,  construcliou  liounéo  par 
M.  Chastes,  il  y  a  longtemps. 
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«loue  la  formule  (6)  devient,  à  cause  de  y"  =^  — 
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P  = 


7? 


,     /,2 


OU,  si  Ton  appelle  p  le  demi-paramètre,  égal  à  -  : 


P=- 


05) 


Ainsi,  dans  l'ellipse,  le  rayon  du  cercle  osculateiir  est  égal 
au  cube  de  la  normale,  divisé  par  le  carré  du  demi-para- 
mètre (*).  On  peut  donc  construire  p  au  moyen  d'une  troi- 
sième proportionnelle  et  d'une  quatrième  proj)ortionnelle. 

«06.  Coordonnées  polaires.  —  Soit  Téquation 


V 


\  —  e  CCS  w 
qui  appartient  à  toutes  les  coniques.  On  en  conclut 


06) 


\  —  e  CCS  05         ,       e  sin  u 

f  = j        c  = : 

P  '  P 

[)uis,  par  la  formule  (10), 


P  =  — -  (1  —  "26  ces  co  -f-  e^)'. 
P 


e  CCS  w 


P 


(17) 


Pour  simplifier  cette  expression,  on  peut  observer  quie, 

la  normale  MN  étant  bis- 
sectrice de  l'angle  FMF-, 

on  a 

FN_  w 

'^'^  ^a 
ou 

FN  =  -M  =  ew;     (18) 
a 


(*)  Oii  va  voir  que  ce  théorème  subsiste  pour  toutes  les  coniques. 
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et,  |jar  conséquent, 

w*  =  w"  (I  —  2e  cos  '*  +  e'). 
Celte  relation  transforme  la  formule  (IG)  en 

f 

valeur  déjà  trouvée. 

SOT.  Autre  transformation.  —  Si  Ton  désigne  par  0 
l'angle  FM>,  et  que  Ion  abaisse  JNG  perpendiculaire  à  MF, 
on  a 

n  cos  Bu  —  FN  cos  ce  =  «  (1  —  e  cos  a)  ; 

ou,  par  l'équation  (IG)  : 

«  cos  e  =  /)(*).  (Iî>) 

On  a  donc  finalement,  au  lieu  de  la  formule  (14-), 

n 

?=— iT-  (-0) 

cos' 6 

308.  Construction  géométrique.  —  Celle  qui  résulte  di- 
la  dernière  expression  est  fort  simple  :  il  sufTît.  pour  trou- 
ver le  centre  C  du  cercle  osculateur,  é'élerer  .\P  perpendi- 
culaire à  la  normale  MN,  puis  PC  perpendiculaire  au  rayon 
vecteur  FM. 

(*)  La  relation  (10)  exprime  que,  dans  toute  conique,  la  projection  df 
la  normale,  sur  le  rayon  vecteur  mené  d'un  fo'jer,  est  égale  au  demi- 
paramètre.  Ce  ibéorôme  est  dû  à  Etienne  Pages,  prématuréiueut  enlevé 
aux  sciences. 
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De  In  courbure  fle.s  lisiieN. 


80».  D'après  le  sens  vulgaire  du  mot  courbe,  on  est  con- 
duit à  dire  que  :  1°  une  circonférence  a  même  courbure  en 
toîis  SCS  points;  2°  de  deux  circonférences,  celle  qui  a  le  plus 
petit  roi/on  a  la  plus  grande  courbure.  En  conséquence,  on 
prend,  pour  mesure  de  la  courbure  d'inie 
■^x^^  circonférence  dont  le  rayon  est  K,  ^• 
D'ailleurs, 


ACB' 


car 


ACB  =  R». 


«lO.  Raijon  de  courbure.  —  Considérons,  sur  une  ligne 
quelconque  AB,  un  petit  arc  convexe  MM',  dont  les  tan- 
gentes fassent  entre  elles  l'an- 
gle w  :  j^est  ce  qu'on  appelle 
.5  la  courbure  moyenne  de  Tare 
MM'.  Si  M'  se  rapproche  de 
M ,  ^  tend  vers  une  limite 
que  Ton  peut  représenter  par  ^  :  R  est  le  rayon  de  cour- 
bure, relatif  au  point  M. 

81t.  Identité  du  cercle  de  courbure  et  du  cercle  oscula- 
teur.  —  Si  Ton  désigne  par  z  l'angle  de  deux  tangentes  con- 
sécutives, e  est  Vangle  de  contingence.  On  vient  de  voir  que 
^  =  lim  jj^.  Or,  cette  limite  égale  j^  ;  donc  ^  =  Si' 
Cela  posé,  il  est  visible  que 

dxd'y  —  dyd'X 


±e 


=  d.  lare  t2:-^U= 
\        "  dxJ 


ds' 


donc 


ds^ 
dxd^y  —  dyd'X 
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I.  L'équation  de  Tellipse,  en  coordonnées  bipolaires, 
étant  u-i-v=='2a;  trouver  l'expression  du  rayon  de  cour- 
bure, V  étant  la  variable  indépendante, 

II.  Calculer  les  rayons  de  courbure  des  lignes  représen- 
tées par 

x'                         a;' 
2/'  =  2/3X  H-  qx\      rf  =  —  (■) ,       y^  = (") , 

ô(l  xCC X 

a'  -+-  if  =  a-'  ('") ,     ^  =  1  -  ( ■') ,     m'  =  a-  ces  2^.-  (') , 
a         a 

a 

M  =  aw("),     u=—{j")^        u  =  ae'^{""),     J/  =  sinj. 

a 

III.  L'ellipse  étant  rapportée  à  la  tangente  et  à  la  nor- 
male en  un  point  >I,  calculer  le  rayon  de  courbure  en  ec 
point. 

IV.  Les  données  étant  les  mêmes  que  dans  la  question 
précédente,  déterminer  la  parabole  osculatrice  à  l'ellipse. 

V.  Théorème.  —  Le  l'ai/on  de  courbure  de  la  cbaineite, 
représentée  par 

est  éf/al  au  sefjment  de  la  normale,  compris  entre  la  courbe 
et  l'axe  des  abscisses. 

(')    Seconde  parabole  cubique. 

{")    Cissoide. 

('")   Hypocycloide  à  quatre  rcbroussements. 

{")    Logarithmique. 

{")    Lemniscate  de  BernoulU. 

(*')    Spirale  d'Arcliinicde. 

("')  Spirale  hupcrbaliiiue. 

("'")  Spirale  hvjarithmique. 
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VI.  TiiKOUKME. —  La  distance  d'un  point  i\I  d'une  courbe, 
à  la  tangente  au  point  M'  infininient  voisin  de  M ,  est 

2p 

VII.  Théouéme.  —  Le  lieu  des  foyers  des  paraboles  qui 
ont,  en  iin  point  donné,  un  contact  du  second  ordre  avec 
une  courbe  donnée,  est  un  cercle. 

Vin.  Théorème.  —  Soient  u,  w  les  coordonnées  d'un 
point  M  appartenant  à  une  courbe  C.  Soient  u',  co'  les  coor- 
données du  point  M'  de  la  podaire  C  de  C,  correspondant 
à  M.  Soient  enfin  p,  p'  les  rayons  de  courbure  de  C,  C,  en 
M,  M'  :  on  a 

\  _2      çu' 

p'        Il         u" 


CHAPITRE  XV. 

DÉVELOPPÉES  ET  DÉVELOPPANTES. 


»18.  La  développée  ÇXi  d'une  courbe  AB  est  le  lieu  des 

centres  C  des  cercles  oscu- 
laleurs  à  AB.  Réciproque- 
ment, AB  est  la  dévelop- 
pante de  CD. 

»t3.  Théorème  I.  —  La 
normale  MC,  à  la  dévelop- 
pante, est  tangente  à  la  dé- 
veloppée. 


488  CALCUL  DIFFERENTIEL. 

Reprenons  (tOS)  les  équalions  qui  délerminent  le  eeniic 
C  et  le  rayon  p  : 

(x-a)^+(»/-3)»      =p',  (1) 

(^-«)  -+-(!/ -?)!/'=0,  (2) 

^-^y"-^{y-p)u"=o.  (3) 

Si  Ton  diiïérencic  réqualioii  (2j,  en  y  regardant  }j,y',  y- 
[3  comme  des  fonctions  de  x  (*),  on  trouve,  eu  égard  à 
l'équation  (5)  : 

doc         .  <13 


dx  dx 


ou 


dS   , 

et  cette  relation  exprime  que  les  tangentes  en  .M  et  on  C 
sont  peipeiidiculaires  l'une  à  Taulrc. 

314.  Théorème  II.  —  L'arc  o-  de  développée,  compté  à 
partir  d'une  origine  fixe  I,  augmenté  du  ragon  o  de  la  déve- 
loppante, tangent  à  la  seconde  extrémité  de  l'arc  c-,  donne 
une  somme  constante. 

La  considération  de  la  tangente  CM  à  la  développée 
conduit,  immédiatement,  aux  égalités 

doc      X  —  a       dp      y  —  S 
dff  p  (/(T  p 

d'où  l'on  conclut,  pai*  les  propiiélés  des  proportions  : 

da.  dp  dff        (x  —  a)  (/a  -»-  (  J/  —  p)  dp 

x—ay—p         p  prfp 

(•)  Au  n»  cilé,  on  a  diiïorcncic  l'oijualion  (1),  puis  l'équation  (2),  en 
supposant  a,  !3,p  constants  :  il  s'agissait  d'une  même  circonférence.  Main- 
tenant, au  contraire,  la  circonférence  C  varie  avec  le  point  M. 
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Mais,  si  Ton  tliiïércncie  coniplvtemcnt  r«'qualion  (I),  on 
ayant  égard  à  rôquatioi)  (2),  mise  sous  la  l'orme 

(x  —  a)  dx  -4-  (»/  —  p)  (II/  =  0y 
ou  trouve 

—  (x  —  a)  (/a  —  (jy  —  |3)  f/p  =  p(/p. 

Par  suite, 

f/ff  =  —  dp  ; 

et,  en  conséquence, 

(7  -+-  p  =  con6<  =  lA. 

«15.  Le  dernier  théorème  cxf)ii(|ue  la  dénomination  de 
développée,  donnée  à  la  courbe  IB  :  si  l'on  flxe,  en  I,  Tutie 
des  extrémités  d'un  fd  lA,  puis  que  l'on  enroule  ce  fil  sur 
la  courbe,  de  manière  qu'il  soit  constamment  tendu,  Vc\- 
trémiié  libre  décrira  la  développante  AMB. 

En  effet,  à  cause  de  (7-t-p  =  lA,  quand  la  partie  du  fil, 
appliquée  sur  la  développée,  sera  IC,  la  partie  tangenltelle 
sera  CiM. 

916.  Remai^ues.  —  I.  B  étant  le  point  commun  aux 
deux  courbes,  arc  ICB^=IA. 

IL  A  une  déveloj)pée  DCB  correspondent  une  infinité 
de  développantes,  simultanément  décrites  par  tous  les 
points  du  fil,  à  mesure  qu'ils  se  séparent  de  la  développée. 
Toutes  ces  développantes  sont  des  courbes  parallèles  et 
éqiiidistantes  (18)  deux  à  deux. 

II L  Toutes  les  développantes  d'un  cercle  sont  des  courbes 
égales. 

Développée  de  l'ellipse. 

«19.  De  l'équation  ah/ -i- b'-x^  =  a%- ,  on  tire(SOl)  : 
,  _      6-x         „  _        b\ 


iOO 
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|)Uis 

i-4-y'       (ay  +  6*x^)y 

!/  -  i'S  = 

y"                    a'h' 

donc 

p  =  [l- 

a^y-  -+-  //x-"j               C'y'" 

De 

même , 

Par  suite, 

(aoif  -t-  (63)^  =  c\  (5) 

Telle  est  l'équation  de  la  développée  de  l'ellipse. 

Cette  courbe  a  la  forme  CDC'D  ,  c'est-à-dire  qu'elle  pré- 
B  sente    quatre   points   de   l'e- 

brousseinent. 

«18.   Remarque.  —  D'a- 
■^    près  le  Théorème  II, 


Or («0«) 


D'C  -+-  CA  =  D'B, 
ou 

D'C  =  D'B  —  CA. 


CA  =  Pi  =■ 


«• 


D'B  =  p,  =  -; 

0 


donc 


«-      b' 
arc  D  C  =-- 

0  rt 


Ainsi,  la  développée  de  l'ellipse  est  recti fiable,  tandis  rpic 
V ellipse  ne  l'est  pas. 

«1».  Parallèles  à  l'ellipse.  —  L'équation  générale  des 
<oiirl)es  qui  ont  CD'C'C  pour  développée  est  (*) 

(AB  —  9C)-  =  4  (A-  -+-  5H)  (R-  -+-  3AC); 


(*)  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  t.  III,  p.  553;  Mélanges 
viallicviatiqucs,  p.  53. 
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où  l'on  a  fait,  pour  abroger  : 

A  =  a*  -t-  »/'  —  a*  —  6*  —  k\ 

B  =  ay  -+-  6*x'  —  dT-  —  b'k^  —  a%\ 

C  =  a%'k\ 

Ces  courbes  sont  a|)i)elécs  toroïdes,  parce  qu'on  peut  les 
obtenir  en  projetant  un  tore  sur  un  plan. 

I.  Trouver  les  développées  des  lignes  représentées  par 

x'"  X^  1  2  t 

— =1— »   v  =  sinx,  M"  =  a^cos!2w,  u  =  au,  m  =  — >   M  =  ae". 
«        a  w 

II.  Théorème.  —  La  spirale  logarithmique  est  égale  à  sa 
développée. 


CHAPITRE  XVI. 

COURBES  ENVELOPPES. 


»»0.  L'équation 

f{x,y,a)  =  0  (I) 

représente  une  infinité  de  lignes  AC,  A'B',  A"B",  ... 

Si  deux  de  ces  lignes  se 
coupent,  le  point  d  intcr- 
,/     yty  section  M  est  représenté 

a"     ~P^^\       /„       ^'  par  l'équation  (1),  jointe  à 

^         ^  /•(x,y,a-+-Aa)  =  0.    (2) 
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An  (liniinuîint  jusqu'à  zéro,  le  point  >I  tend  vers  une  po?i- 
lion-liiiiite  m,  déterminée  par  réquation  (1),  combinée 
avec 

f{x,y,a-^  àa)  —  f{x,ij,a) 

lim =^  0; 

sa 

c'est-à-dire  que  les  équations  de  m  sont 

f{x,>j,a)  =  0,  (\) 

Le  lieu  du  point  m  est  Venveloppe  des  courbes  données  : 
chacune  de  celles-ci  est  une  enveloppée.  Pour  avoir  Téqua- 
lion  de  renvelopj)e,  il  faut,  dans  chaque  cas  particulier, 
éliminer  o  entre  les  équations  (1),  (5). 

8^1.  Théorème.  —  Uetueloppe,  et  chacune  des  envelop- 
pées, se  touchent  en  leur  point  commun. 

1°  Le  coefiicieni  angulaire  de  la  tangente  à  l'enveloppée 
AB,  au  point  m ,  est 

dy  (Le 

dx  df  ^  ' 

2"  Pour  trouver  le  coefficient  anizulaire  de  la  tangente  à 
l'enveloppe,  au  même  point  m,  on  devrait  d'abord  chercher 
l'équaîion  de  ceite  courbe;  mais  il  est  plus  simple  de  difl'é- 
rcncier  Téqualion  (1),  en  y  regardant  a  comme  une  l'onc- 
tion de  X  et  de  y,  déterminée  par  l'équation  (5).  A  ce  point 
de  vue,  on  a 

df       df  dy       df  rda       da  dy 


dx       dy  dx       du  [_dx       dy 


(la  (/y"] 
du  dxj 
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La  seconde  partie  est  nulle,  en  veilu  de  l'équation  (5); 
donc 

dy  dx 

dx  df 

dy 

Ainsi,  les  deux  tanrjcntes  coïncident;  ce  qui  démontre  le 
théorème. 

ApielIeatioiiM. 

^'i'i.  I.  Eîiieloppe  des  normales  à  la  parabole.  —  La 
normale  est  représentée  par  le  système  des  équations 

Y-v/=-^(X-x),  (5) 

y'=  ''2px.  (<)) 

,  1  equi 
l'équation  (o)  devient 


Si  l'on  fait  -  = —  a,  l'équation  (6)  donne  x=  ^  a-p,  et 


Y  =  aX  —  ap  —  -  a  p  ; 
ou  ,  par  un  changement  de  notation  , 


y  =z  ax  —  dp  [^  -^  — 
L'équation  (3)  est  donc 


0  =  0;  —  /)  Il  -+-  7«'/- 
Éliminant  a,  on  trouve 

^,_  8  jx-pf 
^        27        p 

La  courbe  représentée  par  citte  équation  est  la  déve- 
loppée de  la  parabole  (813)  :  on  lui  a  donné  le  nom  de 
seconde  parabole  cubique. 
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«Î3.   II.  Enveloppe  d'une  droite  AB,  de  longueur  con- 
stante,  glissant  entre  les  côtés 
d'un  ay\fjle  droit. 
D  De 

X  y 

-^-^=1,         (7) 


cos  5       sin  5 


on  tire,  en  prenant  la  dérivée, 
a;  sin  »       y  cos 


ou 


sin  5? 

y 


=  0, 


(8) 


(•J) 


cos  o       sm""  9 
Les  relations  (7),  (8)  sont  vérifiées  par 
X  =  /  cos^  f,    y  ^  l  sin^  V 
L'équation  de  l'enveloppe  est  donc 

9  s  s 

x^  -t-  /  =  l' r). 

2«4.  Retnarque.  —  Si  l'on  achève  le  rectangle  0AI3D, 
puis  (jne  Ton  projette  le  sommet  D  sur  la  diagonale  AB, 
(  t  le  |)!iint  P  sur  BD,  AD,  on  a 

BE  =  BP  cos  5  =  BD  cos*  -^  =  BA  cos'  = , 
AF  =  AP  sin  =  =  AD  sin-y  =  AB  sinS. 

Ces  valeurs,  comparées  aux  valeurs  (9),  pouvent  que 
Venvcloppcc  et  l'enveloppe  se  touchent  au  point  P. 

3825.  III.  Enveloppe  des  ellipses  décrites  par  tous  les 
points  de  la  droite  AB. 

(*)  La  courbe  roprosculéc  par  cette  éqiKUion  Cîl  appelée  hi/pccycloïde 
à  quatre  rebroussemctUs  (p.  486). 
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Une  (juclcoiuino  <Ic  ces  ellipses  est  représentée  p;ir  le 
système  des  équations 

?-?=''  (10) 


<l 


b  =1. 


Pour  n'avoir  qu'un  seul  paraniètir,  posons  a=^/cos-0, 
6  =  /sin2Q  :  ré(|ualion  (10)  devient 


1- 

y 

cos*  0 

sin*ô 

La 

dérivée  de  celle-ci  est 

x' 

f 

cos^  9       sin*  6 
Pour  satisfaire  à  ces  deux  relations,  il  suffît  de  supposer 

x  =  /cos^e,     ?/  =  /sin^9;  (11) 

valeurs  d'où  l'on  conclut 

2  2  2 

Ainsi,  l'enveloppe  des  ellipses  décrites  par  les  différents 
points  de  la  droite  MB,  coïncide  avec  l'enveloppe  de  A13. 

886.  Remarques.  —  I.  Cette  enveloppe  commune  est 
encore,  comme  on  le  verra  plus  loin,  l'hypocycloïde  engen- 
drée par  un  point  d'une  circonférence  roulant  à  l'intérieur 
d'une  circonférence  quadruple. 

\\.  Si  l'angle  variable  G  égale  o,  le  point  M,  représenté 
par  les  formules  (1 1),  coïncide  avec  P  (884);  et,  en  consé- 
quence, la  droite  AB  est  tangente,  enV,  à  l'ellipse  dont  les 
demi-axes  seraient 

a  =  BP,    6  =  AP. 


i9G 
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Kii  eflct,  les  valeurs  précédentes  rendent  identiques  la 

rchilion  connue 

a-  =  OA .  X. 

29TI.  W.  Enveloppe  de  la  perpendiculaire  à  l'extrémité 

du  diamètre  d'une  ellipse. 

/^  x\.  Soient  X,  D  les  coordonnées  de 

(  0^  \  y.    ^I*  Si  l'on  pose 

^^.-,. ^ —  x  =  ocosî',    »/  =  6sin5, 

on  trouve  que  l'équation  de  MP  est 


y  —  6  sin  'y  = 


ou 


(x  —  a  cos  s) , 


b  sin  -^ 

ax  ces  9  -1-  6?/  sin  5  =  a'  cos*  y  ■+■  b'  sin*  s.  (12) 

La  dérivée  relative  à  ©  est 

—  ax  sin  s  -h  6?/  cos  s  =  —  2c"  sin  c  cos  a.  (15) 

En  éliminant  o,  Tortolini  est  parvenu  (p.  5o2)  à  léquation 

|-4  (a*  _  a-6-  +  6*)  —  5  (a-x-  -+-  by-jf  = 
[U«-(2/>-— a-)  X-+96-  (2a-— 6*)  y^— 4  («--4-6-)  (2a-— 6-)(26-— a*)  J-. 

Au  lieu  de  la  discuter,  il  vaut  mieux  résoudre  les  équa- 
tions (12),  (iô),  par  rapport  à  x  et  ;j.  On  trouve  ainsi  : 


c"  sm-» 


b-  —  f  -  ces- 


cos 


!/ 


et  ces  formules  permetient  de  construire  !a  courbe  pnr  p'^ints. 
«38.  Remarque.  —  L'ellipse  donnée  est  la  podaire  de 

l'enveloppe.  Conséquemmeni 
(tô),  le  point  de  contact  P 
peuf  être  déttMMiiiné  par  la 
construction  suivante'  : 

Après  avoir  mené  la  nor- 
male >IN  à  IVlIipse,  on  élève  L\ 
perpendiculaire  au  milieu  deOM,  et  l'on  tire  la  droite  OP. 
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9'i9.  V.  Des  rayons  lumineux,  parallèles,  renconlrent 
une  circonférence  donnée.  Trouver  l'enveloppe  des  rayons 
réfléchis  (*). 

Si  l'on  prend  pour  origine  le  centre  C,  et  que  l'on  compte 
les  abscisses  parallèicnieiii  au  rayon  incident  LM,  on  trouve, 
comme  équation  du  rayon  réfléchi,  Mil  : 

y  —  a  sin  a       sin  2^ 

'-  = > 

X  —  a  CCS  j-         COS  2y 

ou  ycos'2f  —  xsin2f  =  —  a  sin  ».  (i) 

La  dérivée,  relative  à  tp,  est 

a 

y  sin  "29  -^  X  cos  "2-^  :^  — cos  •/.  (2) 

Celte  équation  représente  une  perpendiculaire  à  MR. 
De  plus,  elle  est  vérifiée  par 


X  =  —  cos  t . 


y 


a 

:— sin  ¥. 
2 


Donc,  si  l'on  prend  le  milieu  L  de  CM,  et  que  l'on  pro- 
jette le  point  L  en  P,  sur  MR,  P  est  un  point  de  l'enve- 
loppe cherchée. 

«30.  Du -point  C,  comme  centre,  décrivons  la  circonlé- 

renceBL;  puis,  sur 
ML ,  comme  dia- 
mètre, la  circon- 
férence MPL,  Les 


longueurs  des  arcs 
BL,  LP  sont,  res- 
pectivement, °o, 
^.  2(p;  donc 

arc  BL  =  arc  LP. 


(*)   Celte  enveloppe  est  l'une  des  courbes  appelées  caustiques  par 
réflexion. 
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Par  conséquent,  si  la  circonférence  MPL,  d'abord  con- 
fondue avec  BDA,  roule  sur  la  circonférence  BC,  le  point 
P  de  la  circonférence  mobile,  dont  B  est  la  positirm  ini- 
tiale, décrit  Venveloppe  BPEF;  ou,  ce  qui  est  équivalent  : 

Quand  des  rajjons  lumineux,  paralUAes,  se  réflécliissent 
sur  une  circonférence;  la  caustique  par  réflexion  est  une 
épicycloïde,  engendrée  par  un  point  d'une  circonférence 
égale  au  quart  de  la  première,  roulant,  extérieurement,  sur 
une  circonférence  concentrique  à  la  circonférence  donnée,  et 
moitié  de  celle-ci. 

Exercices. 

I.  D'un  point  C,  j)ris  sur  une  circonférence  donnée  0, 
on  abaisse  CD  perpendiculaire  au  diamètre  fixe  AOB;  puis, 
du  point  C  comme  centre,  avec  CD  pour  rayon,  on  trace 
une  circonférence  CEF.  On  demande  :  1"  les  valeurs  des 
coordonnées  du  point  E  où  la  circonférence  variable  touche 
son  enveloppe;  2°  l'expression  du  rayon  du  cercle  oscula- 
teur  de  Tenveloppe;  5°  les  valeurs  des  coordonnées  du 
centre  de  ce  cercle;  4°  l'équation  de  lenveloppe;  o"  l'équa- 
tion de  la  développée  de  cette  courbe. 

H.  Par  un  point  A,  pris  arbitrairement  sur  une  para- 
bole donnée,  on  mène  deux  cordes  AB,  AC,  normales  en 
B,  C,  à  la  courbe.  Quelle  est  renxeloppe  de  la  corde  BC? 

m.  Une  circonférence  C  roule  sur  une  droite  fixe. 
Quelle  est  l'enveloppe  d'une  tangente  T? 

IV .  Trouver  les  enveloppes  des  lignes  représentées  par 


(^9^-(S-f)=' 


en  suj)posanl  :  I"  (|ue  x  soit  variable;  2"  que  (3  soil  \ariable; 
5°  que  les  deux  i)araniètres  varient. 
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V.  Soient  A'M,  A'M'  les  cordes  menées,  d'une  des 
extrémités  du  grand  axe  d'une  ellipse,  aux  extrémités  d'un 
diamètre  quekonciue;  soient  P,  P'  les  points  où  les  cordes 
coupent  le  petit  axe.  Sur  PP',  comme  diamètre,  on  décrit 
une  circonférence.  Quelle  est  Tenveloppe  de  cette  ligne? 

Réponse  :  Deux  points. 

VI.  Trouver  le  rayon  de  courbure  de  l'enveloppe  des 
lignes  représentées  par  f(x,  y,  a)  =  0. 

VII.  Théorème.  —  Si  l'équation  des  enveloppées  est 


ÏÏA 


î\=i 


.pi 

et  que  les  parainètres  a,  (3  satisfassent  à  la  condition 


l'enveloppe  est  représentée  par 


=  1, 


j^X^-l-p         /ii\"*+P 


f)    ='• 

De  plus,  p,  pi  étant  les  rayons  de  courbure  des  deux 
lignes,  au  point  oii  elles  se  touchent,  on  a 


m  —  I 


pi  î»p 


m  -t-  p 


1 

(Ph.  Gilbert.) 


(*)  Ces  courbes,  dont  la  développée  de  l'ellipse  est  un  cas  particulier 
(»i§),  sont  appelées  sloroîdes. 
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CHAPITRE  XVII. 

CYCLOÏDE  ET   ÉP ICYCLOÏDES. 


De  la  cycloide. 

231.  Définition.  —  La  ci/cloïde  est  la  courbe  engendrée 
par  un  point  d'une  circonférence  qui  roule,  sans  glisser, 
sur  une  droite  fixe. 

939.  Équations  de  la  cycloïde.  —  A  ctanl  la  position 

initiale  du  point  décrivant 
M,  on  a  CEM  =  CA.  De 
là  résulte  que,  si  l'on  repré- 
sente par  a  le  rayon,  et  par 
G  la  weiure  de  l'angle  COM: 

x  =  AC  —  CP  =  a9 — a  sine, 
Ty=:PR-+-RM^=M  —  acoso: 


ou 

x=^a{e  —  sin  e), 
t/  =  a  (1  —  cos  e). 


(1) 


Ces  formules  peuvent  scrNir  à  discuter  et  à  construire 
la  courbe.  Elles  donnent 


cos  e 


y 


sin  0  =  rb  -1/  !>«»/  —  y'  (*); 


puis 


X  =  a. arc  cos 


^  l    :iii!j  —  t/  (') 


(5) 


(*)  Si  lo  poiui  M  esl  compris  entre  les  sommets  A,  B,  l'arc  0  est 
niniiuire  que  r  :  on  lioil  donc,  dans  ce  cas,  adopter  les  signes  supérieurs 
Au  contraire,  si  .M  esl  au  delà  du  soniniel  It,  on  a 

0>  T;  v.iuO  <0:  etc. 
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933.   Tangente  et  normale.  —  On  a 

\ 

dx  =  a{\  —  cos  e)  do  =  2a  sin*  -  ede ,    dij  =  a  sin  edo  ;  (4) 


par  conséquent 


dy  sin  9  1 

-^  = =  col  -  e.  (S 

dx  .  A  2  ^  ' 

2sin*-9 

Si  Ton  trace  la  corde  MD  : 

i  \ 

MD0  =  -9,      teFDM  =  cot-9: 

2  ^  2 

donc  MD  est  la  tangente.  Par  suite,  la  droite  MC,  qui  joint 
le  point  décrivant  au  point  de  contact  C,  est  la  normale. 
Cette  propriété  subsiste  pour  toutes  les  Roulettes,  résul- 
tant du  roulement  d'une  ligne  sur  une  ligne  fixe. 

tSà.  Longueur  de  l'arc.  —  On  tire,  des  équations  (4), 

4 

ds^  =  2a*  (1  —  cos  e)  dd^  =  4a*  sin*  -  0 .  rfô*  ; 

ou 

ds  =  2a  sni  -  ede.  (6) 

Cette  valeur  de  ds  prouve  que 

1 

s  =  C  —  4a  cos  —  9. 
2 

Si  Ton  prend  le  sommet  A  pour  origine  des  arcs,  la 
constante  C  est  déterminée  par  la  condition 

0  =  C  — 4a; 
donc 

AM  =  s  =  4a  { i  —  cos  -  9  j.  (7) 

Ainsi,  la  cycloïde  est  une  courbe  rectiflable.  Si  l'on  repré- 
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sente  par  /  la  longueur  de  la  cycloïde  entière,  on  a  donc, 

en  faisant  0  =  2;:, 

l  =  8a:  (8) 

la  longueur  de  la  cycloïde  érjale  quatre  fois  le  diamètre  du 
cercle  yêncrateur. 

93S.  Remarques.  —  I.  Soit  B  le  sommet,  déterminé 
par  Q==r.  :  il  résulte,  des  formules  (7)  et  (8),  que 

1 

arc  MB  =  4o  ces  -  6. 
2 

Mais,  dans  le  triangle  isoscèle  MDO, 


1 

MD  =  2a  CCS  -  9  : 
2 


donc 


arc  MB  =  2 .  corde  MD.  (9) 

II.  Soit  G  le  point  diamétralement  opposé  à  M.  A  cause 

AC  =  arc  CEM,     AI  =  arc  MCG, 
CI  =  arc  CG. 


de 
Ton  a 


Ainsi,  pendant  que  M  décrit  la  cycloïde  AMB,  le  point 
G  décrit  une  cycloïde  égale,  dont  I  est  l'origine,  et  F  le 
sommet. 

III.  Pour  diviser,  en  n  parties  égales,  l'arc  MB,  //  suffit 
de  diviser,  en  n  parties  égales,  la  corde  BII;  de  tracer  les 
arcs  DE,  D'E',  ...;  puis  les  droites  EF,  E  F',  ...  parallèles 

à  la  base  AV. 

IV.  SilIKIIcst 
un  diamètre  de  la 
circonférence  BI, 
Ion  a 

,    arc  BM  =  2BH, 
arc  BM'=  2BII'; 
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et,  par  conséquent, 

(arc  miy  -\-  (arc  BM')'  =  1  i'xr  (*). 

236.  Rayon  do  courbure.  —  Prenant  toujours  0  pour 
variable  indépendante,  on  trouve 


puis 


(Px  =  a  sin  odo'',     d^tj  =^  a  cos  uW; 


dxdhj  —  dyd^x  =  câ  [(1  —  cos  o)  cos  ô  —  sin^  e]  do'' 


—  2((^  sin'-O.r/f/, 

9 


Et  comme 


ds^  =  !tii^  sin-  -  9f^6*; 
9 


la  formule 


ds^ 


P  = 


dxd'y  —  dijd^x 


devient 


p  =  4asin-0.       (10) 


donc 


3IC  =  2a  sin -6; 


p  =  2MC. 


Par  conséquent,  le  centre  du  cercle  oscillateur  est  le  point 
M',  symètrkiue  de  M,  relativement  au  point  de  contact  C. 
En  particulier,  le  centre  de  courbure,  pour  le  sommet 
B,  est  le  point  B',  symétrique  de  B  relativement  à  la  base 
Ax  de  la  cycloïde. 


(*)  Cette  remarque  est  ilue  à  M.  Mennesson,  Capitaine  d'artillerie. 
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937.  Développée.  —  La  développée,  c'est-à-dire  le  lieu 
des  points  M',  est  une  ci/cloïde  érjale  à  la  première  (*). 

Les  points  M,  M'  étant  symétriques  relativement  au 
point  C,  l'on  a 

arc  D'M'  =  arc  DM  =  arc  CG. 

Donc,  si  l'on  fait  glisser,  parallèlement  à  FF',  la  partie 
suj)érieure  de  la  figure,  la  cycloïdc  IF,  lieu  du  point  G, 
viendra  coïncider  avec  le  lieu  du  point  M  :  ce  lieu  est  donc 
une  cycloïdc  égale  aux  deux  autres. 


Des  épicycloïdes. 

93H.  Définition.  —  5/  la  circonférence  0'  roule  sur  la 

circonférence  fixe  0,  un  point 
quelconque  M  de  la  première 
décrit  une  courbe  appelée  épi- 

CYCLOÏDE  (**). 

83».  Équations  de  la  cour- 
be. —  La  position  initiale  A 
X  de  M  est  détorminée  par  la 
condition  arc  CM  =  arc  CA, 
ou  Ra  =  R'a'.  (11) 

Si  l'on  prend  le  centre  C  pour  origine,  et  la  droite  OA 
pour  axe  des  abscisses,  les  équations  du  point  M  sont 

x  =  (R -+- R')cos«— R'cos(a-H  a),  (12) 

2/  =  (R  -+-  R')  sin  a  —  R'  sin  (a  -+-  a').  (lô) 

(*)  Le  pendule  ci/cloidal,  que  l'on  voit  dans  quelques  cabinets  de  Phy- 
sique, est  fondé  sur  celte  propriété. 

(**)  Quelques  auteurs  emploient  les  dénominations  d'èpicycloïde  et 
iVhypocycloïde,  en  réservant  celle-ci  au  cas  oii  la  circonférence  mobile 
est  intérieure  à  la  circonférence  fixe.  C'est  ce  que  nous  avons  fait,  nous- 
inème,  à  propos  de  Venveloppe  d'une  droite  glissant  entre  les  côtes  d'un 
angle  droit  (•*»). 


CYCLOIDE  ET   ÉPICYCLOIDES.  505 

Il  restera  donc,  dans  chaque  cas  particulier,  à  éliminer 
a  et  a'  :  cette  élimination,  j)resquc  toujours  dillicile,  est 
souvent  impossible. 

SÎ40.  Remarques.  —  I.  Si  l'on  représente  par  m  le  rap- 
port des  rayons  R,  IV,  on  peut,  aux  formules  précédentes, 
substituer 

X  =  R'  [(m  -+-  I  )  cos  a  —  CCS  (m  -+-  1  )  a] ,  (1 4) 

y  =  R'  [(»i  -f- 1)  sin  a  —  sin  (m  ■+-  i)  a],  (lu) 

Celles-ci  permettent  de  discuter  la  courbe. 
II.  Quand  le  cercle  0'  roule  à  l'intérieur  du  cercle  0, 
les  formules  (12),  (13)  doivent  être  ainsi  modifiées  : 

X  =  (R  —  R')  CCS  a  -+-  R'  ces  (a  —  a) ,  (i  ()) 

t/  =  (R  —  R')  sin  a  —  R'  sin  (a'  —  a);  (17) 

et  les  formules  (14),  (15)  : 

a;  =  R'  [(m  —  I  )  cos  a  -f-  ces  [m  —  1  )  a] ,  (1 8) 

?/  =  R'  Um  —  1  )  sin  a  — •  sin  (m  —  I  )  aj.  (1 9) 

Applications. 

»41.  I.  Si  w  =  1,  il  est  visible  que  lepicycloïde  est 
semblable  à  la  podaire  du  point  A,  relativement  au  cercle 
0  (15).  Cette  podaire  est  appelée  :  Limaçon  de  Pascal. 

Dans  ce  cas  très-simple,  les  équations  (14),  (15)  de- 
viennent 

0-  =  R  (2  cos  a  —  cos  2a) ,    2/  ^^  R  (2  sin  a  —  sin  2a). 

Transportant  l'origine  en  A,  on  trouve,  au  lieu  de  ces 
valeurs  : 

X  =  2R  cos  a  (1  —  cos  a) ,     1/  =  2R  sin  a  (1  —  cos  a). 
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Il  résulte,  (le  celles-ci,  que  Téqualion  de  la  courbe,  en 


(coordonnées  polaires,  est 


COS  w) 


(20) 


résultat  évident  à  l'inspection  de  la  figure. 

«4*.  Hi/pocycloïde  à  quatre  rebrousscments. —  Dans  les 
formules  (18),  (19),  supposons  m  =  i  :  elles  deviennent 


ou 


X  =  II'  (3  ces  a  ■+■  ces  oa),     ?/  ^  R'(5  sin  a  —  sin  ôa); 

a;  =  Rcos^a,     ?/  =  Rsin^a. 
L'équation  de  l'épicyeloïde  est  donc 

2  2» 

x^  -t-  t/^  =  R'. 

D 

Ainsi ,  quand  une  circonférence  dont  le  rayon  est  -,  7'oule 
à  l'intérieur  d'une  circonférence  dont  le  rayon  est  R,  l'épi- 
cycloide  engendrée  par  un  point  de  la  première  lirjne  coïn- 
cide avec  l'enveloppe  d'une  droite  égale  à  R ,  dont  les  extré- 
mités glissent  sur  les  côtés  d'un  angle  droit  (Î3ÎG). 

943.  Êpicycloïde  rectiligne.  —  Si  l'on  suppose  m  =  2, 

l'équation  (19)  se  réduit  à 
2/  =  0. 

Conséquemnient,  le  lieu 
du  point  M  est  le  diamètre 
AB  du  cercle  fixe. 

Cette  propriété  curieu- 
se (*),  à  peu  près  évidente 
par  la  figure,  est  appliquée 
dans  certains  engrenages. 


(*)  On  raltriltiie  à  Cardiin. 
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Recdllcatlou  «les  rpicycloldes. 

«44.  On  lire,  des  formules  (14),  (lo)  : 

dx  =  (m  -;- 1)  R'  [ —  sin  a  -+-  sin  [m  -t-  1)  a]  da, 
dy  =  {m -\-  \)  R'  [-»-  cos  a  —  cos  {m  -t-  1)  a]  dx. 

Il  résulte,  de  ces  valeurs, 

m 
ds  =  2  (î/j  -t-  1  )  R  sin  —  ««a. 

Le^second  membre  est  la  différentielle  de 

m  -t-  i     ,        m 
C ._  4 R'  cos  —  a. 

Par  conséquent,  si  l'on  détermine  la  constante  C  par  1m 
condition  que  a  =  0  donne  s=0,  on  a 


^_^^(m_-Hl)„, 


m 
ou,  plus  simplement, 


1  —  ces—  a   ; 


s  =  8 -R'sm"— a; 

m  4 

ou  enfin,  à  cause  de  wR'=R,  my.  =  ff.'  : 

s  =  8 R'sin^-.  C^l 

R  4 

D'après  cette  formule,  la  longueur  de  l'arc  complet 
d'épicycloïde,  répondant  à  a'=27r,  est 

R  -+-  R'      ■ 

/  =  8 R'. 

R 

Ainsi,  toutes  les  épkycloïdes  sont  recti fiables. 
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Èpleycloides  allon^éei*  ou   acroiirrleH. 

«45.  Si  le  point  M,  au  lieu  d'appartenir  à  In  circonfé- 
rence 0',  est  simple- 
ment lié  à  celle-ci,  la 
courbe  décrite  prend 
le  nom  d'é[jicycloïde 
allongée  ou  accourcie, 
selon  que  M  est  exté- 
rieiir  ou  intérieur  au 
cercle  0  . 

Si  l'on  conserve  les 
notations  oniployées 
ci-dessus  («38),  et 

que  l'on  désigne,  en  outre,  par  d  la  distance  O'M,  on  a, 

sans  nouveaux  calculs  : 


'^i>\ 


Ra  =  R'a', 
X  :^  (R  -+-  R')  ces  a  —  d  COS  (a  -t-  a') , 
y  =  (R  -+-  R')  sin  a  —  (/  sin  (a  -«-  a.'). 

ApplicationM. 

«46.  I.  Soient  R'=R,  rf=2R.  Les  équations  (22) 
deviennent 

a:  =  2R  (ces  a  —  cos  2a) ,     y  =  2R  (sin  a  —  sin  Sa^i  ; 

et,  si  l'on  transporte  l'origine  en  I,  position  initiale  de  M  : 

X  =  2R  ( —  i  -+-  cos  a  —  cos  2a)  =  2R  cos  a  (  t  —  2  cos  %), 
»/  =  2R  sin  a  (1  —  2  cos  a). 

Il  résulte,  de  ces  valeurs,  que  l'équation  de  la  courbe, 
en  coordonnées  polaires,  est 

w  =  2R  (I  —  cos  c); 

ou  plutôt,  par  le  changoineiil  de  u  en  —  n  : 

M  =  4R  cos  co  —  2R. 
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Conscquemment,  Vépicycloïde  dont  il  s'agit  est  une  con- 
chotde  du  cercle  («O). 

II.  Supposons,  comme  au  n"  «43,  (jiie  la  circonférence 
0'  roule  à  Tintérieur  d'une  circonférence  double.  Nous 
aurons,  au  lieu  des  formules  (16)  et  (17)  : 

X  ^  (R'  -+-  d)  CCS  a,     y  ^  (R'  —  d)  sin  a; 

ei,  par  l'élimination  de  a  : 


1, 


(R'  -f-  df      (R'  —  dy 

équation  d'une  ellipse.  Ce  résultat  est  visible  à  l'inspection 
de  la  figure.  En  effet,  le  diamètre  MN  (843)  est  inscrit  à 
l'angle  droit  yOx  (««5). 

I.  Théorème.  —  Toute  épicycloïde ,  engendrée  par  le 
mouvement  d'un  cercle  C  roulant  sur  un  cercle  fixe  C, 
peut  être  engendrée  par  le  mouvement  d'un  autre  cercle 
C"  roulant  sur  le  même  cercle  fixe  C.  R,  R',  R"  étatit  les 
rayons,  la  somme  ou  la  différence  des  deux  premiers  égale 
le  troisième,  suiva7it  que  Vépicycloïde  est  intérieure  ou  exté- 
rieure au  cercle  fixe.  (Euler.) 

II.  Théorème.  —  La  développée  d'une  épicycloïde  est  une 
épicycloïde  semblable  à  la  première. 

III.  Théorème.  —  Toute  courbe  plane  est  une  roulette. 

IV.  Théorème.  —  Quand  une  courbe  ACB  roule  sur  une 
courbe  DCE,  en  entraînant  une  ligne  FPG,  l'enveloppe  de 
celle-ci  coïncide  avec  l'enveloppe  des  trajectoires  de  tous  ses 
points. 

V.  Théorème.  —  Quand  une  parabole  roule  sur  une 
droite,  le  foyer  décrit  une  chaînette. 

\l.  Théorème.  —  Quand  une  spirale  logarithmique  roule 
sur  une  droite,  le  pôle  décrit  une  droite. 
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CHAPITRE  XVIII. 

POINTS  SINGULIERS  DES  COURBES  PLANES  (*). 

«49.  Les  points  sinfjuliers  d'une  combe  sont  ceux  qui 
présentent  quelque  particularité  remarquable ,  indépen- 
dante de  la  position  des  axes  coordonnés  :  les  points  maxi- 
imim  ou  minimum  ne  sont  pas  des  points  singuliers. 

«48.  Points  d'inflexion.  —  On  a  vu  (iTS)  qu'ils  sont 
déterminés  par  les  équations 

dh, 

«49.  Points  midtiples.  —  On  appelle  point  multiple 
celui  où  se  coupent  divers  arcs. 
En  un  pareil  point ,  la  courbe  ad- 
met j)lus  d'une  tangente. 
Soit,  par  exemple, 


Si  Ton  prend  les  deux  formules  : 

y,  =  1  -H  a;  l/a-  -+-  \ ,     yi=  i  —  x  Vx  -+-  1, 

on  voit  que,  pour  a:  =  0,  //i  =2/2  =  1.  D'ailleurs,  de 
;r  =  —  £  à  a==-i-  £,  ?/)  croît  et  //o  décroît.  Il  y  a  donc 
deux  arcs  qui  se  coupent  en  B.  En  outre  : 

'('/i      ,/ r  ^  ^^^*  \/ J 


dx  2l/x-t-l     'f^  l>l'a-.-l 

(*)  Ce  chapitre  ne  coiitieiU  que  de  simples  notions.  Pour  la  théorie  com- 
plète des  points  singuliers,  le  lecieur  peut  consulter  une  remanjualile 
Tliètc  de  M.  Uriol  (Journal  de  Ijourillc,  tome  X). 
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et,  pour  ac  =  0  : 

dx  '      dx 

»50.  Soit 

nx,y)  =  0  (1) 

l'équation  de  la  courbe  :  nous  supposons  que  le  premier 
membre  est  un  polynôme  entier.  En  un  point  quelconque, 
où  la  tangente  est  unique,  elle  est  déterminée  par 

dy  dx 

dx  df  ' 

dy 

ce  qui  exige  que  les  deux  termes  de  la  fraction  ne  soient 
pas  nuls  simultanément.  Au  contraire,  pour  un  point 
multiple,  on  doit  avoir,  en  même  temps, 

df  df 

Si  le  point  est  double,  les  coefficients  angulaires  des 
deux  tangentes  sont  déterminés  par  l'équation 

dx"       dxdy  dx       \dxdy       dy-  dxl  dx 
ou 

£LIM^^2—01i^'K=o,  (ô) 

dy-  \dx/        "  dxdy  dx       rfx^ 

dont  les  racines  doivent  être  réelles  et  inégales. 
Si,  avec  les  relations  (2),  on  a  encore 

dy^         '      dxdy         '      dx^ 
c'est-à-dire  si  les  valeurs  de  x,y,  qui  satisfont  aux  équa- 
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lions  (2),  annulent  les  trois  dérivées  du  second  ordre, 
i'é(|u:ilion  (5)  devient  identique;  le  point  singulier  est  ordi- 
nairement triple;  l'équation  (5)  est  remplacée  par 

dy^  \dx/  dy^dx  \dxj  dydx'  \dxl       dx' 

cette  équation  doit  avoir  ses  racines  réelles  et  inégales. 
Ainsi  de  suite. 

*51.  Applications.  —  I. 

(y-df-x'(x-Hi)=on. 

Les  équations  (2)  sont  vérifiées  par  j-=0,  .v=0.  L'équa- 
tion (3)  devient,  à  cause  de  ces  valeurs, 

IL  x*  —  a:*7-+-?/'  =  0,  -r-  =  4x^  —  2y.r,  -—^=  —  x'-+-3i/': 
dx  dy 

l'origine  est  peut-être  un  point  multiple.  Prenant  les  déri- 
vées secondes,  on  trouve 

d'f  ,  (/y  d-f 

dx'  '      dxdy  '      dy- 

Pour  x  =  0,  y  =  0,  l'équation  (3)  devient  identique  :  for- 
mons l'équation  (o).  A  cause  de 

dH  dY  d'f  d'f 

tfx*  dx'dy  dxdy^  dy* 

cette  équation  est 

fdyY      dy 


iï) 


dx)       dx 


(*)  Ccl  exemple  a  été  Irailo  ci-dessus  ,zt9) 
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Conséqucmment , 

dy  dy 

dx         '     dx 

l'origine  est  un  point  triple. 

«5*.  Points  de  rebrousscmcnt.  —  On  appelle  ainsi  les 
points  01^1  deux  branches  de  courbe  s'arrêtent,  de  manière 
à  rester  d'un  même  côté  de  la  normale  en  ce  point. 

Le  rebroussemept  est  de  première  espèce  quand  la  tan- 
gente commune  est  entre  les  deux  ares  :  dans  le  cas  con- 
traire, il  est  de  seconde  espèce. 

Soit 

y=x-{\dr.\/x): 

l'abscisse    ne    peut   être  négative;  de  plus,   lim  |  =  0. 

Enfin,  quand  x  est  moindre  que  1,  les  deux  valeurs  de  // 

sont  positives.  Il  y  a  donc,  à  l'origine,  rebroussement  de 

seconde  espèce. 

;853.  Si,  dans  l'équation  (1),  ac  est  regardé  comme  un 

paramètre  variable,  deux  des  valeurs  de  y  doivent,  pour 

le  point  cherché,  devenir  égales  entre  elles.  D'après  la 

théorie  des  racines  égales  (Alg.,  31:8),  on  a,  pour  ce  même 

point, 

df 

En  outre, 

'IL  — 
dx 

sans  quoi  la  tangente  au  point  de  rebroussement  serait 
parallèle  à  l'axe  des  ordonnées;  ce  qu'on  peut  ne  pas  sup- 
poser. Si  l'on  élimine  y  entre  les  équations  (1),  (6),  on 
arrive  à  une  relation 

?W  =  0,  (7) 

53 
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donnant  les  valeurs  de  x  auxquelles  répondent  deux  valeurs 
égales  de  y. 

Soit  a  une  racine  de  celte  équation  (7).  Si,  quand  x 
varie  de  a  —  £  à  a-hz,  la  fonction  9(x)  cliaiiire  de  signe, 
//  peut  y  avoir  rebroussemcnt  au  point  dont  l'abscisse  est  a. 
Il  faut,  en  outre,  que  Téquation  (3)[^soit  vérifiée  perdes 
valeurs  réelles  et  égales  de^;  ce  qui  donne  la  condition 

\dxdyi        rfx*    rfj/* 
S54.  Application  : 

(^2  _  ^j  _  9^  (jc  —  1  f  =  0.  (8) 

Les  équations  (2)  sont 

^{y'-x')y  =  0, 
4  (y2  _  x')  X  H-  9  (x  —  1)'  -t-  27x  (x  —  1)-  =  0. 

Ces  trois  équations  sont  vérifiées  par  x  =  \,  y=\.  De 
|)lus,  pour  ces  valeurs,  l'équation  (o)  devi(>nt 

Enfin,  sans  qu'il  soit  besoin  de  former  la  fonction  cp(x),  on 
reconnaît,  à  l'inspection  de  l'équation  (8),  qu'on  ne  peut 
supposer  x=  1  —  s.  Va\  résumé,  x=  1,  //  =  1  sont  les 
coordonnées  d'im  point  de  rebroussemcnt. 

255.  Poiuls  anguleux.  —  Si  deux  brandies  viennent  se 
terminer  en  un  même  point,  de  manière  que  leurs  tan- 
gentes soient  diiïérenles,  on  donne  à  ce  point  le  nom  de 
point  anguleux  :  \v  pDJiil  ilo  ri  broussemenl  en  est  un  cas- 
limile. 
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iiy 


Soit,  par  exemple, 


y 


\ 


Suivant  que  x  est  j)()sitif  ou  négatif,  liin^  =  0  ou  1. 
^^  Ainsi,  la  courbe  a  la  forme  indiquée 

y^  ci-eonlre  :  l'origine  est  un  point  an- 
guleux. 
'  1356.  Points  d'arrêt.  —  Un  point 
d'arrêt  est  celui  où  une  branche  de 
courbe  s'arrête  brusquement.  L'équa- 
tion 


e^  —  e 


y 


représente  une  courbe  qui  a  deux  points  d'arrêt,  apparte- 
nant à  l'axe  des  ordonnées ,  et  symétriquement  placés  par 
rapport  à  l'origine  (*). 

237.  Théorème.  —  Une  courbe  algébrique  ne  peut  avoir 
ni  point  d'arrêt  ni  point  angideux. 

Soit  F(x,?/)  =  0  l'équation  de  la  courbe,  F  étant  un 
polynôme  entier.  Si  l'on  regarde  x  comme  un  paramètre 
variable,  et  que  pour  x=X  —  s,  une  valeur  de  y  soit  ima- 
ginaire, celte  valeur  n'est  pas  unique  :  il  y  en  a  une  seconde, 
conjuguée  de  la  première.  Pour  x  =  ^,  ces  deux  valeurs 
de  y  deviennent  égales;  et,  pour  3c=^-i-c, 
elles  sont  réelles  et  inégales. 

Ainsi,  un  point-limite  A  est  toujours 
celui  où  se  raccordent  deux  arcs  AB,  AC. 
Celte  simple  remarque  prouve   la  pre- 
-X  mière  partie  du  théorème. 


(*)  L'équalion  n'étant  pas  altérée  quand  xtiy  cbaugent  simultanément 
de  signe,  l'origine  est  un  centre  de  la  courbe. 
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Relativement  à  la  seconde,  observons  que  • 

r/F 
dy  dx 

dx  dp" 

La  fraction  a  ses  termes  entiers;  donc  elle  ne  peut  deve- 
nir discontinue  quen  passant  par  l'infini  (*). 

!858.  Points  isolés.  —  Un  point  isolé  est  celui  où  lu- 
passe  aucun  arc  de  la  courbe,  et  dont  les  coordonnées  vé- 
rifient cependant  l'équation  de  celle-ci. 

L'équation  (x- -h  y-)- =  a-x^ -i- b-y-,  qui  rcprésenle 
la  podaire  de  l'ellipse,  relativement  au  centre,  est  vérifiée 
par  x  =  0,  y  =  0  :  l'origine  est  un  point  isolé. 

2^9.  Remarque.  —  Quand  on  cherche  la  podaire  d'une 
courbe,  relativement  à  un  point  donné,  on  trouve  souvent, 
comme  dans  l'exemple  précédent,  que  celui-ci  est  un  point 
isolé,  dont  les  coordonnées  satisfont  à  l'équation  du  lieu.  II 
en  est  ainsi,  en  particulier,  pour  la  podaire  de  l'ellipse, 
relatix  ement  à  l'un  des  foyers.  La  solution  de  ce  problème, 
bien  simple  (**),  conduit  à  un  résultat  singulier  et  remar- 
quable :  chaque  fo;/er  se  comporte  comme  une  tangente  dont 
le  coefficient  serait  V —  1. 

EJrft'ciret. 

L  x^  -+-  //'»  —  2x-//  —  2x-//-  -f-  y^  =  0  (point  triple). 
IL  ac*  —  2//^ —  ôy-  —  3j--(-  I  =  0  (trois  points  doubles). 
ÏIÏ-  y  =  iTi-f-"xi  -^Tû^'     ^  =  ^'  (P^^'^^^  d'arrêt). 

(*)  On  peul  voir,  dans  la  Nouvelle  Correspondance  mathéviatiquv 
(loine  I,  p.  176),  une  autre  démonstration  de  ce  théorème. 

(**)  On  sait  que,  dans  ce  cas,  la  podaire  est  la  circonférence  décrite  sur 
le  grand  axe  ooninie  diamètre  (p.  -loi). 
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IV.  y  =x  arc  tg  -  (point  anguleux). 

V.  U^  —  OÎ/COS^W-J-2COS2W  =  0,    U'' Oi<COSWH-2=0 

(points  isolés). 

VI.  u  =  ^j^  (7—0^5  u  {P^^*^^  double,  points  d'inflexion, 
point  de  rebrousseinent). 

VII.  ij'^  ^^=  X  sin'^  X  (une  infinité  de  points  doubles  et  de 
points  isolés). 

VIII.  y  =  cos  {ya"^  —  x^)  (une  tige  ployée). 

IX.  2/  =  2  cos  (l/l  —  x)  ±1  (\  —  x)x^  (une  feuille  de 
laurier). 

X.  y  ==  cos  (y  a  —  x)±Y  (a  —  x)  (a  ±  \/ax)  (deux 
feuilles  de  laurier). 

XI.  x=[y  —  cos  (l/â)]^^  [l  ±  l/l  — i/-hcos(V^)] 
(wMP  feuille  et  sa  tige)  (*). 


CHAPITRE  XIX. 

DES  LIGNES  A  DOUBLE  COURBURE. 
Équations  de  la  ligne. 

»60.  Une  ligne  à  double  courbure,  ou  ligne  non  plane, 
rapportée  à  trois  axes  rectilignes,  rectangulaires  pour  plus 
de  simplicité,  est  complètement  déterminée  si  l'on  se 
donne  deux  équations  entre  les  coordonnées  x,  y,  z  de 
chacun  de  ses  points.  Le  plus  souvent,  ces  équations  sont 

(')  Les  quatre  derniers  exemples  sont  dus  à  M.  Plateau,  l'illustre  phy- 
sicien aveugle.  {Bullelins  de  V Académie  de  Belgique,  1877.) 
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celles  (le  deux  des  projections  de  la  courbe,  cest-à-dir<' 
qu'elles  se  réduisent,  par  exemple,  à 

y  =  ?(4  (2) 

261.  Remarque.  —  L'équation  (1)  apparlieni,  non-seu- 
lement à  une  courbe  située  sur  le  plan  zx,  mais  encore  à 
un  cylindre  ayant  cette  courbe  pour  directrice,  et  dont  les 
génératrices  sont  parallèles  à  l'axe  0/y.  De  même,  l'équa- 
tion ("2)  représente  une  surface  cylindrique,  parallèle  à  Ox. 

«68.  Plus  généralement,  la  courbe  à  double  courbure 
proposée  peut  être  définie  par  les  équations  de  deux  sur- 
faces dont  elle  est  rintersection  ;  savoir  : 

F(x,t/,;s)  =  0,  (3) 

F.(x,t/,z)  =  0.  (4) 

«63.  Enfin,  si  l'on  regarde  la  courbe  comme  la  trajec- 
toire d'un  point  mobile,  on  peut  supposer  que  l'on  donne 
les  valeurs  de  x,  y,  z  en  fonction  d'une  variable  indépen- 
dante t  :  les  équations  précédentes  sont  alors  remplacées 
par 

^=/i('),  y=nifh  -=r-M         (5) 

Ce  troisième  système  conduit,  en  général,  à  des  for- 
mules dans  lesquelles  x,  y,  z  entrent  symétriquement;  tf 
qui  n'a  pas  lieu  quand  on  adopte  les  autres  modes  de  re- 
présentation. 

Différentlellr  de  l'arr. 

«64.  La  démonstration  donnée  pour  les  courbes  planes 
s'applique  aux  lignes  à  double  courbure.  Conséquemmeni, 

ds^  =  dx-  -+-  (///-  -¥-  dz-,  (6) 

quelle  que  soit  la  variable  indépendante. 


DES  LIGNES  A   DOUBLE  COURBURE.  SIÎ> 

Tangente. 

905.  On  démontre,  en  Géométrie,  que  la  projection 
de  la  tangente  à  une  courbe  est  tangente  à  la  projection 
de  la  courbe.  D'après  cela,  si  la  courbe  est  déterminée 
par  les  équations  (1),  (2),  les  équations  de  la  tangente 
sont 

dx  du 

OU,  sous  une  forme  plus  symétrique  : 

X  — a:       Y  — y       Z  —  z 


dx  dy  dz 


(8) 


Dans  le  cas  plus  général  des  équations  (3),  (4),  on  tire, 
de  celles-ci  : 

rfF  dx       dV  du       d¥ 

1 ;^-f-—  =0, 

dx  dz       dy  dz       dz  ,    ,„ 

dF,dx      dF^dy      dFt_  ^  ^ 

dx  dz       dy  dz        dz 

Nous  devrions  donc,  pour  trouver  les  équations  de 
la  tangente,  résoudre  les  équations  (9)  par  rapport  à 
^'  ^;  puis  substituer,  dans  les  écjuations  (7),  les  va- 
leurs trouvées.  Mais  il  est  équivalent,  et  beaucoup  plus 
simple,  d'opérer  d'une  manière  inverse  en  substituant, 
dans  les  équations  (9),  les  valeurs  de  ^>  ^,  tirées  des 
relations  (7).  On  trouve  ainsi  : 

dF  f/F       ,  rfF 

rfF,  dFi  dFi 
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966.  Remarque.  —  Pour  une  raison  que  nous  donne- 
rons bientôt,  chacun  des  plans  représeniés  par  les  der- 
nières équations  est  appelé  plan  tangent  à  la  surface  cor- 
respondante. 

»6'î.  Angles  de  la  tangente  avec  les  axes.  —  Si  la  eourbe 
est  représentée  par  les  équations  (îi),  les  équations  de  la 
tangente  sont 

X—x       Y— y      Z—z 


dx             dy  dz 

Or,  a,  [3,  y  étant  les  angles  dont  il  s'agit,  on  a 

ces  a          ces  j3  ces  y 

X  —  X       Y  —  y  Z  —  z' 
e'est-à-dire  : 

CCS  a         ces  P  CCS  y 

dx           dy  dz 
et  enfin ,  par  la  relation  (6)  : 


(8) 


(12) 


dx  dy  dz 

cosa  =  -— '     cosS  =  — -?     cosr=-;--  (lô) 

as  ds  ds 

868.  Dorénavant,  nous  représentons  par  a,  b,  c  les 

cosinus  directifs  de  la   tangente;  de  manière  que  nous 

aurons  : 

dx  dy  dz 

('OSa  =  a  =  -— j      cosÊ  =  6=-— j     cos7'  =  c=-— •    (14) 
ds  ds  ds 


Plan  normal. 

969.  Ce  plan  est  celui  qui  est  perpendiculaire  à  la  tan- 
gente, au  point  de  contact.  Il  a  donc  pour  équation 

a(X  — a)-+- 6(Y  — »/) -+-r(Z  — x)  =  0.  (15) 
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Angle  «le  contingence. 

«70.  Pour  calculer  l'angle  s,  forme  par  les  langcntes 
en  deux  points  de  la  couibe,  infiniment  voisins  (SSll), 
nous  rappellerons  d'abord  deux  formules  de  Géométrie 
analytique. 

1"  Soient  n,  6,  c  les  cosinus  directifs  d'une  droite  D;  et 
a',  b',  c'  les  quantités  analogues,  relatives  à  une  seconde 
droite  D'.  Soit  V  l'angle  des  deux  droites.  Des  relations 
connues  : 

cosV=aa'H-66'-+-cc',     a^-+-6--+-c'^=  1,     «'"■'-i-6'*-+-c'"^  =  l  (*), 

on  déduit 

sin'^  V=  1  —  {au'  -+-  bb'  ■+■  cc/^, 


(j^-  ^_  c']  {a'-  -4-  b'^  -h  c")  —  {aa'  -+-  bb'  -t-  cc'f; 


sin^  V=  {bc'-cb'Y-^-  {ca'-ac'f-i-  {ab'-baj.  (A) 

2°  On  a  aussi,  en  prenant  0A=0A'=1, 
et  en  joignant  l'origine  au  milieu  M  de  AA'; 

siniv=-l/(a'— af-f-(6'— 6)V(c'— c)\  (B) 


Si  l'angle  V  est  infiniment  petit, 
u=a-^da,    b'^=b-^db,     c'=c-i-dc,     ab' — ba'=adb  —  bda, 
etc.; 

(*)  Manuel  des  Candidats,  tome  II,  pp.  10, 11. 
(**)  Si  on  laissait  le  second  membre  sous  la  forme 
1—  (aa'-+-66'-4-cc')*, 
on  ne  pourrait  le  décomposer  en  une  somme  de  trois  carrés.  C'est  pour 
arriver  à  ce  remarquable  résultat,  que  Von  remplace  l'unité  par 
(a«  -+-  6-  -\-  c"-)  (a'^  -4-  b'^  -t-  c'«). 
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donc,   en    négligeant    un    infiniment    petit   du   lioîsiènir 
ordre  (©)  : 

V^  =  {bdc  —  cdhf  -+-  {cela  —  adcf  -+-  {adb  —  bda)\     (A') 

Dans  le  cas  où  la  droite  OA  est  parallèle  à  la  tangente 
d'une  courbe,  au  point  (x,  y,  z)  : 

dx  dy  dz 

donc,  par  la  formule  (B')  : 

e- =  dce  -\- db-  -^  dc\  (If)) 

Binormule. 

^ït.  M.  de  Saint-Venant  a  donné  ce  nom  à  l;i  droitv 
perpendicAtlaire  à  deux  tancjentes  conséculives.  Pour  la 
déterminer  en  direction,  remarquons  d'abord  que,  si  /,  r/j,  n 
sont  les  cosinus  directifs  d'une  perpendiculaire  à  deux 
droites  OA,  OA',  on  a,  en  conservant  les  notations  em- 
ployées ci-dessus  : 

ai-t-6m-t-cn  =  0,     «'/-+- 6'm-+-c'n^0,     f ^ -4- m" -+- n^  =  I . 

On  satisfait  à  ces  équations  en  prenant 

f  m  n  \ 


bc'  —  cb'       ca — ac'       ab'  —  ba'  sin  V 

Conséquemment,  si  les  droites  sont  deux  tangentes  con- 
sécutives : 

/  m  n  \ 


±--      (I7j 
bdc  —  cdb       cda  —  adr       adb  —  bda  s 

*7«.  Reuinrq((c.  —  De  même  que  la  binormale  est  per- 
pendiculaire à  deux  tangentes  consécutives,  la  langentc  est 
perpendiculaire  à  deux  binortuales  consécutives. 
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Cette  proposition,  à  peu  près  évidente  par  la  Géométrie, 
résulte  aussi  des  calculs  précé- 
dents. 

Quand  on  passe  du  point  M 
de  la  courbe,  au  point  infiniment 
voisin  M',  l'équation 

al  -t-  bm  -+-  c«  =  0, 


mise  sous  la  forme 
donne 


les  accents  désignant  des  dérivées  (*). 

La  seconde  somme  est  nulle,  parce  que  la  binormale  est 
perpendiculaire  à  la  tangente  M'T'  («71)  :  donc 


et,  par  conséquent. 


2  «  (/  -4-  (II)  =  0. 


(18) 


Or,  l-i-dl,  m-k-dm,  n-hdn  sont  les  cosinus  directifs  de 
la  binormale  M'iN';  a,  b,  c  sont  les  cosinus  directifs  de  la 
tangente  MT;  donc,  etc. 


Plan  osculatear. 


»'?».  Le  plan  osculateur  à  une  courbe  AB,  en  un  point 
M ,  est  la  limite  vers  laquelle  tend  le  plan  passant  par  la 
tangente  MT  et  la  sécante  MM'S,  lorsque  le  point  M'  se 
rapproche  indéfiniment  du  point  M.  On  peut  le  regarder 


(*)  La  variable  indépendante,  qui  peut  être  quelconque,  est,  ordinaire- 
ment, Tare  AM  =  s. 
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aussi  comme  la  limite  du  plan 
TMR,  parallèle  à  la  tangente 
M'T'  :  en  effet,  l'angle  SMR  est 
infiniment  petit;  donc  les  deux 
faces  TiMS,  TMR  tendent  à  se 
confondre. 

;8'î4.  Équation  du  plan  Qsculafeur.  —  La  perpendicu- 
laire au  plan  TMR  est,  à  la  limite,  la  binormale;  donc 
1  équation  du  plan  osculateur  est 

/  (X  —  x)  -4-  m  (Y  —  ?/)  -4-  n  (Z  —  r)  =  0.  (19) 


IVormale  principale. 

«VS.  Cette  droite  est  la  normale  située  dans  le  plan 
osculateur.  Or,  toute  normale  est  contenue  dans  le  plan 
normal j  donc  la  normale  principale  est  représentée  par  le 
système  des  équations 

a{X  —  x)-\-b{\—y)-^c[Z  —  z)  =  0,  (i5) 

l{X  —  x)-i-m{Y  —  y)-^-n{Z  —  z)  =  0;  (19) 

ou  par  les  proportions 

X  —  X  Y  —  y  Z  —  z 


cm 


bn      an  —  cl      bl  —  am 


(20) 


«ÏG,  Remarques.  —  I.  En  négligeant  un  facteui-  com- 
mun, on  i)eut,  en  vertu  des  formules  (17),  remplacer  le 
conséquent  cm  —  bn  par 

c{ca' — ac')  —  b{ab'  —  ba')  =  (6--f-r)a'  —  (66' -4-  ce') a 
^  (a*  +  6*  ^  c')  a'  —  {aa'  -<-  66'  -4-  ce')  a  =  a'. 

Ainsi,  les  équations  de  la  normale  principale  sont,  si  l'on 
X  —  x       Y  - V       Z  —  z 

— —=—f7-^=—  m 

a  h  r 
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II.  SI  f,  g,  h  sont  les  cosinus  dircclifs  de  celle  droite, 
on  a,  par  les  proportions  (20), 

L^=         ^  =  ^         ;  (22) 

cm  —  bu       an  —  cl       bl  —  atn 

puis,  par  la  formule  (16)  et  les  proportions  (21)  : 

f       q       h       ils 
a         h         c  a 

III.  Les  binômes 

cm  —  bu,     an  —  c/,     bl  —  am 

sont,  non-seulement  proportionnels  aux  cosinus  f,  g,  h, 
mais  ils  sont  égaux  à  ces  cosinus,  pris  avec  leurs  signes  ou 
avec  des  signes  contraires. 

En  effet,  par  la  transformation  connue  (2'SO)  : 

[cm  —  bny-  -+■  [an  —  clf  -t-  {bl  —  cmiY 
=  {a"  -f-  P  -4-  C")  {l-  -+-  m"  -+-  n-)  —  {al  -+-  bm  -\-  cnf  =  1  ; 

ainsi 

f  9  h 

'- =  — - —  = =  ±1. 

cm  —  b/i       un  —  cl       bl  —  uni 

IV.  Si  Ton  convient  de  prendre  le  signe  +,  on  a  donc 
f=:cm  —  bn,     g  =  an  —  cl,     h  =  bl  —  a??i  (*).     (24) 

V.  La  tangente,  la  binormale  et  la  normale  principale 
sont  des  droites  perpendiculaires  deux  à  deux.  Elles  doi- 
vent, en  conséquence,  satisfaire  aux  conditions  ordinaire- 
ment exprimées  par 

aa'-t- 66' -f-cc'=0,  a'a"-i-b'b"-\-c'c"=0,  a"a-^b"b-hc"c=0. 

(*)  De  même  : 

a  =  gn  —  km ,    b  =  hl  —  fii,     c  =  fm  —  gl; 
l  =  bli  —  cg ,     m=  cf —  ah,    n  =  ag  —  bf. 
{Théorie  analytique  des  lignes  à  double  courbure,  p.  15.) 
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En  effet 
1" 

20 


2«/  =  -T-T72«('^c'-^O  =  0; 
^  sin  >  ^ 

2^  =  2^  (cm  — 6/tj  =  0. 


Courbure. 


«îî.   La  définition  adoptée  pour  les  courbes  planes 

(«09),  donne 


u  c  1 

courbure  =  lim  —  =^  t  =  t 
^s       ils      II 


K  est  le  rayon  de  courbure. 


Cercle  osculateur. 

«78.  Le  cercle  osculateur  à  une  courbe  AB,  en  un 
point  M,  est  la  limite  des  cercles  qui,  tangents  en  M  à  AB, 
passent  pal'  un  point  M'  voisin  de  M.  Le  cercle  osculateur, 
évidemment  situé  dans  le  plan  osculateur,  serait  déterminé 
si  Ton  en  connaissait  Yaxe. 

«99.  Axe  du  cercle  osculateur.  —  Si  Ton  considère  le 
cercle  quelconque  dont  il  vient 
d'être  question ,  Taxe  CD  de 
ce  cercle  est  rintersection  ilu 
plan  \,  normal  en  M,  avec  Ir 
plan  P,  j)crj)ondiculaiie  au  mi- 
lieu E  de  MM.  On  peut  dé- 
montrer, comme  il  suit .  (|ue 
Taxe  CD  se  confond,  à  la  limite,  avec  l'intersection  L  des 
plans  1\,  IN',  normaux  en  M,  31'. 


DES  LIGNES  A  DOUBLE  COURBURE.  527 

L'équolion  du  plnn  N  étant 

a(X  — a:)-+-6(Y  — î/)-4-<-(Z  — z)  =  0,  (iU) 

réqualion  du  plan  N'  sera 

^  (a  -+-  Aa)  (X  —  X  —  Ax)  =  0. 
Conséqucniment,  rintersection  L  est  représentée  par 

2a(X-a)  =  0,  \ 

-(X-x)  =  ^(a-^Aa)-.  j 

A  la  limite,  celle  seconde  équation  devient 

2a'{X-x)  =  i.  (25) 

D'autre  part,  l'équation  du  plan  P  est 

X  —  X  —  -àx\  —  =  0; 
\  2      y  AS 

ou 

on  sorte  que  l'axe  CD  est  représenté  par  celte  équation, 
jointe  à 

2a{X-x)  =  0.  (15) 


Si  Ton  prend  s  pour  variable  indépendante,  on  a 
àx      dx      i  liPx 

AS 

donc  l'équalion  (P)  devient 

AS 


=  ^-^2b-^T'^^  =  "-^2^"""^^''^' 
îqualion  (P)  devient 

a-4-^(a'-4-a)AsJ  =  -2 


•j28  CALCUL  DIFFÉRENTIEL. 

On  peut  donc  prendre,  comme  seconde  équation  de  CD  : 

Or,  pour  As  =  0,  celle-ci  ne  diffère  pas  de  l'équa- 
tion (23). 

«80.  Remarques.  —  I.  L'équation  (2o)  est  la  dérivée 
de  l'équation  (lo),  quelle  que  soit  la  variable  indépen- 
dante. 

II.  L'équation  (2o)  représente  un  plan  perpendiculaire 
au  plan  normal  et  au  plan  osculafeur.  En  effet  (875)  : 

Saa  =0 , 
^  {bc' —  cb')  a' =  0. 

Le  plan  (25)  est  donc  perpendiculaire  à  la  normale  prin- 
cipale. 

;881.  Centre  et  raijon  du  cercle  osculateur.  —  Le  centre 
est  déterminé  par  les  équations  de  l'axe  : 

2a(X-x)  =  0,  (io) 

'^a'{X-x)=[,  (23) 

jointes  à  l'équation  du  plan  osculateur  : 

2/(X  — x)  =  0.  (19) 

Au  lieu  de  résoudre  ces  équations,  par  rapport  à  X,  "W 
Z,  il  vaut  mieux  en  conclure  le  rayon  o  du  cercle  oscula- 
tetu".  On  aurait 

p'^  =  (X  -  xf  -I-  (Y  -  yf  -i-  (Z  -  zf; 

mais,  comme  ce  rayon  est  dirigé  suivant  la  normale  prin- 
cipale, on  a  aussi 

X  — x-=p/,     Y  —  y-^og,     Z  —  z  =  oh; 
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r'est-à-dirc 

X  — a;  =  pRa',     Y  —  ;/ =  pR6',     Z  — z  =  pRc'.     (2G) 
Substituant  dans  Téqualion  (25),  on  trouve 
pR  (a'-  -t-  6'-  -4-  c'*)  =  1  ; 

P  =  R.  (27) 


(I  où 


Ainsi ,  pour  les  courbes  à  double  courbure,  comme  pour 
les  courbes  planes,  le  cercle  oscillateur  est  égal  au  cercle  de 
courbure. 


;&nglc  et  rayon  de  torsion. 


«8«.  Soit  une  ligne  brisée  ABCD  ...,  dont  trois  clé- 
ments consécutifs  ne  soient 
pas  dans  un  même  plan.  Si 
on  les  prolonge  dans  le  même 
sens,  on  forme  une  surface 
polyédrale,  développable.  Par 
^'  des  rotations  ou  des  torsions 
successives ,  effectuées  autour 
de  DE,  autour  de  CD,  etc.,  on  en  peut  faire  le  dévelop- 
pement, et  trouver  la  transformée  plane  L'  de  la  ligne 
donnée  L.  Les  lignes  L ,  L'  ont  leurs  éléments  respective- 
ment égaux.  De  plus,  les  atigles  de  contingence  correspon- 
dants sont  égaux  (*).  Quant  aux  angles  formés  par  les  plans 
B'CE',  CCD',  DDE', ...  on  leur  donne  le  nom  d'angles  de 
torsion.  Ces  propriétés  et  ces  dénominations  subsistent 
si  la  ligne  L  est  remplacée  par  une  courbe  à  double  cour- 
bure :  pour  une  pareille  ligne,  l'angle  de  torsion  est  celui 


(*)  Traité  élémentaire  de  Géométrie  descriptive,  seconde  partie,  p.  5. 


54 


5Ô0  CALCUL  DIFFÉRENTIEL. 

(]ui  est  formé  par  deux  plans  osculateurs  consécutifs,  on 
par  deux  binormales  consécutives. 

D'après  la  formule  générale  (B),  on  a,  en  désignant 
par  ri  l'angle  de  torsion, 

y,^  =  dl-  -+-  dnr  -4-  dn:  (28) 

J883.  Rayon  de  torsion.  —  Si  Ton  divise  /;-  par  ds-,  le 
(jiiolient  a  la  forme  ^  :  r  est  appelé  rai/071  de  torsion,  par 
analogie  avec  le  rayon  de  courbure.  L'équation  précédente 
peut  donc  être  remplacée  par  celle-ci  : 

4 

—  =/"-+- m'* -I- n".  (29) 

Formules  de  Frenet. 

884.  Reprenons  les  proportions 


a'       b'       c 


(25) 


Pour  les  démontrer  directement,  de  la  manière  la  plus 
simple,  il  suffirait  d'avoir  égard  aux  remarques  suivantes  : 

1°  La  normale  principale,  étant  perpendiculaire  à  la 
tangente  et  à  la  binormale,  les  cosinus  f,  g,  h  remplisseni 
les  conditions  (876.  Rem.,  V)  : 

2a/-=o,   ^if=o.  {m 

2"  Les  dérivées  a,  b',  c'  satisfont  à  la  relation  é\idt'nU'. 


et  à  l'équation  («7l) 

Il  résulte,  en  eiïet ,  de  ces  doux  systèmes  d'éqiiniiiui; 


llu'=0. 
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homof/ènes,  que  les  premières  inconnues  sont  proportion- 
nelles aux  seeondes. 

»8S.  De  même,  les  dérivées  l,m,n  satisfont  aux  équa- 
tions 

2«^'  =  0,  (18) 

Celles-ci  ne  diffèrent,  des  équations  (30),  que  par  le  chan- 
gement de  /',  m',  n'  en  f,  g,  h;  donc 

f       9        h 

'r=^=--  (51) 

Ainsi  déjà  : 

Les,  cosinus  directifs  de  la  normale  principale  sont  pro- 
portionnels, soit  aux  dérivées  des  cosinus  directifs  de  la  tan- 
gente, soit  aux  dérivées  des  cosinus  directifs  de  la  binormale. 

«86.  D'après  les  formules  (16),  (27)  et  (29),  les  rap- 
ports (23)  et  (31)  sont  égaux,  respectivement,  à  d=p,  rtr. 
Nous  conviendrons  d'adopter  le  signe  -i-  pour  le  premier 
rapport,  et  le  signe  ■ —  pour  le  second;  savoir  : 


a' 

•9 
■  b' 

h 

c' 

f 
i 

m' 

h 
n' 

On 

conclut, 

de 

ces  éga 

lités  : 

l' 

m' 

n' 

a' 

V 

c 

m 


ou,  ce  qui  est  équivalent, 


dl       dm       dn  s? 

du       db       de  £ 


;3ô) 


(34) 
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Les  formules  (32),  (35),  (34),  aussi  simples  qu'impor- 
Uinles,  sont  dues  à  M.  Frenet,  ancien  Professeur  à  la  Fa- 
tuité des  sciences ,  de  Lyon  (*). 

Rayon  de  torsion.   —  Salle. 

«87.  La  formule  (29j  donne  le  rayon  de  torsion  par 
les  dérivées  des  cosinus  /,  m,  n.  On  peut,  comme  il  .>uit, 
exprimer  ce  rayon,  au  moyen  des  cosinus  a,  b,  c  et  de 
leurs  dérivées. 

De  l'équation  («7») 

2  «''  =  «. 
on  conclut 

2a7'  =  — 2«"^- 

Mais  («îl,  »î7,  281)  : 

l  m  n 


6c'  —  cb'       eu'  —  ac'       ab'  —  ba 
donc 

ou 

y  a'/'  =  —  ç'S  [ab'  —  6a')  c" 

D'un  autre  colé  : 


;  =  ?» 


ci       b'      c'       i       i 

))i        li 

l^l^Ti^V  7 

J^Ti 

donc 

lal'^ 

I 

(Ô-J) 


(*)  Elles  sonl  souvent .  mais  à  tort,  altiibucos  à  M.  Sonet. 
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Kg.ilant  CCS  Jeux  valeurs  d'une  même  somme,  on  trouve 

r  ^ 

ou 

1       2  («6'  —  ha!)  c" 

r        a  ^  -+-  f>^  -+-  c 

5J8ft.  Remarques.  —  I.  Celte  valeur  de  -  est  ralionneUe, 
tandis  que  celle  qui  est  donnée  par  l'équation  (29)  est 
irrationnelle. 

II.  Dans  les  calculs  précédents,  entrent,  de  la  même 
manière,  les  quantités  a,  b,  c,  a',  ...  et  les  quantités  l,  m, 
H,  i  ...  Conséquemment, 

1  2,  [M  —  ml']  n" 

Sarface  polaire. 

«8».  Un  point  quelconque  P,  pris  sur  Taxe  CD  du 
cerele  osculateur,  est  également  distant  de  tous  les  points 
appartenant  à  la  circonférence  de  ce  cercle.  Le  point  P  joue 
donc,  par  rapport  à  cette  ligne,  le  rôle  de  centre  ou  de 
pôle  :  au  moyen  d'un  fil  dont  l'extrémité  fixe  serait  en  P, 
on  peut  décrire  la  circonférence.  Pour  cette  raison ,  l'axe 
CD  est  souvent  appelé  droite  polaire. 

390.  La  surface  polaire,  relativement  à  une  courbe  AB, 
est  le  lieu  des  droites  polaires  de  la  courbe.  Chacune  des 
génératrices  étant  l'intersection  de  deux  plans  normaux 
consécutifs  (8^9),  la  surface  polaire  est  développable  (888). 

891.  Équation  de  la  surface  polaire.  —  Pour  la  trouver, 
il  suffit,  dans  chaque  cas  particulier,  d'éliminer  la  variable 
indépendante  entre  les  équations  (lo),  (25)  de  la  droite 
polaire. 

(*)  Théorie  analytique  des  lignes  à  double  courbure,  p.  I". 
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Application   tlcH  forruuioM   précédentei^. 

299.   i\ous   prendrons  pour  exemple  Vhélice  dont  les 

écjualions  sonl 

x^cosc,  (1) 

y  =  sin  z.  (2) 

Il  en  résulte 

ilx  =  —  sin  zdz,     dxj  =  cos  zdz; 
ds-  =  Mz\  ds  =  V^dz. 

!893.  Angles  de  la  tangente  mec  les  axes.  —  lis  sonl 
délerminés  (8©8)  |)ar  les  rormiiles 

1      .  ,         1  \ 

cos  a  =  a  = :;  sHi  j:  ,     cos  3  =  6  =  — ^  cos  z ,  1 

V/2  '  1/2  '      ., 

,  >    (3) 

cos  y  ^  C  = ^• 

994.  Remarque.  —  D'après  la  valeur  de  eos  y,  la  tan- 
(jenle  fait,  avec  les  génératrices  du  cylindre,  un  angle  de  4o°. 
895.  Plan  normal.  —  Il  a  pour  équation  («69) 

—  (X  —  cos  z)  sin  z  -f-  (Y  —  xj)  sin  z  -4-  Z  —  z  =  0, 

OU 

—  X  sin  z  -+-  Y  cos  z  -t-  z  —  z  =  0.  (4) 

*9«.  Angle  de  contingence.  —  On  tire,  des  formules  (5), 
en  prenant  z  pour  variable  indépendante  : 

\  1 

da  = ;^cosz(/r,     db  ^ ^  sin  z(/z,     dc^O;      (5) 

1/2  l    2 

donc  («70) 

e  =  —:^dz.  (6) 

\/2 
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«»7.  Jiinormale.  —  Des  fornuiles  (3)  et  (5),  on  déduit 

1  .  i  1 

hr' — cb'  =  —sin  z.     ca' — ac'= cosr,     ab'  —  6a'= -; 

2  2         '  2 

(M,  par  conséquent  («71)  : 

l  m  11         \ 

r— =-r-=T=izr         <'' 

-sinz CCS  r  ^ 

2  2 

puis 

I      .  1  1 

t= — rsinz,      VI  = ^cosz,      n^— —  (*).      (8) 

1/2  1/2  1/2 

«98.  Remarque.  —  La  comparaison  des  formules  (3), 
(8)  donne 

/  =  —  a,     m^  —  6,     n  =  c.  (9) 

11  résulte,  de  ces  égalités,  que  ïangle  droit  formé  par  la 
tangente  et  la  binormale  a,  pour  bissectrice,  la  génératrice 
du  cylindre,  passant  au  point  M. 

«99.  Normale  principale.  —  A  cause  des  valeurs  de  da, 
db,  de,  on  â  («96) 

f  a         h 

— L-  =  _^  =  -.  (10) 

CCS  z       sin  z       0 

Ces  équations  exigent  que 

h  =  0,    f^^zh  cos  z,     g  =  ±s.inz.  (H) 

Par  conséquent,  la  normale  principale  coïncide  avec  la 
perpendiculaire  abaissée,  du  point  M,  sur  l'axe  du  cylindre. 
Celte  direction  est  celle  du  rayon  du  cercle  osculateur. 

(*)  Ces  valeurs,  qui  ne  sont  pas  affectées  du  signe  =t,  se  rapportent 
au  segment  indéfini  de  la  binormale,  situé  au-dessus  du  plan  xy.  Il  en 
est  de  même  pour  les  valeurs  de  a,  b,  c,  relativement  à  la  tangente  («•*). 
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300.  Are  du  cercle  oscillateur.  —  Il  est  déterminé  (*80  ) 
par  les  équations 

—  X  sin  z  -4-  Y  ros  r  -+-  Z  —  r  =  0 ,  (4) 

Xcosr  H- Ysin  c -+- 1  =0;  (12) 

dont  la  seconde  est  la  dérivée  de  la  première. 

301.  Rayon  du  cercle  osculateur.  —  Nous  venons  df 
trouver 

ds=V^^dz,     £  =  — —dz; 

1/2 

dono 

ds 
P  =  -  =  2.  (15) 

e 

Ainsi,  le  rayon  du  cercle  osculateur  est  constant  :  il  est 
égal  au  double  du  rayon  du  cylindre.  Conséqueniment, 
le  lieu  des  centres  des  cercles  oscillateurs  de  l'hclice  est  une 
hélice  égale  à  la  première;  elle  est  symétrique  de  celle-ci, 
relativement  à  Taxe  du  cylindre. 

30».  A7ifjle  et  rayon  de  torsion.  —  D'après  les  rela- 
tions (8), 

puis 

r=p  =  2.  (14) 

Donc,  dans  l'hélice,  la  torsion  est  constante,  et  égale  à  ta 
courbure. 

303.  Angle  de  deux  nornialef<  principales  consécutives. 
—  Si  on  le  désigne  par  w,  on  a 

u*  =  dp  -+-  (/</ •  -\-  dtr  ; 

et,  par  les  formules  (1 1)  : 

u-  =  dz': 
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Or  i  i 

2  2 

donc 

Celle  relation  remarquable,  entre  les  angles  infiniment 
petits  £,  >j,  co,  subsiste  pour  toute  courbe  à  double  cour- 
bure :  elle  constitue  le  théorème  de  Lancrel  (*). 

304.  Surface  polaire.  —  Si  Ton  écrit  ainsi  les  équations 

(4),  (12): 

X  sin  z  —  Ycosz  =  Z  —  z,  (15) 

X  cosz -t- Y  sin  z  =  — 1,  (IG) 

on  en  conclut,  en  faisant  la  somme  des  carrés, 

X^  -\-  Y-  =  (Z  —  :)-  -+-  1 , 
OU 

z  =  z  =F  l/X-  -+-  Y^  —  1 . 
L'équation  (16)  devient  donc 


Xcos(Zq=l/X^H-Y*— l)  +  Ysin(Z±l/XVY^— 1)+1  =  0. 

Celle-ci  représente  un  héliçoïdc  développable  (**).  Varète 
de  rebroussement,  de  cette  surface,  est  l'hélice  considérée 
plus  haut  (30l). 

305.  Lieu  des  tangentes  à  l'hélice.  —  Ce  lieu  est,  par 
définition  ,  un  héliçoïde  développable.  Il  est  symétrique  du 
précédent,  relativement  à  l'axe  du  cylindre. 

306.  Lieu  des  binormales.  —  Les  équations 

X  —  X       Y  —  y       Z  —  z 


m 


(*)   Théorie  analytique  des  lignes  à  double  courbure,  p.  1 5. 

(**)  Traité  élémentaire  de  Géométrie  descriptive,  seconde  partie,  p.  90. 
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deviennent,  dans  le  cas  actuel  : 

X  —  cos  z  =(Z  —  z)sin  z,     Y  —  sin  z  =  —  (Z  —  z)  cos  z. 
On  conclut,  de  celles-ci  : 

X  sin  z  —  Y  cos  z  =  Z  —  z,     X  cos  z  -+-  Y  sin  z  ^  1; 
puis,  par  l'élimination  de  z, 

Xcos(Zzpl/X^-+-Y='  — 0-+-Ysin(Zqzl/X*-+-Y*—  l)—  1  =  0; 

équation  d'un  héliçoïde  gauche,  à  cône  directeur. 

SOÎ.  Lieu  des  normales  principales.  —  Un  calcul  ana- 
logue au  précédent,  mais  plus  simple,  conduit  à  l'équation 

X        "" 

Celle-ci  représente  un  héliçoïde  gauche,  à  plan  directeur  (*). 
Ainsi,  l'hélice  est  l'intersection  d'un  cylindre  de  révolution 
et  de  l'héliçoïde  gauche,  lieu  des  normales  principales. 

JEjcefcicvs. 

I.  Un  point  parcourt  une  circonférence,  pendant  que 
celle-ci  tourne  autour  de  l'un  de  ses  dianièires,  supposé 
fixe.  La  vitesse  angulaire  du  point  est  égale  à  la  vitesse  de 
rotation  de  la  circonférence.  Trouver  :  1°  les  équations  de 
la  trajectoire;  2°  l'équation  du  plan  osculateur  de  celte 
ligne;  5°  l'expression  du  rayon  de  courbure,  etc. 

II.  Un  cylindre  de  révohiiioii ,  dont  le  rayon  est  R,  est 
coupé  jiar  une  sphère  qui  a  son  centre  sur  la  surface  du 

(*)  Des  équalions  (1),  (2),  on  conclut 

X 
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«yliiulrc,  et  dont  le  rayon  est  2R.  Appliquer,  à  lu  courbe 
d'interscclion,  les  formules  relatives  à  la  tangente,  au  plan 
normal,  au  plan  osculateur,  etc. 

III.  Appliquer  les  mêmes  formules  :  1°  à  la  courbe  re- 
présentée par 

a  .    o 

a:  =  zcos— >      y=^z  sin—; 

12°  à  Y  hélice  conique,  dont  les  équations  sont 

rc*  -t-  î/-  =  ni^z-,     u  =  ae'^. 
5°  à  Vhélice  caténoïdique,  représentée  par 
x  =  e',    2/ =  e~',     z^=t\/'i. 

IV.  Théorème.  —  Si,  sur  une  sphère  dont  le  rayon  est 
pris  pour  unité,  on  trace  une  courbe  quelconque,  on  a, 
entre  les  coordonnées  x,  y,  z  de  tout  point  de  cette  ligne,  la 
relation 

2  [(j--ry  )x-]== [s,-]  [2x-]  -  [2x'']^-  [2-^'^-j'c)- 

V.  Théorème.  —  La  distance  de  deux  tangentes  infini- 
ment voisijies  est  donnée  par  la  formule 

(?=^ (0.   BONET.) 

l:2rp 

VI.  Théorème.  —  La  distance  comprise  entre  un  point 
d'une  courbe  et  le  plan  osculateur  au  point  infiniment  voisin 
est  double  de  la  distance  d  des  tangentes.        (0.  Bonnet.) 

VII.  Théorème.  —  Soient  x'  B'  é  '^*  coui^bin'es  des  j)ro- 
jcctions  d'une  courbe  L,  sur  trois  plans  rectangulaires. 

(*)  Les  accents  désignent  les  dérivées  par  rapport  à  une  variable  indé- 
pendante quelconque. 
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Soient  encore  a,  [3,  y  les  angles  formh,  avec  les  axes,  par 
la  tangente  à  L.  On  a 


i       sin^a       sin^S       sin*  r 


P 


et,  si  '/■■ 


2 


A*  B^  C*    ' 

0  =  A  -t-  B. 


CHAPITRE  XX. 

GÉNÉRALITÉS  SUR  LES  SURFACES. 
Plan   ian;;cnt. 

308.  On  a  vu  (««5)  que 

F(x,ty,r)  =  0,  (I) 

F.(x,.y,r)  =  0  (2) 

étant  les  équations  de  deux  surfaces  S,  Si,  la  tangente  en 
un  point  quelconque  M  de  l'intersection  est  déterminée  par 

rfF  f/F  (/F 

f/F,  f/F,  f/F, 

L'équation  (3)  représente  un  plan  dont  la  position  dé- 
pend seulement  de  la  surface  S  et  des  coordonnées  l^x,  y.  z) 
de  M.  Si,  par  ce  point  M,  on  faisait  passer  une  nouvelle 
surface  2,  la  tangente  à  la  courbe  suivant  la(|uclle  cette 
troisicnic  surface  cou|)erait  S,  serait  contenue  dans  le 
plan  (o).  On  a  donc  ce  tlicorèmc,  pris  quelquefois  connne 
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définition  :  Les  tangentes  en  un  point  M  d'une  surface  S, 
à  toutes  les  courbes  menées,  de  ce  point,  sur  la  surface,  sont 
situées  dans  un  même  plan,  appelé  plan  tangent  (*).  Ainsi, 
1rs  plans  (5),  (4)  sont  Kingcnls,  rcspeelivemcnt,  aux  sur- 
laccs  S,  S|. 

30».  Remarque.  —  La  tangente,  en  un  point  de  la  courbe 
suivant  laquelle  se  coupent  deux  surfaces,  est  l'intersection 
des  deux  plans  tangents  en  ce  point. 

310.  Soient  p,  q  les  dérivées  partielles  de  z,  tirées  de 
l'équation  (1).  On  a  (55) 

(-)  (-) 

dz  \dx/  dz  \dyl 

^^dx^~JdF\'      ^~d^^~7dF\' 

d'où 

rfF_         dF       dF  _         dF 

dx  dz        dy  dz 

La  substitution  de  ces  valeurs,  dans  l'équation  (3),  trans- 
forme celle-ci  en 

Z-z==p{\-x)-^-q[Y-y).  (5) 

Cette  forme  particulière  de  l'équation  du  plan  tangent 
est  souvent  employée. 

311.  Remarque.  —  Si  la  suiface  S  est  algébrique,  on 
peut,  au  moyen  du  Théorème  des  fonctions  homogènes  (lOO), 
simplifier  l'équation  du  plan  tangent,  comme  on  simplifie 
l'équation  de  la  tangente  à  une  courbe  plane  (lî^O). 

31:3.  Exemple.  —  Si  la  surface  S  est  l'ellipsoïde  repré- 
senté par 

X-       y^       z- 

H  H =  i 

u^        lï-        rr 

C)  Voir,  pour  celle  question,  le  Traité  élémentaire  de  Géométrie  des- 
criptive. 
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l'équation  (o)  devient 

(V  b  r  ar       6*       r 

ou,  plus  simplement, 

X  y  z 

x-»--;4Y-t--z=i. 

a  b^  c- 

313.  Remarque.  —  On  conclut,  de  cette  équation,  que 

la  dislance  d,  de  l'origine  au  plan  tangent,  est  donnée  par 

la  formule 

i 


rf«  = 


x^       V         z- 

H  —  -+-  — 

a'       6'       c* 


ou ,  sous  une  forme  plus  symétrique  : 

J  9  *»  ** 

a        o*       0*       c 


^'ormale. 

314.  La  droite  menée  par  le  point  de  coni;ict,  perpen- 
diculairement au  plan  tangent,  c'est-à-dire  la  normale  à  la 
surface,  a  pour  équations  : 

X  —  X       Y  —  y       Z  —  z 

dx  dij  dz 

Si  l'équation  du  plan  tangent  est  mise  sous  la  forme  (o), 
les  équations  de  la  normale  deviennent 

X_a:  +  p(Z-r)  =  0,     Y_y-+-9(Z-r)  =  0.     (7) 
(*)  Nous  avons  fait  usage  de  Oflle-ci  (s«*). 
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315.  Anr/lcs  de  la  normale  avec  les  axes.  —  En  les  dési- 
gnant par  l,  f/,  V,  on  a 

cos  a       cos  w       cos  y  i 

—r—= -  = =±-:  8) 

d¥  rfF  rfF  V  ^  ' 

dx  ihj  dz 

,     idvy    idvv    idvv 

L'emploi  des  dérivées  partielles  p,  q  eonduit  à  des  for- 
mules plus  commodes  que  celles-ci,  quoifjue  moins  symé- 
triques. En  effet,  d'après  les  équations  (7)  : 


cos  }i  = —  — >     cos  ^ 


1 


(10) 


\/\ 


F 


cônes  et  cylindres  circonscrits. 

31©.  Cône  circonscrit.  —  Reprenons  les  équations 

¥{x,y,z)  =  0,  {\) 

(/F  r/F  dF 

(X_x)-i--(Y-y)  +  --(Z-.')  =  0.         (5) 
dx  dy  dz 

Si  le  plan  tangent  doit  passer  par  un  point  (a,  b,  c),  non 
situé  sur  la  surface  S,  on  a  Véquation  de  condition  : 

|(„_.)^|(6_,)^*(._.)  =  0,         (H) 

à  laquelle  doivent  satisfaire  les  coordonnées  des  points  de 
contact  de  tous  les  plans  tangents  qui  répondent  à  la  ques- 
tion :  le  lieu  de  ces  points  est  une  courbe  de  contact,  repré- 
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semée  par  les  équations  (1),  (11).  Cette  ligne  peut  être 
prise  comme  directrice  d'un  cône  C  ayant  pour  sommet  le 
point  (a,  b,  c).  Pour  trouver  l'équation  de  C,  il  suffît  d'éli- 
miner X,  y,  z  entre  les  équations  (1),  (11)  et 

X  —  X.      Y  —  V       Z  —  z 


a  —  X        b  —  y        c  —  z 


eelles-ei  représentent  une  yénératrice  quelconque. 

317.  Remarque.  —  Le  cône  C  est  circonscrit  à  S;  c'est-à- 
dire  que  ces  deux  surfaces  ont  même  plan  tangent,  au  point 
(oc,  y,  s).  En  effet,  le  plan  tangent  en  ce  point,  à  S,  contient 
la  génératrice  de  C  et  la  tangente  à  la  directrice. 

318.  Cylindre  circonscrit.  —  Au  lieu  de  faire  passer  le 
plan  tangent  par  un  point  donné,  on  peut  le  supposer  paral- 
lèle à  une  droite  donnée,  dont  les  équations  seraient 

abc 

La  condition  (11)  est  alors  remplacée  par 

dF       ,  rfF         dF 
a  — -4-6  — -hc  — =0.  (12) 

dx  dy         dz 

L'ensemble  des  équations  (1),  (12)  représente  la  courbe 
de  contact  d'un  cylindre  circonscrit  à  la  surface  S.  Pour 
trouver  l'équation  de  ce  cylindre,  on  jjrend  les  équations 
d'une  génératrice  : 

X  —  x       Y  —  V       Z  —  r 

abc 

puis  on  élimine  x,  y,  z  entre  les  équations  (1),  (12),  (15). 
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A|iplica(lon  aux   surrurcs  du  Mccond  degré. 

31».  Considérons  seulement  le  cas  des  surfaces  à  centre, 
l'i  raj)portons  S  à  un  sysièmc  <le  diamètres  conjugués  dont 
Ymi  passe  par  le  sommet  du  cône  donné.  Soit  alors 

Px*  H- Py -+- P"z- =  H  (l'O 

lequation  de  S.  Le  plan  langent  est  représenté  par 

(X  —  x)  Px  V  (Y  —  y)  P'îj  -H  (Z  —  z)  V"z  =  0. 

Les  coordonnées  du  point  donné  sont  X==a,  Y=0, 
Z  =  0;  donc  Téqualion  (11)  devient 

{a  —  x)  Px  —  Py  —  V"z-  =  0.  (1  u) 

Ajoutant  membre  à  membre,  on  trouve, 

Pax  =  H.  (10) 

Ainsi,  la  courbe  de  contact  est  dans  un  plan  parallèle  au 
plan  conjugué  du  diamètre  qui  passe  par  le  sommet  du 
cône. 

320.  Lorsque  a  devient  infini,  l'équation  (16)  se  réduit 
à  x=0;  et  Ton  a  cet  autre  théorème  :  la  courbe  de  con- 
tact d'un  cylindre  et  d'une  surface  du  second  degré  est  dans 
le  plan  conjugué  à  la  direction  des  génératrices. 


35 
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CHAPITRE  XXI. 

DES  SURFACES  ENVELOPPES. 


3:^1.  Les  considérations  employées  à  l'occasion  (Jcs 
courbes  enveloppes  (**0)  prouvent  que,  si  Ion  élimine  a 
entre  les  équations 

F{x,y,z,a)  =  0,  (1) 

(IF 

(la 
l'équation  résultante, 

repr(''sentc  le  lieu  des  inlet^sections  successives  des  sur- 
faces (1).  Ce  lieu  est  \ enveloppe  de  ces  surfaces;  el  cha- 
cune de  celles-ci  est  une  enveloppée. 

38*.  Théorème.  —  Venveloppe,  et  chacune  des  envelop- 
pées, se  touchent  en  tous  les  points  de  leur  lirjne  commune  (*  ). 

1"  Les  quantités  j9,  q,  qui  déterminent  le  plan  langent 
en  un  point  de  l'enveloppée,  sont  données  par  les  équations 

(W         (W  (W         (IV 

2"  Pour  trouver  la  direction  du  plan  tangent  en  un 
point  de  l'enveloppe,  on  devrait  former  (rebord  ré(|ii;i- 
tion  (5);  mais  il  revient  au  même  de  (lilVéï'eiirjer  r(M|i;;i- 
lion  (1),  en  y  regardant  a  comme  uii(>  foiiciinn  de  x,  //,  r. 
donnée  par  l'étiualion  (2).  On  a  ainsi 


dV 
dx 

-t- 

dV 

''dï 

-H 

dV 

ihl 

Ida 

-+- 

P 

du 
dz 

-H 

dV 

-4- 

dV 

du 

l'du 
[d;/ 

-+- 

7 

(la 

d~z 

} 


=  0, 

=  0. 
(•)  Celle  lifcMic  a  élé  appelée,  par  Monge,  caractcrisliqtie  de  l'euvelopp 
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A  cause  de  ^  =  0,  ces  équations  (5)  ne  cliiïèrcnl  pas  des 
équations  (4);  donc  les  valeurs  de  p,  q,  tirées  de  celles-ci, 
saiisfonl  à  celles-là. 

3;SS3.  Cas  de  deux  paramètres.  —  Si  l'on  élimine  a,  b 

enJre 

F(x,/y,  r,a,6)  =  0,  (6) 

f/F  rfF 

-7-=0,     --  =  0,  (7) 

lia  do 

on  trouve  1  équation 

^■[x,y,z)  =  0  (8) 

d'une  surface  enveloppe,  qui  ne  touche  chaque  enveloppée 
qu'en  un  ou  plusieurs  points. 

Il  est  clair,  en  cfTet,  que,  pour  des  valeurs  données  de 
a,  b,  les  équations  (G),  (7)  n'admettent  qu'un  nombre  fini 
de  solutions.  Quant  à  la  propriété  du  plan  tangent  commun, 
elle  se  démontre  avec  la  même  facilité  que  dans  le  cas  traité 
ci-dessus. 

Kjcerri're». 

I.  Par  un  point  M,  pris  sur  un  ellipsoïde,  on  mène 
un  plan  perpendiculaire  au  diamètre  passant  en  M.  Quelle 
est  l'enveloppe  du  plan,  si  le  point  M  décrit  une  circonfé- 
rence ? 

II.  Enveloppe  des  plans  dont  la  somme  des  carrés  des 
dislances  à  des  points  donnés  est  constante. 

III.  Enveloppe  d'une  sphère  dont  le  centre  décrit  une 
circonférence. 

IV.  Un  plan  variable  coupe  un  angle  trièdre,  de  manière 
à  déterminer  un  tétraèdre  dont  le  volume  est  constant. 
Trouver  l'équation  de  la  surface  enveloppe.  Celte  surface 
est-elle  développable? 
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V.  a,  j3,  y,  p  étnnl  quatre  paramélres,  satisfaisant  aux 
conditions 

a-  -\-  f  -f-  T'*  =  1 , 

p  —  «"      p"  —  «■      />  —  r 
trouver  l'enveloppe  du  plan  représenté  par 

ax  -+-  fiy  -+-  ?'Z  =  p. 


Résultat 


VI.  Trouver  l'équation  de  la  surface  enveloppe  d'une 
sphère  dont  le  centre  parcourt  l'ellipse  représentée  par 

a-y'^  -+-  Irx-  ^=  a'b-,     z  =  0. 
Résultat  : 

(AB  —  9C/  =  4  (A-  -t-  3B)  (B-  -+-  ÔAC), 

en  supposant 

A  =  X"  -t-  y'  -t-  i"  —  a'  —  6"  —  r, 

B  =  ay  -t-  6*j;-  -+-  (o"  -f-  b')  [z'  —  c")  -+-  aV)\ 

C  =  a-6^  (c-  —  r-)  : 

r  est  le  rayon  de  la  sphère  donnée  (**). 

VII.  Trouver  l'enveloppe  d'un  cylindre  de  révolution, 

dont  l'axe  reste  tangent  à  une  courho  ilonnée. 

(*)  Ct'Ue  équation  représcnle  la  surface  des  ondes.  (Vovez  p.  401.; 
(**)  Ces  formules  résultent  de  celles  qui  représentint  la  toroïde  («!•). 


CALCUL  INTÉGRAL. 

I. 

IN  TÉG  RALES  SIMPLES. 


ClIAPlTUt:  I. 

NOTIONS    PRK  LIMINAIRES. 
Dénnitions  et  iintntions. 

t.  Si  une  ibnclion  F  (x)  a  pour  clifFérenlielIc  f^j-)  ch  , 
on  (lit  que  F  (jr)  est  Vintégrale  do  f{x)  dx.  On  représenie 
l'intégrale  par  le  signe  /,  que  Ton  énonce  intégrale  de  ou 
somme  f/e; -ainsi,  F(x)=yf(x)  dx.  Cette  égalité  a  la 
même  signifiealion  que  d  .V  (x)  =  f(x)  dx;  en  sorte  que 
les  signes  1  et  d  se  détruisent  mutuellement. 

Coiistniitc  urbitraire. 

9.  Si,  par  un  proc-f'dé  (juclcoiiquc,  on  a  trouvé  une  Ibne- 
lifinçp(x)  dont  la  différenliello  soit  f(x)dx,  et  que  Ton 
représente  par  F  (x)  ouff{x)  dx  la  fonction  la  plus  géné- 
rale qui  jouisse  de  la  même  propriété,  on  a 

^{x)=ff{x)dx=o{x)-x-C,  (1) 

C  étant  une  constante  arbitraire.  En  effet,  on  a  vu,  dans 
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l'ALGÈnRE ,  que  dea.r  fondions  qui  ont  même  dérivée  (ou 
nunne  dijférontiellc)  ne  peuvent  différer  que  par  une  con- 
slanti'.  Quehjucfois,  on  donne  à  la  fonction  cç»  (x)  le  nom 
dlnté(j)^ale  particulière  :  alors  F(x)  est  V intégrale  générale. 


Intés;rale«i  indénnicM  ou   déQnles. 

3.  Dans  régalilé  (I  j,  la  conslanle  C  est  ordinaiienK  ni 
(léierniinée  par  la  condition  que  l'intégrale  s'annule  pour 
une  valeur  a  de  ac.  Autrement  dit,  on  suppose  0=(p(rt)-i-C; 
d'où  F(a;)  =  cp(ac)  —  9  («)•  Pour  indiquer,  au  moyen  du 
signe /i  que  l'on  considère  celle  intégrale  de  f{x)dx,  on 
écrit 


ff{.r)dx==.{x)^-.(a) 


(2) 


Si  l'on  attribue  à  x  une  nouvelle  valeur  particulière  b, 
l'égalité  (2)  devient 


//•(x)(/x  =  v(6)-r(«) 


(3) 


le  premier  membre,  (|ui  est  indépendant  de  x,  est  ec  qu'on 
appelle  une  intégrale  définie;  a  et  h  en  sont  les  limites. 

X 

Par  opposition,  //"(')  dx  est  souvent  désignée  sous  le  nom 

d'intégrale  indéfinie. 

4.  Interprétation  géométrique.  —  (loiisidérons  la  eourlio 
j3  AB  dont  l'équation  csl  i/  =  f{x). 
L'aire  déterminée  par  celte  courbe, 
l'axe  des  abscisses,  une  première 
ordonnée  A('  cl  une  ordonnée  quel- 
con(|ue  MP,  est  une  fonction  île 
^  OP  =  x  :  soit  ^' (x)  cette  tonetion. 
Prenons  PP,=A./  ;  supposons,  pour  fixer  les  idées,  que 
l'ordonnée  J/  =  /"(J')  soit  croissante  pour  îles  valeurs  sulli- 


c  c, 


NOTIONS  PnÉLlMINAIRES.  S5I 

.siuiimenl  petites  do  Sx;  enfin  menons  !M(î  et  jM^II  piiinllèles 
ù  Ox.  Il  résulte,  de  eetlc  construction  et  de  l'iiypothèsc, 


on 


ij\x  <C  ^'1'  (-t)  <  (»/  +  '^.V)  ^^j 

AM   (x) 
SX 

Passant  à  la  limite,  on  a  //  =f(x)  =  —^.  Ainsi  la  fonc- 
tion T(x)  a  pour  différentielle  f(x)  dx  :  elle  est  donc  une 
intégrale  de  f{x)  dx;  et,  si  Ton  suppose  OC  =  a, 

Y  (x)  =  ACMP  =ff[x)  dx. 

5.  Remarque.  —  Si  Ton  comptait  les  aires  à  partir  d'une 
ordonnée  A|C|,  on  aurait 

Y,(x)  =  A,C,MP=//-(x)(/x, 

et 

M  (x)  — Y,  (x)  =  ACA,C,  : 

lea  deux  fonctions  ^(x),  ^i  (x),  qui  ont  même  différentielle, 

différent  seulement  par  une 
constante.  On  a  ainsi  une  se- 
conde démonstration  du  théo- 
rème rappelé  ci-dessus. 

6.  Théorème.  —  Toute  inté- 
(jrale  définie  représente  une  li- 
mite de  sommes.  I/aire  ACBl) 
est  la  limite  de  la  somme  des 

aires  des  rectangles  tels  que  MGPP,  (*).  On  a  donc 

ffix)  dx  =  lim  y^fix)  àx, 
jjourvu  que  Ax  diminue  indéliniment  (**). 

(*j   Éléments  de  Gcomélhe,  p.  169. 

(";  Leibniz,  l'un  dos  inventeurs  du  Calcul  intégral,  regardait  la  diffé- 
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î.  Exemples  d'intégrale  indéfinie  et  d'intérfrale  définie. 
—  La  sinusoïde  a  pour  cqualion 


y  =  sin  X. 

OMP  =  /"sin  xdx  =  —  cos  x  -+-  C. 
L'aire  doil  s'annuler  avec  x;  conséquemment  C  =  I  : 

OMP  =  /  sin  xdx  =  1  —  cos  x  =  !2  sin'—  r  =  2wp' 

0 

(en  supposant  Op={OP).  Si,  dans  cette  iiiiégrale  indé- 
finie, on  suppose  x  =  OA  =  7:,  on  a 

0MAP0=/'sinxf/j  =  2. 

0 

lutégratlon   de  af  [x)  dx. 

8.  a  étant  un  facteur  constant,  c'est-à-dire  indépend;mi 
de  X,  on  a 

raf{x)  dx  =  aff{x)  (/x  -+-  C. 

En  effet,  les  différentielles  des  deux  membres  sont  af{x)d  t . 
On  peut  donc,  à  volonté,  faire  sortir  un  farlcur  constant 
de  dessous  le  signe  d'intégration,  ou  le  faire  entrer  sous  rc 
signe. 

IntéKralion  d'une  «tomme. 

S.  De  même  que 

d  [h  -+-  r  —  w)  =  du  -+-  dv  —  dw  :  (4) 

r{du  -+-  dv  —  dw)  =rdu  -+-  fdv  —  /  dw.  (n) 

lonlielle  ydx.  commo  une  quaiilite  iiifiniincnl  petite  dans  le  sens  vulgaire 
du  mot).  Dès  lors,  rinlégrale  étiit  une  vérilable  somme.  De  là,  l'emploi 
du  signe  /. 


NOTIONS  PRELIMINAIRES.  KoS 

Kiïcf'tivomcnl ,  si  Ton  diUÏTcncic  les  deux  membres,  on 
retombe  sur  réquahoii  (4). 

Ainsi,  rinli'f/ralc  (le  la  so))it)ie  ou  de  la  différence  de  i)lii- 
sieiirs  différentielles  est  égale  à  la  sonvne  ou  à  la  différente 
des  intégrales  de  ces  différentielles  (*). 

Intégration  Immédiate  de  quoltineu*  dlirérentlelles. 

10.  Kn  renversant  les  règles  de  la  diiïcrenciation,  on 
trouve  les  formules  suivantes,  déjà  démontrées  dans  V Al- 
gèbre : 


/ 


x"dx  =  — — h  C ,  Ceàx  =  e'  -4-  C , 

m  ->t-  \  "^ 

f{kx"'  -+-  Bjc''  -\ H  Nx')  dx  = 

A  B  ,  N         ^, 


m  -+-  I               p  -^  \  s  -+-  1 

/     —  =lx-+-C,  fsinxdx  =  —  cosx-+-C, 

,/         X  '^ 

rdx  /*    dx 

I — —  ='lga-t-C,  / =  arcsmj-4-(., 

J  cos'x  /    V/i  — x' 

\x  r  dx 

—  z=arc('osx-v-C,      / =arctgx-+-C, 

— î  y    1-+-X* 


/ 


etc. 

II.  Remarque.  —  La  formule 


--+-  C 
t 


yx^rfx  =  — 
m- 

est  en  défaut  lorsque  wi  =  — 1.  Cela  lient  à  ce  que^  est 
(*)  La  constante  arbitraire  est  toujours  sous-entendue. 


dx 


Soi  CALCUL  INTÉGRAL. 

l;i  (liiïéicnlic'llc  de  Ix.  On  peut  cc|jcn(Janl  dédiiiro,  de  celle 
nièinc  foimule,  la  valeur  de  Z-^- 
En  efiet, 


/ 


'clx  = H  C; 

m  -+-  \ 


car  — jy  est  une  constante.  Si  l'on  suppose  m  =  —  1,  la 
Iraction  - — -^  prend  la  forme  ,-.  D'après  la  rèulc  ordi- 

m  -+-  i      '  or  r" 

naire,  la  vraie  valeur  est  x'""^'!»  (*),  pourvu  (jue  m  =  — 1. 

Donc  enfin 

'dx 

=  Ix-hC'. 
a- 


f 


CHAPIÏHE  11. 

MÉTHODES    D'  I  N  T  É  G  H  A  T  I  0  >. 

Intégration   par  parties. 

18.  De  (/  {itv)  =  îidv  -t-  vdu, 

on  lire 

(iv  =  fudv  -f-  /  vdu, 


ou 


fudv  =  uv  —  fv  .  du. 


(ielie  relation  constitue  ce  qu'on  appelle  rinféff ration 
par  parties.  Elle  consiste,  on  le  voit,  à  di'co))iposer  en  deui 
facteurs  la  différentielle  donnée,  de  manière  que  l'un  d'eux 
soit  la  différentielle  d'une  fonction  connue.  Elle  donne  les 
valeurs  d'un  très-grand  nombre  d'intégrales. 

(*)  On  ne  tloil  pas  oublior  iiiic  la  dérivée  île  VexponcntielU'  .r"^',  |>ar 
rapport  à  la  variable  m  ,  osl  a*"'"*-'  I  x  (Alc  i»»). 


MÉTHODES  d'intégration.  Kfjf; 

13.  Exemples  : 

I .  f'xe'dx  =/•"'  ■  ^'^Ix,  =  xù'—Je^dx  =  xe"" —  e'  =  (x — I  )  e'  ; 

ON   pliilôt 

y"xe'rfx  =  (x—  i)e'  -H  C. 

I I.  rx'e^dx ^  fx  .  xifdx  =  x . (x  —  1  )  e'^  — /(x  —  1  ) c^dx. 

Mais 

/'(x  -^  1  )  c^dx  =  (x  —  I  )  6=^  —  e^  =  (x  —  2)  e'; 

(loue 

y  x-Wx  =  x  (x—  I)  e'  —  (x  — 1>)  e^  =  (x'  — 2x-+-'j)  e'-t-C. 

III.  Plus  généralenienl,  suit 

?/,„  =  fx"'c''dx , 

<>/  éinnt  entier  jiosilif.  Si  l'on  opérait  eomme  dans  les  deux 
picniiers  exemples,  on  aurait 

fx .  x""  *e'dx  =  x?/„„i  —fy^^idx  ; 

relation  qui  donnerait  lieu  à  un  calcul  compliqué.  Mais 

eomme 

fx"'.  e'V/x  =  x"'e'"  —  m  (  x"'~^e^dx, 

il  s'ensuit  que' 

y  m  =  ^'"^^  "'  •  l/m-l  '■) 

puis,  par  le  changement  de  m  en  />ii  —  1,  m — 2,  m — 5,  ...  1  : 

!/m-l  =  -t"'     *e"  —  ("«  —   1  )  !/m-2, 
2/m-2  =   X"'~-C''- (»l  2)  î/m-s, 


1/,  =  xe^  —  e'. 

Eliminant  //,„_,,  i/m-i,  ...  y[,  et  ajoutant  la  constante,  on 
trouve 

»/,„^[x"' — 7nx"'~^ -^ m  [m —  l)x"'  ■ ±m{m  —  1)...l]e'-+-C. 

rfx 


/^  rfx 

IV.    yixf/x  =  Ix.x— /x— =x(lx  — 1) 


c. 
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lutégratlon   par  MubNtliiition. 


14.  Un  changement  de  variable,  ou  la  substitulion  de  cp  (n 
à  ./ ,  facilite  souvent  rinlégration  d'une  différentielle  donnée. 

Soit,  par  exemple,  y  ==f{ax -^  b)'"dx.  Si  Ton  supposr 
nx  -t-  b  =  t ,  ce  qui  donne  f/x  =  -,  on  trouve 

V=-    /t"'dt  = hC  =  ^ h  C. 

a^  a  [m  -ni)  a  (m  h-  1) 

15.  Autre  application.  —  Soil 

r/x 


t/  x^  -i-  nx  -y-  a 


px  -+-  7 
On  d 

X*  -V-  px  -+-  7  =  ^x  -+-  -pj  -+-  ^7  —  -p 


1°  En  supposant  d'abord 


7-^/>'>0, 


prenons 


d'où 
V  == —  /— = arc  tgt-t-C. 


2"  Si  le  binôme  7  —  \  p-  c>{  nogaiif,  posons 


MÉTHODES  1)  IMÉGKATIOIS. 


î.*>7 


Alors 


J  6^  —  a^       '■2a\j6  —  a    J  d -{- aj       2o    0  -+-  a 

(îoite  nouvelle  formule  ne  diffère  pas  essentiellement  de 
la  précédente.  En  effet,  celle-ci  équivaut  à 

I 


y 


arc  tg -+-  C; 


a V— 1  a  V— 1 

donc,  si  l'on  suppose 

arc  tg =  fV  —  1 , 

al/—  1 
on  a 

ô  =  aV/— l  tg(î;l/— i)  =  a ,     =  — «% 

e''  -t-  e"!'       e  -H  a 
e  —  a 

I =  2:^-4-  1(— 1). 

Ainsi,  d'une  part,  ?/  =  ^  -J-  C  ;  et,  de  l'autre, 

?      l(-l) 


.V 


C.. 


a  2a 

Ces  deux  valeurs  sont  identiques  si  l'on  prend 

I 


esl-à-dire 


.V  = 


a  -1 » 

2 
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16.  Remarque.  —  Vue  intégrale  élanl  trouvée,  on  en 
peut  déduire  une  infinité  d'autres,  plus  ou  moins  sitnples  : 
il  suffit,  pour  cela,  d'employer  la  formule  x  =  <x>{t),  en 
faisant  varier  la  forme  de  la  fonction  ©.  iMais  toutes  ces 
intégrales,  différentes  en  apparenec,  sont  identiques  ;iu 
fond. 

I.  Intégrer  les  expressions  suivantes  : 

xdx  xdx  xdx 


1  —  a:  cos  a  x'dx 

dy:-,  = 1  dx ,      (hji 


1  —  !2x  ces  a -+- X'  ■  V/o* X" 

Résultats  : 

\  x^  1  X* 

yo=-arcsin— -+- C,  ^,  =-— arc  Ig— -t- C, 
•2              a  2  a*  o 


»    /x*  —  a" 
t/,  =  arc  sin  \/ 1-  C, 

X  —  COS  a         I  t  —  2x  cos 

sin  a  arc  tg : cos  a  I 

sin  a  !2  C 

1    ,  .X        I     , ^ 

V*  ==  -  o  .arc  sm x\    «-  —  x-  -+-  C. 


(*)  Les  exercices  suivants ,  tirés  du  liecueil  de  M.  Frenel ,  peiivenl  êli«* 

résolus,  soil  par  des  Iraiisformalioiis  liès-simpies,  soit  au  moyen  de  Vinlf- 

gralion  par  parties. 

(")  Si  l'on  fait 

a;*  —  a*       sin*  p 

6=  —  X*      cos*  p 
on  trouve 

d'J»  =  </?  ; 
donc 

y,  =  arclgY/''^^£-^+C. 


MÉTHODES   d'iINTÉGUATION.  Soi» 

II.  Même  question  pour 

1  -+-  c  s\ir  X  ces  X 

arc  sin  a; 
"'/,-.  =  <'0s  X  cos  2x  cos  5xax,      at/t  =  — — i=:z  ^^«x, 

x* 
(/^5  =  arc  Ig  xdx,      dij^  = arc  tg  x(/x. 

1  -4-  X 

Résultats  : 
?/o==Jc  —  M 1'    !/i  =  ISJC  —  x+C,    ?/,;  =  —  2cot2x  +  C, 

W     '  .        •  .  ,      ^  .     \ 

î/,  =  -   X  H —  sin  6x  -4-  -  sin  4x  h —  sin  2x    -f-  C , 

./ ;  ^        C 

i/i  =  x  —  Kl  —  X  arcsinx-+-  C,     ?/5  =  xarc  tgxH —  1 ,> 


(         i  \  1         C 

!/«  =  (^^  —  2  "^'^  ^B  ^j  arc  tg  X  +  -  l  ^p-^^  • 


2    d-^x' 


CHAPITRE  III. 

INTÉGRATION  DES  FRACTIONS  RATIONNELLES. 


17.  On  sait  (.4./^.,  Cliap.  XXV)  qu'une  fraction  ration- 
nelle, 'p^.,  est  toujours  décomposable  en  fractions  simples, 
réductibles  aux  formes 

A  A  MX-+-N  MxH-N 

X  — a'     (X  — a)"'     (x  — «)--+- S"-''     [(x  —  a)^ -+- S"]"' 
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rjx) 


Par  conséquent,  rinlégrale  de  ^'^l^'^'  est,  elle-même, 
réiluctible  à 

/•A  r  X(]x  /^{Mx-^N)dx       r{Mx'-^^)dx 

J x^^a    ""' J {x-ar\l    (x_a)*+p*Vî(x  — «)'-4-^*>' 

18.  On  a  inimédialemenl  (10)  : 

/ f/a:  =  AI(x  — «)-+-C,  M) 

J  x  —  a 

A 

(n—  1)  (x  —  a)"-* 


/^  kdx  A 

./  (x  —  a)"  "~  ~  (n  —  1  )  (x  —  a)"-*  '^     '  ^' 


(Jonc 


19.  Soit 

_  (Mx  -t-  N)  dx 

On  peut  décomposer  ainsi  le  second  membre 

M  (x  —  a)  dx       (Ma  -H  N)  c/x 

(x  —  a)-  -+-  ^»  "^  (x  —  oif-^p^  ' 

/(Mx  -f-  N)  rfx 

1  r  ,,  „-,        Ma  -+-  N  x  —  a 

-  M  1  [(x  —  a)^  H-  jS-J  H- ^ arc  tg-— —  "+-  ^ 

«O.  La  même  décomposition,  appliquée  à 
Mx  -H  N 

«V  =  r, -, ^,  -  dx, 

[(a-  _  «)'-  -4-  s^ 
(ioniie 

f/x /•  f/.r 


I 


(5) 


X  —  a)-  -t- 


/'     (X  —  a)  rtX  /• 

y  =  M  /— ^ —  -t-  (Ma  -^  N)  /- 

M  1  /'         dx 

^^  —  ^,        ^.T 1^, r;;; — pi h  (  Ma  h-  N)  /  ^ r- 

2(p-l)[(x-a)VS^]''-       ^  y  [(x-ar-4-v]' 
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Pour  réduire  cette  nouvelle  intégrale,  posons  x — a=^z  : 
il  vient 

dx  1      /^    (h  1 


/^  dx  1      /^ 


2\p  o2p-l       P' 


Comme  on  ne  peut  écrire,  inimcdiatcmcnt,  la  valeur  de 
Z,,,  on  cherche  à  exprimer  cette  quantité  au  moyen  de  la 
Ibneiion  plus  simple  Zp_,.  C'est  à  quoi  Ton  parvient  par 
l'un  ou  l'autre  des  procédés  suivants  : 

I"  On  a,  identiquement, 

z  dz  ,  ^     zhlz     ,  ^ 

d. = 2  »  — 1) n 

dz  c-  -+-  1  —  I   , 

2  w— 1 — dz  {") 


(1  -I-  z")"-'  "  (1  -+-  ^V 

f/r  dz 


(1  -v-zy-'     '  ■■       '{i-i-z^y 

donc 

J2 


puis 
ou 


(i^,y-.=-  (-?^  -  ^)  ^"-'  -*-  (-^  -  -^  ^''' 


2»  —  3 


^"-J{\  +  zr'~J 


-•,,- 1 


1 

1 

z 

2p- 

-2(1 

-+■  z 

'r' 

r^/: 

:(!  + 

z-  — 

■^') 

(1  + 

zy 

r 

zHz 

(1  -t-  z'Y 


(*)  Cet  artifice,  qui  consiste  à  difl'ér^ncier  une  fonction  pour  établir 
une  relation  entre  deux  intégrales,  doit  être  remarqué  :  il  est  fréquem- 
ment employé. 

(*")  Voici  encore  un  artifice  aussi  utile  que  simple  :  il  se  réduit  à  relran- 
clier  et  ajouter  une  même  quantité. 
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L'intégration  par  parties  donne 

r  z-clz     _      1  (1  -4-  zY'^'  ^      1      1 
,J{\  -h  zy~~2      p— 1       ^  "^  2  ;>  —  I    """ 

donc 

4  z  1 

z. = z.-i  -*-  2  (^zTijTrr^'  ~  2(p-i)  ^"-^  '  '^'- 

»l.  Au  moyen  de  la  relation  (A),  on  a  Z^  lorsque  Zp  , 
est  connu.  Or, 

/->  dz 
^  =  arctgz  -+-C; 
1  •+•  z 


donc 


1  1      2  1  l      z 

Z,  =  -  Z,  H =  —  arc  tsz  -{ -+-  C . 

2  2  1  -t-  X'       2         ^  2  1  -H  c- 

5  I        z 

Z,  =  T  Z,  -H 


4  4(1-4-  s7 

5  3      z  I 
-arc  l^c  H 


8         ''  8  1  -H  r-       4  (1  -4-  z-f 

et  ainsi  de  suite.  L'intégrale  auxiliaire  Zp  étant  calculée,  on 
a  la  dernière  des  formules  cherchées  : 

/^  (Six  -+-  N)  dx    _  j 

M  1  (Ma  -4-  N)  Z„      ,  ^  '' 

~  2  (p  —  1)  [(or  —  a)*  -4-  p-p  "^         T^^^^"^ 

»».  J.»rre  méthode.  —  Au  lieu  d'appliquer,  plusieurs 
fois  de  suite,  la  formule  (A),  on  peut  former  la  valeur  co/ii- 
pU'te  de  Zp.  Il  est  visihle  que 

Zp  =  « .  arc  tg  r  -4-  2  »■,.    f'    ,.,'  (B) 

,     (^i  -»-  z  j 

rf.  «£,  rfo,  ...  Op_,  élanl  des  coenicicnts  inconnus. 
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Prenant  les  dérivées  des  deux  membres ,  on  a 
1  o 


(1  H-  z-y        1  -4-  r- 
()r(«0,  1"): 


^^<A — ^1-  (a) 


donc,  par  le  cliangement  de  p  en  i-i-  \  : 

r       z      i'  1  4 

Au  moyen  de  cette  valeur,  l'égalité  (5)  devient 

y  2ia,  ■ ^~-  —  5   2/  —  1   a, ■ 


ou 

I  1  ,1  1 

— 7    =(tt— Oi) --+-(2c/i— ô«o)-- — ■  H-(4a.7— oos) — :  -+-  ■•• 

+  [(2p-4) «,_,-  (2p-D)  a,^ .]  ^1^;^  +  (2/>-2)  «,_.  ^^-l^^ .     (G) 

Les  deux  membres  doivent  être  identiques;  donc 

i  2p  —  D  ' 

■)      a„ 


"''       ^2p  —  1       ""'       (2;)  —  2)  (2p  —  4) 

(2/. -3)  (2/9 -a)  ,^    ^^^ 


(2p  — 2)(2p  — 4)(2;9  — 6) 

d  .5.5...(2«  —  5) 
Cf.  =a=- 


2.4.6...(2/J— 2)' 
et,  dans  la  formule  (B),  tout  est  connu. 
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23.  Exemple  : 

r'    tlz           1.5. 5. 7  1.5.U.7 

Z,  ^=  / -z  = arc  Is  z  ■+- 


(l-f-z7       2.4.0.8         "^         2.4.0.8  l-^-z- 
■J.7  z  1         z  \        z 

-\ rr:  H Z-.   -+-  COnsl. 


4.0.8(l-HZ-f       0.8(1 -t-zY       8(l-+-zV 

Applications. 
84.   I.  Soit 


x=/î/''-=y^ 


dx 


(x  -4-l)(x'-+-  1)- 
La  fraction 

1  A  Mx  -t-  N       M.x  -H  N 


(X  -+-  4)  (x'  -4-   1)'  X  -+-    I  X^  H-   1  (X-  -t-  1)- 

On  trouve  d'abord  A  =  \.  Par  suite, 

4  —  (x-  -+- 1  )-       —  X*  —  2x-  -+-5       —  x^  -4-  X-  —  5x  -+-  5 
4(x-+-l)     ~        4(x-+-i)        ~  4  " 

=  (Mx  -f-  X)  (x-  -t-  I)  -V-  M,x  -+-  rV,; 

puis,  en  identifiant  ; 

11                        5             5      11                  1 
M=  — -5  N=->  M+M,=  — -5  X,= =-'  M,= 

4  4  4  4      4      2  2 

Donc 

1     /-'dx  1     /^(x  — 1)(/x       1     f\x  —  \)dx 


{x--^\f 


1       /-v/x  1      y^(x  — 1)(/X  1       /' 

i  1.4  11 

=  - 1  (x  -+-  1)  —  -  1  (X-  -t-  I)  -f-  -  arc  tg  X  -+-  -  -- 
4  b  4  4  X" 


I     r    dx 
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L.i  l'oiniiile  (A)  donne 


/ 


"*    dx  i  i       X 

=  -  arc  tff  a:  H — 


1        I 


4  a-  -t- 1 


Ainsi 

/  '  ,  J  i  1 

/  ijdx  =  -  1  (x  -H  1  ) 1  (x-  -+-  d  )  -H  -  arc  tg  .r  -i- 

7  4  8  4 

I  1        1 

-4-  -  arc  tg  X  -t-  -  -^ H-  C 

4  4  ac*  -4-  1 

1,  (x-t-i)^        1  1  X   -t-  1 

=  —  1  — ^^ 1 —  arc  tg  X  H —  ■ —  H-  C. 

8      X-  -+-  1         2  °  4  x'  -4-  1 

«5.  II.  Supposons  que  y  =  j^ — jrj^. — jtî  soit  réquation 
(le  la  courbe  ABC;  et  comptons  Taire  à  partir  de  Oy.  Alors, 
par  la  dernière  formule,  0  =  |  h-  C;  donc 

r\         1    (x  -+-  1)-       I  I  x(l  —  x) 

AOPM  =  /  w/x  =  - 1  ^ '-  -+-  -  arc  tg  x  ^ ^^ '  • 

7  8     X-  -+-  1        2         °  4    X-  -4-  1 

Si  X  augmente  indéfmimenl,    le 
second  membre  tend  vers  -^ .  Ainsi 

■i 

Vaire  ACOx  est  finie,  bien  que  Tare 
p X   AMC  soit  infini.  En  même  temps, 

clx  7î  —  i 


/ 


(x-4-    l)(x^-4-lf 


9G.    111.   Valeur  d'une  autre  intégrale  définie.  —  La 
relation  (A)  exprime  que 

(Iz  2»  —  ù     /^      dz  1  z 


f    (Iz  2p  —  5     /^ 

,7(1  ^£y^  ^>p^^Jj\ 


Ip  —  27  (i  -+-  zy-'      2;j  —  2  (1  -4-  ;c-)p-' 

Dans  le  second  membre,  la  quantité  - — ^;^—^  s'annule 
pour  c  =  0  et  pour  z  =  oo  ;  donc 

r^      dz  2/j  — 3     /^=°        f/c 

y      (l-4-z-)''~2p  — 2./     (1  -4-  r-)"-'' 
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et,  par  conséquent, 

f  ,.  .  ....  =  ± — ^^ — 7-± — Ti-T:^'    i^) 


'      (Iz  2p  —  5    2/)  —  0    2p  —  7      1  7T 

(1  -+-  zy  ~  2/)  —  2  '  2p  —  4  '  2/)  — 6"'22 


;)  étant  entier  positif. 

2'i.  Cette  intégrale  définie  peut  en  donner  d'autres  (*;. 
Si,  par  exemple,  on  suppose  2  =  tg  G;  d'où 

do  r^^     dz  r^      ^    ^  , 

ces-' 9     J      (l  +  z7     J 
0  0 

on  a 

Z'  '       ?„  ,  ,        2/>  —  5      2/?  —  D       1    77 

/        cos^P-*erf9  = -^^ ; 

J  2;j  — 2      2p  — 4      2    2 


ou,  en  remplaçant  p  par  ;;  +  1 

0 

"2.4.6...2/J      2 


/      cos'''e.rfo  =  —          \  ^  ^ --■  (D) 


Exet'cicva. 

I.  Intégrer 

1  —  X  -\-  x"-  dx 

dyo  =  t; r:,  dx ,     (/?/,  = — — — - 

[l-i-x-^x-)  a;* -t- X* -I- 2x^ -+- 2x- -+- X -+- 1 

dx  1  -4-  X* 

^'        1  -t-  X*  "^         1  -t-  x« 

Résultats  : 

10  2x -t- I  2(x-4-2 

j/o  = arc  ti; 1 ;; h  C  , 

5  \    3         ^      V    ^  3  (x-  -f-  X  -t-  1) 

X  -f-  1  1  1     f  (x  -t-  1) 

y.  = 1 —  arc  tg  X  H —  1  — -— i^—  ' 

•^'       4(x^-+-i)       2  4    V/T^^TÏ" 

(*)  Voir  la  Bcmarqite  (18). 
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1      ,  x--t-a:\/:>+ 1  1  21/2 

iii  = 1  -s « art"  fs :  -+-  ^j 

4l/2    x^  — xt/2-Hl       2V/2         °l-x^ 

1  3x  (i  —  a;') 

•'        5         ^  X*  —  4X-'  -+-  1 


II.  Vérifier  les  formules  suivantes  : 

/»'  1  —  a-  -f-  a-^    ,           y-         2 
—  «X  = •> 
(  I  -+-  X  H-  x')-            9  \/5       ô 

0 

/*"    1  —  X  -+-  X-  IOtt        4 

0 

/"  dx  TT  f'^  dx  1  Stt 

x*+l       2\/2'./     (x-*- lj-(x-  — XH- 1)       5       9^/5 

/"    (1  —  x)  dx           ^         /•"  1  -t-  X*  TT 

— ^: ^ =  0,       / -dx=-- 
(i-4-x)(l  +  x')                   ./          l-4-X«  5 

(*)  Il  résulte,  de  ces  deux  formules,  que  les  intégrales  définies 

/'•  1 — x-Hx-               /'"  1 — x-i-x^ 
f/,r,      /      dx, 
(1+x-t-x^)-          y       (1-i-x-t-x^)- 

0  '  1 

ont  même  valeur.  On  vérifie  cette  proposition  en  posant,  dans  la  seconde 
intégrale, 


1 

x  =  -• 
t 
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CHAPITRE  IV. 

INTÉGRATION  DES  FONCTIONS  IRRATIONNELLES. 
Irrationnelles  monômes. 

88.  Il  est  toujours  facile,  par  un  changement  de  varia- 
ble, de  rendre  rationnelle  une  différentielle  dans  laquelle 
les  irrationnelles  entrent  sous  forme  monôme.  Soit ,  par 
exemple  : 

2  5  5 

3*6 

X    -+-  a;  —  X 

(^y  =  — 1 dx. 

x'  —  x'-i-  1 
Si  l'on  fait  jr  =  r-S  on  a 

,16   _^    ,.8  _  ,iO 


du  =  24 : 


t-hlf. 


La  transformation  se  ferait  aussi  aisément  si  x  était 
remplacé  par  ax  -+-  b. 


Radicaux  du  secoud  degré. 


«9.  Si  la  différentielle  donnée  renferne  V^ x- -h px -h  q , 
on  pose 

[^x-  -+-  px  -+-(/  =  .r  -+-  r  ; 

ce  qui  donne,  par  Télévation  au  carré, 

px  -t-  q  =  '2zx  ■+■  r  •  ; 
puis 

P--2Z 
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,/x=  — 2- — f-—^ilz,     x-^z  = Sr— ^ 

(7;  -  2-f  p  -  2z 

30.  Soil  iiiainlcnant 


dy  = 


<lx 


dz 


\/x'  -f-  px  -4-  r/       /^ 


L'iiilégralc  du  second  membre  est  —  11;  —  J- j  h- C.  Donc 


/ 


=  —  \\z  —  '~\-^C; 
V x"-  -t-  px  -t-  7  ^         -^^ 


ou ,  en  faisant  attention  que  le  logarithme  d'une  constante 
t'st  une  constante  : 


dx 


=  1 


V 


X  -h  px  -h  q         ^ {_ 


Mettant  pour  z  sa  valeur,  on  a  donc 
dx 


\/.x^  -+-  px  -f-  f/         _  L  ^  ij  +  l/x^  -^px-^q 

X  H-  ^  -+-  \/x-  -V-  />X  -t-  9 


OU  enfin,  en  changeant  la  constante, 
dx 


P' 


.A 


V/x-  -t-  px  -+-  q 


I  o  (x  -+--  -*-  \/x'-  -4-  px  -t-  7J    . 


(1) 
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31.  En  second  lieu,  soit 


dy  =  (Ix  V  x^  -t-  px  -+-  r/  = 


px 


V^x^  -\-  px  -\-  q 


dxO 


V x"^  -t-  px  H-  q   ^     l/x'  -^  px  -\-  q 
=  X  V X-  -\-  px  -+-  f/  —  Cdx  \^ x^  -f-  px  -+-  q 


px  -+-  q  —  ?/  H —  l/a:*  -+■  px  -4-  ^/ 


Ainsi 


/  dx  vx' 


px 


Vx^ 


\['i-V' 


-\^x-h-jv  x--^  px-^q  I 
X  -t-  —  -+-  vx-  -+-  jox  -t-  </ 1  -+-  C.  \ 


i^^) 


3S.  Remarque.  —  La  dernière  formule  donne,  comme 
cas  particulier, 

/-»       I        \  

dx  V  x^  —  tr  =  -  X  l^x"  —  (i-  —  -  a'i  (x  -f- 1-  x"  —  a-)  -t-  C, 

(*)  Quand  une  différonlielle  conlieiil  un  radical,  il  y  a  ordinairement 
avantage  à  le  faire  passer  en  dénominateur. 

(**)  CeUe  décomposition  lend  à  rendre  intégrable  la  première  partie 
de  dy. 
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ei,  en  supposant  y  =  \/^ — n^  ; 

J  ^1    •'       2  « 

La  quadrature  de  l'hyperbole  équilatère  dépend  donc  des 
logarithmes  népériens.  Pour  celte  raison,  on  les  appelait, 
autrefois ,  logarithmes  hyperboliques. 

33.  Pour  rendre  rationnel  1/ —  x^  -hpx  -\-  q,  on  met 
d'abord  le  trinôme  sous  la  forme 

Celte  transformation  donne 

dx  /^     dz 


+  C.     (5) 


•'  J    \-^—-- 

(*)  Le  trinôme  doit  être  une  différence  de  carrés,  sans  quoi  le  radical 
serait  toujours  imaginaire. 
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/  dx  v  —  x'-  -h  px  -^  q 

if  i     \.  / ■ 

=  -  1  X  —  ~P]^  —  X^  -+-  /)X  -+-  ff 


wy 


v^ 


)  (^*) 


<l  arc  sin 


vw 


35.  Remarques.  —  I.  Si  l'on  suppose  OA^,'i,  l'iiilé- 
s^cdXeJ^dzVifi- — z^  représente  l'aire  (le  la 
partie  BMPO  du  cercle.  Or 

BMPO  =-.  BOM  -t-  MOP  =-  S-,  a  -+-  -OP .  PM 


P      ^ 


donc 


i    ,  z       \ 

=  -  fr  arc  sni  -  ^ —  z .  PM  ; 

2  p       2 


/7/c  VÇi^  —  z^  =  -[T  arc  sin  -  +  -  rl/i^  _  z-  +  C; 


ce  (jui  est  exact. 


rfx 


n.  Pour  intéffrci  ., 


1  = 


,  il  sudit  d'écrire  l'identité 


Vx' 


X  -i-  V  X'  -H  q 


et  (le  diviser  les  deux  membres  par  l^x-  +  q  :  le  second 
mcmbi'e  devient  égal  à  la  dérivée  de  1  (x-i-l    x-  +  r/);  ilonc 


.A 


dx 


=  1  (x  -t-  V  X'  H-  (/}  -+-  ionst. 


\^ X'  -+-  «y 
III.  Si  l'on  veut  rendre  rationnelle  une  expression  eon- 
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k'iumt  l/ft-  —  X-,  011  peut  employer  une  des  Iransforma- 
lions  suivantes  : 

a  —  X      sin' Y 


Va^  —  x'={a  —  x)z,    =  — -i-,    Vi(^  —  x'^ii-lx. 

a  -\-  X      cos  -j) 

On  tire  :  de  la  jiremière, 

z^  —  \         ,y- ;  l>ar  ,  zdz 

x  =  a— -5       va- — •  x"  =  — )      (<x  =  4a 


(le  la  deuxième, 


X  =  a .  cos  2f ,     Va-  ^  x^  =  a  sin  2y ,     dx  =  —  2o  sin  2=^/»  ; 
de  la  troisième , 

a;  =  2a r  ■>      Va-  —  x"  =  a -,      dx  =  2o dt. 

4  -+-  «"  i  -^  t^  \  -V-  I- 

La  deuxième  donne,  par  exemple, 

dx 


A 


—  ^yd-^  -t-  C; 


Va-  —  X- 

011 

rfx  X 


A 


=  —  arc  cos  — i-  C  ; 


l/«^  -  x-^  « 

résultat  connu. 

36.  Applications,  —  I.  Soit 

dx 


J  1-^^ 


V\  —  x^ 
La  première  transformation  donne 
zdz 


U--t-l)-                               dz 
dn  = ■ =  2 z -' 

-^  z'  z  {z-\){z'+\) 

^  z--\-  l       '  z--i-l 
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Ojj  tlz  zUz  clz 

Conséquemment, 

3/  =  1  (c  —  1  )  —  - 1  (z^  H-  1  )  -  arc  tg  z  -+-  C , 

ou 

c(z  —  i) 
y  =  1 — -  —  arctgz, 

l/z^-  +  1 
nu  enfin,  b  étant  une  nouvelle  constante  arbitraire, 
dx 


/• 


1-4-a— l/l— X- 
II.  Soit 


=  1  [6(1^1  -hx— 1^1— x}]  4-  arc  CCS  x  (*). 


dx 


)l/T^ 


la  quantité  a  étant  supérieure  à  1  (**). 
La  deuxième  transformation  donne 

dx                         d:  ^  rf? 

-=  —  2 ^ =  —  2 


(a-x)l/l-x'  (a-cos2?)  (a-l)cos-î>+(a-+-i)sin> 

ou,  si  Ton  pose 


dx  dt 

9 


{a-x)\/l-x'  a-l  +  (a-+-  I)(-^ 

C)  On  a 

.    / 1  -4-  a;  r  1  _  a-  - 

_arctgY/^— ^  =  --  +  arctgy^-^  =  --  +  arccosa-: 

et  le  terme  — ^  peut  être  supposé  compris  dans  la  oonsianie,  laqiullo 
est  1.6. 

(**)  Exemple  traité  par  M.  llermile  [Cours  d'Analyse  de  l'Ecol^f  poly- 
technique, p.  511). 
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D'ailleurs,  aux  limites  ( —  1),  (+  1),  correspondent,  res- 
j)eclivcniciit  : 

2v  =  7r,     2i,  =  0; 
puis 

f  =  00  ,      t  =  0. 
Ainsi 

dt 


./  (a  — 


1)  H-  (a  -f-  i)t- 
L'intégrale  inclérinic  est ,  comme  on  peut  le  vérifier. 


arctg(fv/^)n; 

/^"  dt !         r         TT-l 


donc 


et,  finalement, 


V/a^  -  1 


DiiréreniicUe»«  ItiBjàiiie.s. 


37.  Ce  sont  celles  qui  ont  la  forme  x^'(a-{-  bx"'y'dx. 

\°  On  peut  supposer  p  et  tn  entiers  :  si  ces  exposants 
étaient  fractionnaires,  on  opérerait  comme  pour  des  irra- 
tionnelles monômes; 

2°  On  peut  supposer  ?n  >  0  :  dans  le  cas  contraire ,  on 
change  a;  en  ^; 


(*)  On  verra,  un  peu  plus  loin,  que 

/-*    cLv      _ 
A  -+-  Wx-      y 


clx  1  /    .    /n\ 

—  arc iglx  \  /  —\  -h  const. 
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3°  L'exposant  q  doit  être  supposé  fractionnaire;  car  s'il 
était  entier,  la  dinérenlielle  serait  rationnelle. 

88.  Cas  d'intôrjrabilité.  —  Cela  posé,  pour  essayer  (!• 
rendre  intégrable  la  différentielle  donnée,  faisons 


doij 


puis 


bx""  =. 


1  (z  —  aY    ^  dz 


p+< 


Si 


dy  =  x^ (o  -^  hx'" y (lx  =  —-\ ^-— ^ )      dz.z''. 
)iib  \     b     / 


=  enlier 


la  dernière  quantité  peut  être  rendue  rationnelle;  donc  la 
différentielle  binôme  est  intégrable. 

Il  y  a  un  second  cas  d'intégrabilité  :  on  peut  écrire 

dij  =  x'^""'  (6  -4-  ax-")»  dx, 

donc,  en  appliquant  la  première  condition,  on  trouve 

p  ■+-  qm  -+■  I 

=  entier, 

—  ni 

ou 

«  -+-  1 

i-  q  =  entier  {*). 

m 

39.  Exemple  :  dij  =  x^{i-t-x^y  dx.  La  première  con- 
dition n'est  pas  vérifiée;  mais  ^^  H- ^  =  c;i//fr;  donc  rf// 
est  intégrable.  En  effet,  si  l'on  prend  ^-f-  I  =/S  on  a 

(*)  M.  Tchébychew  a  démontré  que  ces  deux  cas  sont  les  seuls  eu  la 
(U/férenticllc  binôme  soit  intégrable  au  moyen  des  signes  algebriijues  tt 
logarithmiques  (Jocrsal  de  Lioutille,  t.  XVIII). 
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i  .,  t'dt 

x'dx 


puis 


•^  W        I  ('*  — 1)* 


{t^-\f 


Suite.  —  Itéduction  de  l'iiitét^rale. 

40.  Que  la  différentielle  binôme  soii  ou  ne  soit  pas  inlé- 
grable,  on  peut  se  proposer  de  la  réduire.  Celle  réduction 
comporte  quatre  problèmes  particuliers  :  Diminuer  ou  aug- 
menter, soit  l'exposant  q,  soit  l'exposant  p. 

41.  Premier  cas.  —  Réduction  de  l'exposant  q.  En  inté- 
grant par  parties,  et  faisant  porter  l'intégration  sur  le  fac- 
teur x^dx,  on  a  : 

y  =  A''  (o  -\-  Ijx'")''  dx 

j*""*"'  nnd)     ^ 

= (a  -+-  hx-^Y  — x^'  (a  -+-  6jr"')«  '  x"-  '(/x 

p  -<-  1  p  -+-  1^ 

x*^'             .      ^          qmh      ..  .  .  , 

= (a  -+-  6X"')'' /x''+'"(u  -+-  6x"')''  '  dx. 

Celte  transformation  n'atteint  pas  le  but,  parce  que,  m  étant 
positif,  on  a  p-hm^p.  Mais  bx'^"'  =  x''(a-i-bx"' — a);  donc 

ij= -{a-i-bx'")''—- — [Jx''{a-hbx"-)'>dx-afx''{a-^bx"')''  hlx], 

ou 

[p-^  l)y  =  x'^\a-\-bx'")''  —  qwy -\- aqni  f'x" {a-\-bx"')''~Ul x . 

x\insi 

fx''  {a  -+-  bx'")''  dx  = x*--^'  (a  h-  6a'")''  / 

J  /J  -H  1  -+-  inq  '    ... 

aqm  ^  (  ^'  ' 

-+- lxHa-\-  bx'")''  ^dx.  \ 

/>  -+-  1  -+-  mq-^  I 

37 
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En  employant  plusieurs  fois  la  nirme  formule,  on  retran- 
chera, (le  l'exposant  r/,  toutes  les  unités  qui  y  sont  conte- 
nues. 

4«.  Remarques.  —  I.  La  formule  (o)  est  illusoire  si 

p  -\-  i  -^-  mq  ^=^  0  ; 

mais  alors  la  difïérenlielle  proposée  est  intégrable,  à  cause 

de 

«  -+-  1 

1-7  =  0=:  enlxtr. 

m 

En  effet, 

(ly  =  xP  [a  ■+-  bx"")     "*  (Ix  =  (6  -+-  ax""")     "* 

X 

Par  conséquent,  si  l'on  pose 

6  ■+■  ox—"  =  r", 
on  trouve 

z"  "dz 

(juantité  rationnelle. 

II.  La   réduction   est  encore  impossible  si  /)  == —  I, 

c'est-à-dire  quand 

dx 
dy  =  {a-\-bx'")'' 

Mais  la  transformation  ci-dessus  (34)  ilonnc 

r''  • 

dij  =  — -^ dz  ; 

■^       m{z  —  a) 

et  celte  diiïéienticlle  est  inlégrablc.  même  lors(]UO  7  oi 
fractionnaire  («5). 

43.  Deuxième  cas.  —  Réditctiuu  de  rexposant  p.  Pour 
reflVctuer, on  doit  faire  porter  l'intégration  sur  (a-hix"')''/' . 
Or, 

x"  (a  -+-  bx"'Y  =  mby  '(«-*-  6x"')'' —  ; 

mb 
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donc 

Décomposant  (a  -+-  bx'")'''^'  en  (a  -+-  bx'")''  (a  -+-  bx'"),  on  a 
/x''  "'  (a  -+-  hx"')''+Ulx  =  aJxP-"  {a  -+-  bx"')''dx  -+-  bfx^  [a  +  bx'")'>dx  ; 
pnis 

mb  (ç  -+-  1  )  ?/  =:  x''""'+'  (a  -+-  bx'")''-^*  —  b{p  —  m  -+-  i)  y 
—  a{p  —  m  -+-  I  )J\p^"'  {a  -t-  6x'")''  t/x  ; 
cl  enfin 


/ 


x"  {a  -4-  bx'")''  dx  = x""*"+'  ia  -4-  6x"'y'+' 

6(m7-+-;>-Hl)  ^  ( 

a  (»  —  w  -4-  i  )    ..  ...  [ 

—  — ^^- ^  /x''-'"  (o  +  bx'")'i  dx.  \ 

b  [mq  -+-  p  -H  1)*^  j 

44.  Au  moyen  de  cette  formule  (G),  on  pourra  réduire 
l'exposant  p  à  p  —  im,  i  étant  le  quotient  entier  de  p 
par  m.  Si  p  —  im  =  m  —  1,  la  dernière  différentielle, 
x"'~\a-i-bx"'y' dx,  est  immédiatement  intégrable;  mais  alors 


i  -+■  \  =  entier. 


m 


45.  Troisième  cas.  —  Si  ç  est  négatif,  le  second  membre 
de  la  formule  (5)  est  plus  compliqué  que  le  premier;  car 
q  —  \  surpasse  q,  en  valeur  absolue.  Pour  transformer 
convenablement  cette  formule,  changeons  d'abord  q  en  — q; 
nous  aurons 

(p  -t-  d  —  mq)  Cx^  (x  -4-  6x'")"'  dx 
=  x^"*"*  (a  +  bx"')-''  —  aqmCx^  [a  -\-  6x™)-'-*  dx; 
d'où 


/ 


xP  ia  -i-  6x'")-''-*  dx  = x''+'  (a  ■+-  bx"')-'' 

aqm 

P  -+-  1  —  ^nq    ^ 

— /x''  (a  -H  6x"')"''  dx; 

aqm        '^ 


7) 
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vA,  par  le  changement  de  q  en  q  —  1  : 

ya-P  (a  -H  bx'")-''  dx  = xp+'  (x  -f-  ôx"")-'"^'  J 

—  '- ^^ fx"  (a  -+-  tx-)-'^'  dx.  \ 

cim  {q  —  \)        ^  ' 

46.  Quatrième  cas.  —  De  même,  en  remplaçant  p  pjir 
—  p,  dans  régalité  (6),  on  a 

U  {mq  —  p  -+-  1  ) /*J~''  (a  -+-  ^x'")'  dx  ==  x-''-'"+'  (a  -h  6x'")'+* 
-+-  a  (n  -+-  m  —  1)  /x-''  "  (o  -+-  ^x"")»  rfx; 

/ X -p-"* (a-+-6x"')'' f/x  = x-P-"^'  (a  -h  f)x'")«+' 

./  ^  ^  o(/3-t-jn  — 1)  ^  ' 

b{mq  —  p-\-\)   ^       ,         ,      ^     , 

a  [p  -V-  7)1  —  1  )  «^ 

cl,  par  le  changement  de  p  en  /)  —  m  : 

x-P  (a  -\-  bx"'Y  dx  = x-»^'  (a  -t-  /*x"')'^*  J 

■  m  -t- 1  )  ^  ,         .    ( 

— 'Jx-'^"'  (a  -H  6x"')'  dx.  ] 


(8) 
b  {mq  —  p-hin-i- 1)  ' 

a{p 

Applications. 
47.   I.  Soit 

ij,=fx''{[-i-x)Ulx, 

p  étant  un  nombre  entier. 

La  formule  (6)  donne   successivement,   à   cause   de 
a  =  b^  m  =  \  : 

V,     = ^ -x''(l-+-x)'+' ^ -y,.„ 

p  -\-  q  -^-  \  p  -\-  q  -^  \ 

p  -f-  7  ;>-+-(/ 


7  -*-  -  7 
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D'ailleurs, 

yo  =   /(i  -4-  x)'  dx  = X»+'  (*). 

c/  7  -+- 1 

Eliminnnt  //,,,,  i/p  2,  •••  ^i  ,  on  douve 

en  supposant 

1  » 

''      /î  -4-  9  -+- 1  (P  -+-  7  -+-  1  )  IP  "•"  7) 

P{p  —  i)  „„_,       _j_         p(p  — 4)...l 


(/>-hf/-f-l)(p-+-7)(p+<7-l)  (p-^^H-l)(p+r/)...(r/-+-l) 

48.  Remarque.  —  De 

x''=(1 +X-1  )"=('! +3:)"—- (1 +a-)"- '-t- i-^——' (1 -+-x)"-'~ • -db  I , 

on  conclut 

7/,,  = (  1  -t-  x)''+"+'  - 1 (1  +  xY+'' 

/j  -+-  r/  -t-  j  \  p  -^  (j 

pip  —  i)         1  1 

1.2.    p-»-7— I  ^         ^  7+1  ^         ^ 

Ces  deux  valeurs  de  y^  ne  pourraient  différer  que  par 
une  constante.  Comme  elles  s'annulent  pour  x  =  — 1, 
elles  sont  égales.  On  a  donc  cette  identité  : 

1)  r  M I  /     Vi  '  11—9 

xP x^      -^ x''  ^  —  ••• 


p(p  — 1)...1  ,        pp-\-q-^\ 

. ^^^        ' ■  =  (!  -i-xY '  ^      '        n  ^xY' 

(p+f/)(p-4-7— l)...(9-+-i)  1     /J+7 

p  ip  —  \)p  +  q  +  \  p  +  7  -+-  1 

(1  +  xf  - 


1.2     P  -^  q  —  ^  (7-4-i 

(*)  Toutes  ces  formules,  ainsi  que  les  suivantes,  sont  en  défaut  pour 
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4».   II.  Soil 

p  élant  entier  positif.  On  a 

I 

m  =  '2,      (/  =  —  —  '      0=1,      b  =  —  1 

donc,  j)ai'  la  formule  (G), 


De  même, 

^      1  / ;       -      P  —  3 


Si  p  esl  pair,  la  dernière  égaillé  est 


î/»  = 1/  i  —  X-  X  H —  arc  sin  x. 

Si  p  est  impair,  on  arrive  à 


73  = 1    I  —  X-. 


2      /*     X(/X 

I  —  X- .  X  '  H —     /  — :^^^::^: 


=  __l/l_x-.x* l/l  — X-. 


Dans  le  premier  cas,  la  valeur  de  rinléiirale  est 

!/p  =  — 
ri       ,       M— 1         .  (/)-!)(»— 5)...5.1    1,   — 

\-V  P(P— 2)  ;>(/J— 2)...4.2       J 

(p_4)(p_r>)...ô.i 

H arc  sni  .r  -+-  C  ; 

/;(/)  — 2). ..4. 2 


(A) 
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(!l,  dans  le  second, 

ri,,-...-£rL.,-.^...jp-;)»f)-^-^yTz^..c.  (») 

L/J  PIP— 2)  ;)(p— !2)...o.'l    J  I 

50.  III.  Les  formules  (A),  (B)  se  simplifienl  beaucoup 
lorscjuc  les  intégrales  sont  prises  entre  0  et  1.  Kn  efl'el, 

/*    x'dx          1.5.5...(p  —  l)7r  ,  , 

= --',  A') 

V/nr^      2.4.6...     /).      2 


/ 


'     x^dx  2.4.r)...(;)  — i) 

1/4  — x'       3.5.7  ..      p. 


(B') 


selon  que  p  est  jort/r  ou  impair. 

Formule  de  WalliM  (*). 

5t.  On  peut  démontrer  que,/}  croissant  indéfiniment, 
/(•  rapport  des  intégrales  (A'),  (B')  tend  vers  l'unité.  En 
admettant  cette  proposition,  nous  avons 

1.3.5...(2n  — 4) 

71-  ,      2. 4.  G...     r2n 
•     1  =  —  /{»i 


2         2.4.6...     .2n 


5.5.7...(2?n-  1) 
ou 

TT       2    2    4    4    6    6    8 

2^ï*5'5*5'5'7"7""'  ^  ^ 

formule  remarquable,  due  à  Wallis.  Les  facteurs  du  pro- 
duit indéfini  sont,  alternativement,  plus  grands  et  plus 
petits  que  1.  De  là  résulte  que  les  fractions 

2       4        16       64 

—  ,     _,      — ,     — , ... 

1        5        9        45 
approchent  de  ^,  successivement  par  défaut  et  par  excès. 

(*)  Wallis  (Jean),  célèbre  Géomètre  anglais,  né  en  1616,  à  Astifort; 
mort  en  1703. 
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Ejct'ffices. 


11.    f-^ 

J  M- 


dx  5x  -f-  2 


V  X  —  1  H — arc  cos y-  C 


Vx—\  '^'^  ^*  Vx 

dx  \  X  (x'-  —  5)       5 

-arc  sin  x  -+-  C. 


2  ]/  i  _£.       2 
111.     /        ^^       =.ll>~^^'    -|/5arctg^î:^-.-(: 


y*     dx        _1 
1^1 -+-x'       ^ 

2  =  (I  _t-  x-'f . 

V.     /  =lAy2  — j)+l/5arctg— r^ 

^      l/l-Hx'  2t/2 

0 

«y  ^ 


r/x  i       l/a  -+-  bx^  —  \/ a 


(a  +  6x^)^       2a^    l/fl  -t-  /;x'  -t-  Va 
\  1 

h- :  -+-  C. 


VI 


J\ 


a-  \/a  -f-  6x-       5«  (a  -h  ^x")^ 

f/x  1/ 1  ^Tx^  — 1/|— X- 


V/i-+-a;^_V/i_x*  2x 

H —  1  (x  +  K  1  -+-  x^) arc  sin  x  -+-  C. 


CHAPITRE  y. 

INTÉGRATION  DE  QUELQUES  FONCTIONS  CIRCULAIRES. 

558.   I.  Soit  drj  =  sin  x  ros  x(/x. 

L'inlégration  par  parties  donne 

y  =  /  sin  xd  (sin  x)  =  -  sin"  x  -t-  C. 
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On  peut  encore  intégrer  en  observant  (|iie 

I 
SHi  X  cos  a;  =—  sin  2x. 

2 

On  trouve  ainsi 

i    r         ,  1 

w  =;  —  /  siri  !2xf/x  = cos  2x  -t-  C  . 

d3.  Remarque.  —  En  égalant  ces  deux  résultats,  on 
conclut 

1    .  ,  1 

—  sin^  a:  -t-  C  = cos  2x  -i-  C  . 

"2  4 

Pour  trouver  la  relation  qui  existe  entre  C  et  C,  il  sulïii 
de  supposer  a;  =  0  :  Péquation  se  réduit  à 


1 

C  = -+-  C; 

4 


donc ,  en  général , 


1,1 

—  sin-  a;  =  —  (  1  —  cos  2x)  ; 

2  4 

ce  qui  est  exact. 

54.  II.  Plus  généralement,  soit  y  =-fs\n^  x  cos''  xdx. 
Cette  intégrale  peut  être  transformée  de  différentes  ma- 
nières : 

1°  Si  Ion  fait  sin2  3c  =  Q,  il  vient 

du  1    z»^  tl 

cos-a;  =  l  —  0,    dx  = ?    !/  =  -  /^'  C^  — ^)     "^■ 

2l/6(l  — 6)  2y 

On  a  donc  une  différentielle  binôme  :  l'intégration  est  pos- 
sible (38)  si  ^^=  entier  et  s\^-^=  entier. 

2°  On  peut  trouver  des  formules  de  réduction ,  analo- 
gues à  celles  qui  se  rapportent  aux  différentielles  binômes. 
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Par  exemple,  p  et  rj  étant  supérieurs  à  l'unité  : 

w  =  /  sin''  X .  cos  xdx .  cos''~*  x  = sin^^*  x  cos'  '  x 

J  p  -+-  1 

(t  —  1    p 

-\- /  sin''+^  X  cos'"^  X .  dx. 

p  H-   l '^ 

La  nouvelle  intégrale  peut  être  écrite  ainsi  : 

/sin''x  (1  —  cos^x)  cos''  "^xdx  =  fbin''x  cos'''- xdx  —  y,^. 

Donc 

(/>-+-  i)_?/,^  =  sin''-f-'xcos'  'jc-^{q  —  i)!/,,i  —  {f/—\)y^; 

et  enfin 

i  7—1 

y,  = sin''"^'  X  cos«~'  x  h y„_î. 

Si  7  est  entier,  cette  formule  réduit  Tintégralc  proposée  à 

i/i  =  fs\nJ'x  cos  xdx , 
ou  à 

Vq  =^  /sin'' xdx. 
Or  -^ 

1 

»/i  = sinP"*"'  X  ; 

p  -4-  1 

et,  si  p  est  entier,  on  peut  exprimer  //o  sous  forme  finie, 
pai'ce  que  l'un  des  nombres  p,  p  +  1  est  pair. 
0°  Supposons  p,  q  négatifs  et  entiers.  Soit 

/^      dx  f  dx 

]),.  =  I =/ :^ — sin~''x  cos"'^-x 

J  sm''xcos''x    J   cos-x 

=  Ig  X  sin~''x  cos~'^-x  — 

y"tg  X  ( —  ]-i  sin"''-'  X  cos~''+^x  -\-  q  —  î2  sin  ''■*"'  x  cos"^^'  x)  </x, 

ou 

\  r      dx  r      dx 

«„  =  ■ \-p  I iq—'l]! 

sin''-'xcos''-'x     'J  sin''xcos''--x       ''      J  sin^-^xc 


: cos'x 
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On  a 

(Ix  /^siirarf/x         /^     dx  r       dx 


/'•       (IX  /^siirxrtx         /^     dx  p 

sin''  *x(;os''x    J  siii''xcos''x   J  sin''xcos''x  J  si 


Ainsi 


sin''xcos''  -x 


1 

plus 


^'  =  sin-^cos-x  -^  W"  -  C'  --  ^)  (y.  -  .'A  «>  ; 


\  p  -^  q  —  2 

^*'  ~  ((/-I)sin''-'xcos"-'x  "^      7-1     ^'"  ^'^^ 

Si  r/  est  pair,  on  arrive  à  yQ=J^^-^  et,  si  r/  est  impair, 
''  ^i-^sinPxLx-  Opérant  sur  ces  intégrales,  à  peu  près 
comme  nous  venons  de  l'indiquer,  on  pourra  les  réduire, 
suivant  les  cas,  à 

«^  J  sin-x      J   cos  X     y  siiixcosx 

4°  Enfin,  p  e{  q  étant  entiers  positifs,  on  peut  remplacer 
sin**»;,  cos'x,  sin''x  eos'x  par  leurs  valeurs  en  fonction  des 
sinus  et  cosinus  des  multiples  de  x;  et,  par  suite,  effectuer 
l'intégration. 

55.  Exemple  : 

y  =  Ain''  X  cos*  xdx. 
Ou  a 

5  .  1    .  ,1  i  5 

sin'x  =— smx smôx;      cos*x=-cos4x-i--cos2xh 

4  4  8  2  8 

Donc 

52  sin^  X  cos*  x  = 
[5  sin  X  cos  4x  + 1 2  sio  x  cos  2x  —  sin  ox  cos  4x  —  4  sin  3x  ces  2x] 

-^  5  (3  sin  X  —  sin  5x). 
De  plus  : 

sin  X  cos  4x=— (sin  ox  —  sinox), 
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i 

siii  X  cos  2x  =^-  (sin  ôx  —  sin  x), 

sin  ôx  cos  4x  =  -  (sin  7x  —  sin  x), 
sin  DX  cos  2x  =  -  (sin  ïix  -h  sin  x). 

Au  moyen  de  ces  valeurs,  la  fonction  entre  parenthèses 
devient 

i 

-  ( —  1 5  sin  X  +  9  sin  ôx  —  sin  5x  —  sin  7x). 
2 

Ainsi 

sin''x  cos*x  :=  —  (ô  sinx  H-  5  sin  ôx  —  sin  ox  —  sin  7x). 
(54^  ^ 

Multipliant  par  dx,  et  intégrant  chaque  terme,  on  a  iiifin 

/'■-•,      1  r  -  .     i     ..     I        1    , 

/sm'xcos*xax= —   — ocosx— cosdxh — cosox-+--(Os /.r  -+-(.: 
J  GiL  'i  7  J 

et,  si  Ion  prend  pour  limites  0  et  ^  : 

f\ut. 


2 

'x  cos'xf/x  = 

ôo 


5e.    Vérification.  — Si  l'on  fait  cos  .r  =  0,  on  trouve, 
immédiatement, 

^sin'  X  cos*  x(/x  =  —  ^6*  (1  —  0-)  de 

i  1  ces'  X       cos"  X 

= 6^  -+-  -  0'  -+-  C  = 1 z ^-  <-• 

5  7  0  7 

Celte  valeur  ne  dilTèro  pas  de  la  jirécédente:  car  [Ahj.. 
220)  : 


TNTf:G RATION   DK  QUELQUES  FONCTIONS  CIUCULAIRES.   fiS!) 

—  ù  cos  X  —  cos  3x  H —  cos  hx  -i —  cos  7x 
5  7 

64      ,  04       , 

= cos"  X  H cos'  X  (*). 

5  7  ^^ 

57.  Remarque.  —  Les  intégrales  définies 

cos"  xclx, 


in"xdx,  I 


peuvent,  très-facilemeni,  être  exprinnées  sous  forme  finie, 
quand  Texposant  n  est  un  nombre  entier.  En  vWvl,  Iti 
formule  trouvée  ci-dessus  (50,  2")  : 

i  q  —  1 

Va  = sin''+'  cos'"'  X  ^ w    2? 

p  -^  q  V  -^  Q 


donne 


/2                     n  —  1   /^  i 
cos"  xdx  = /       cos"  *  xdx. 
n    J 


Par  conséquent  : 
Si  w  est  pair  : 


f 


7r1.5.5...(w 

cos"  xdx  =  — - 


22.4.6... 
e(,  si  n  est  impair  : 


S 


'  2.4.6...(n— 1) 

cos"  xdx  = " 

5.5.7...      n 


{*)  On  voit  combien  i!  est  essentiel  de  savoir  trouver,  dans  clia([ue  cas 
particulier,  la  transformation  qui  s'y  applique  le  mieux.  Cet  arl  des  traiis- 
formations  constitue  l'une  des  grandes  diOicullés  du  calcul  intégral  :  on 
ne  peut  l'acquérir  qu'après  s'y  être  beaucoup  exercé. 
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Les  premiers  membres  ne  changent  pas  quand  x  oi 
remplacé  par^ — x;  donc  : 


f 

0 


7ri.3.5...(n— 1) 

sin"  xax  = >          (npair) 

2  2.4.6...      n  ^1^1 

'  .         ,         2.4.f)...(n— 1) 

sin"  xdx  = {n  impair)  (*). 

5.3.7...      ?i 


58.  III.  L'intégrale  de  ^^  donne  lieu  à  une  transIVir 
mation  remarquable  (**).  Comme 

.    1  \ 

sin  x  =  2  sm  —  x  ces  -  x , 
2  2 

et  que 

1  i      (Ix 

dAs-x=- 


2         2,1 

COS"  —  X 


on  remplace  la  différeniiellc  par 

dx     \ 

\  dx 


2        1  12  1 

sin  — X  ces— X  i^-x 

2  2  "2 

d'où  résulte 

l.tg-x-+-C.  (I 


/: 


sm  X  2 

5».  IV.  Soit  à  intégrer— ^ , .  Si  on  voulait  rendre 

le  dénominateur  calculable  par  logarithmes,  on  ferait 


a=\/a^  -+-  b-  ces  s ,     b  =\''  iv  ■+■  b' sin  -j , 

(*)  Ces  formules  ne  diffèrent  pas  de  celles  que  nous  avons  données  a 
propos  des  dillerenlielles  binômes  (40,  111). 

(**j  Elle  revient  à  laiiv  tgjx=/.  [\o\v  la  note  suivante.) 
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et  Ton  aurait 

asinx  -i-  b  cos  x  =\/a^  h-  6*  sin  (x  -+-  ^). 

Cette  transformation  est  applicable  à  la  question  actuelle; 
elle  donne 

a  sin  X  -»-  6  cos  x       \/~^~^r\^J  sin  (x  -+-  'jj)  ' 
ou,  d'après  la  formule  (1), 


l.tg-(a:-f-f)-+-C. 


r-  

/   a  sin  X  -+-  6  ces  X       \/ c^  +  6*      °  2 

60.  V.  Soit 

/*      rfx                 p           dx                       p      dx 
=  2/ =  2/ 
2  —  sin  X       .7  4  —  (1  —  cos  2x)       ,7  3-4-  cos  2x 

Posons 

1  — «2 

De  là  résulte 

2m  (/m 

sin  2x  = ;  '     dx  = 


\  -\-  ir  \  ■+■  u' 


f^  du 


,      ....             1                u 
?/::=/  — = arc  tg H  C; 


cl,  si  rintégrale  est  prise  entre  0  et  |' 

du  -K 


'-/■= 


■,1:'^   -4-   9 


21/2 


(*)  Celte  formule,  qui  équivaut  à  tga;  =  i<,  doit  être  remarquée  :  e» 
général,  si  dy  =  F  (sina;,  cosa-)  f/ar,  F  désignant  une  fonction  ration- 
nelle, il  suffit  de  faire  tg|a;  =  /,  pour  rendre  d]j  algébrique  et  ration- 
nelle. 
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ei.  Remarque.  —  On  arrive  plus  vite  à  ce  résultat  en 

écrivant 

dx  dx 


dx  cos*x  1     t/2cos*x 

(ly ■ '■^^=^  == • 

2  cos'' X -4- sin^ a;       2-4-tg^x       [/1>  /tgx 


««.  \I.  Plus  généralement,  soit 


y 


Ja' 


dx 


'*  sin*  X  -t-  6*  cos*  x 
La  dernière  transformai  ion  donne 
adx 


et ,  en  particulier, 

dx 


^  sin'  X  -+-  6-  cos^  x       2«6 


(^-i) 


«3.  Remarque.  —  Si  Ton  suppose 

a  =  c  -+-  1 ,     h  =^  c  —  1 , 
In  l'ormulc  (2)  devient,  après  quelques  réductions, 


7t_ 

c-  —  2c  ces  2j-  -4-  1  "  2  (c-  — 


Soient  ç)  =  ^  0,  c=-  :  on  trouve 


1) 


7 

/     1  —  2o  cos  6  -+-  (/-'        1  —  o" 


1q  cos  6  -+-  (y-        1  —  q 

II 

résultat  qu'il  est  bon  de  connaître. 


INTÉGUATION  DE  QUELQUES  FONCTIONS  CIRCULAIRES.   .■;•)-> 

«4.  VII.  Comme  dernier  exemple,  prenons  rintégiale 


!/=   A-^\/ 


sm  a 

1 —: 


que  Ton  rencontre  dans  un  problème  de  Géométrie  sphé- 
rique  (*). 

En  essayant  diverses  substitutions,  on  arrive  à  celle-ci  : 


CCS 

On  en  déduit  : 


V—r—r- 
^        z-  -t-  1 


CCS  a  zdz 

sm  X  == >     dx^  —  ces  a 


l/jj^-i-l  (z'^-+-  l)l/z^-4-sin^a 

%    /         sin^a  ;c  ces  a 

et,  par  conséquent, 

zhh 
t/  =  —  cos'' 


\){z'  -^  sin- 
L;i  fraction 


(z'-+-  •l)(z'-+-sin-a) 
est  décomposable  en 

1      /      i  sîn^  a 


cos^  a  \z'''  -t-  4       2"  H-  sin*  al  ' 
donc 

.  ..     /*      dz 

y  =  —  arc  tg  c  -+-  sur  a  /  -^ 

J  z'  -^  sin 
ou 


j  dx\/ 


sin  a  j: 

1 ;;p—  =  —  arc  tg  z  -+-  sin  a  arc  tg -+-  C. 

ces-  X  sin  a 


i*j  Juunial  de  Liouville,  t.  VF,  p.  428. 

38 
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Pour  avoir  un  résultat  simple,  supposons  que  les  limites 
de  la  première  intégrale  soient  x  =  0,  x=^  —  a.  A  ces 
valeurs  de  x  correspondent,  respectivement,  z=-f-oc  . 
z  =  0  ;  donc 

^_^ 

/    ^",,^\/,_f!^=|(l-sma). 
/  ^  ces  X        ^ 

0 

65.  Remarque.  —  Le  calcul  ci-dessus  peut  être  abrégé. 
On  a 

V 


sin'a         i    ,/ — :-^-  cos-x — sin*a 

1 = 1/ ces  X  —  sin'a  =• 


ces  X      cosx  cosxK  cos^x  —  sin^a 

cos  X  sin-  a 


\/cos*x  —  sin^  a       cosxV/cos-x  —  sin- a 
cos  X  sin'  a 


l/cos*  a  —  sin*  X       cosxl^cos^a  —  sin*  X 
donc 

cos  X .  dx  sin"  a .  dx 

dy  =  — zr=:=i=^= 

l/cos*  a  —  sm*x       cosx\/cos'a  —  sin*x 

Le  premier  terme  est  la  différentielle  de  — arc  cos  (^^J; 
le  second,  la  différentielle  de  sin  a  arc  cos  (igx  tg  a)  (*). 
Par  conséquent, 

y  =^  —  arc  cos    -+-  sm  a  arc  cos  (tg  x  tg  a)  -4-  C; 

\C0S  a/ 

valeur  qui  s'accorde  avec  la  première. 
(*j  En  effet,  celle  différentielle  égale 


sin'  a .  dx 


V 1  —  tg*  .T  tg'  3t  cos  X  l  cos'  .r  cos*  x  —  sin*  x  sin* 

sin'a.f/.r 


cos  X  l^cos*  a  —  sin*  X 
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tBxBfcice: 


.      f     dx  2  /      /a— h      1     \ 

I.  /  ; = —  arc  tg  I  \  / — —  Iff-a-H-C. 

/   a-t-6cosa:       \/fj^^_\;.         °\  V    a-4-6  *2    / 

II.  Si  a  =  6,  que  devient  la  formule  précédente? 
cos  xdx  a  sin  a: 


J(a 


(a  -H  6  cos  xf       a'  —  6'  a  -+-  6  cos  a; 

26  f        a  —  b      l    \ 

arc  ts  I  W  r  ts  -X  )  -4-  C. 


(„^_6f        MV   a-^6^2 


..^     rdx  1  /    1  5     \       5.       X 

IV.     -^r-  = cotx  -7-r-  H +  -l.te-  -4-C. 

J  sur  a:  4  \sin''x       2sinx/       8         2 

V.yx'sinxrfx  =(3x*  —  6)  sin  x  — (x^  —  6x)  cosx-+-C. 

Vl.yx' cos  xdx  =  (5x*  —  6)  cos  x  +  (x^  —  6x)  sin  x  -+-  C. 

/  ^     \ 

,  „  /  cos  a  -+-  tS  -  X 

dx  2  ^2     1 

=  — —  arc  ts  \ '  -t-  C. 


1 -H  cos  a  sin  X       sin  a  \        sin  a         / 

/«              dx                      a 
: = C) 
1  -+-  cos  a  sin  X       sin  a 

0 

/cos^  X  sin  xrfx 
l/l  -t-  e^sin^x 


5  cos  X 1/1-4-  e^sin"  x 


2e' 


1  -+-  e  /   e  cos  X 

—  arc  cos    — —:^—  |  -4-  C. 

2e'  ll/rr? 


(*)  De  cette  formule,  cas  particulier  de  la  précédente,  on  conclut,  par 
un  changement  de  lettres, 

X  /     2  dx  fi  (13 


/'ï  dx  _    /^T 

1  -t-  cos  a;  sin  x      /        l 


sin  X     ,/        1 -4- cos  X  sin  a      y         1 -+- cos  x  cos  3  ' 

0  0 

puis  le  moyen  de  développer  -p-  suivant  les  puissances  de  cos  x. 
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f 


_     4  cos"  X  sin  xdx         5        1  -+-  e* 

A.         /  =—  H ^-"Y-arctge. 

\/ \  -\-  e'sin*x       ^^  ^^ 


XI.  Démonlrer  que,  si  Ton  fait  ]l„=^f.  ^ ,  "^ — tt;  ,  on  a 
6  sin  X 


Vn 


(n  —  1  )  (a*  —  iP')  [a  -+-  6  cos  x)""  ' 
(2n  —  5)  a  (n  —  2) 

(^_i)(a2_6'^) ^""'  ~  (n  —  1  )  (a*  —  6^)  ^""" 


CHAPITRE  VI. 

FONCTIONS  EXPONENTIELLES  OU  LOGARITHMIQUES. 

ee.  Les  cas  où  l'intégration  est  possijjle  sont  fort  rares. 
En  voici  quelques-uns  : 

1°  y=f{\xfx^dx. 

Si  l'on  pose  a;  =  e^',  on  a 

^       (p  -t-  1)»+'  -^ 

Quand  n  est  entier  positif,  on  peut  intégrer  (13).  Du  resti-, 
l'inlégration  par  parties  donne 

y  = (I  x)"  — /'{]  x)"-'x''(/x; 

ou,  j)Our  plus  de  régularité  dans  la  iiolaiioii, 

X'^'  Il 

D'ailleurs  n,.  =  — — -;   donc,  comme  nous  venons  ik  le 
dire,  on  pourra  trouver  //,.  si  n  est  entier  positif. 
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-/7 


-4-    1 


;,  011  a,  immé- 


diatement, e'  +  e  ^ 

2/  =  2l(e^^-e~"*)-+-C. 

0°    y  =fx \\\—  a;*)  dx  =  -x-\{\  —  x')  -^  'i  T ^  '  ^ ^ • 

La  fraction  7:3^  est  décomposable  en 

\    l       X  X 

—  J  H —    r  -+- 


2  \  1  —  x^       1  -f-  x' 
Conséquemment, 


/.v^/x                -1     „        1     1  -f-  x^ 
= X-  -t-  ^  1 ; 
1— X*           2           4    1— X- 


àx  1     „       1     1  -f-  x^ 

Jt- 

puis 


1  1     1  -+-  x^ 

t/=-xM(l— X*)  — X^H-  -1 --f-C. 

•^       2        ^  ^  2    1  — X- 


011 


y  =1(1  -4-  X-)  1  (I  +  x^)  —  1(1  —  x')  1  (1  —  X-)  —  x-^  +  C. 

Kn  particulier, 

f  x\[\  —  X*)  dx  =  1  (2)  —  I  (*). 
0 

67.  Soit  à  déterminer 

A„  =  rx''e''  sin  x(/x ,     B,  = /x"e*  ces  xdx , 

n  étant  entier  positif. 

(*)  A  cause  de  (1  —  x^)  1  (1  —  x')  =  0  pour  x^  =  1  (Alg.,  SS). 
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L'intégration  par  parties  donne 

A„  ^=  —  x"e''  ces  X  -4- /cos  x  (x"e'  -+-  «x""'e')  dx 

=  —  x"e''  cos  x  -+-  B„  -+-  nB^i, 
B„  =       a;"e'  sin  a;  — /sin  x  (x"e'  -+-  wx"~ V)  dx 

=      x"e' sin  X  —  A„  —  «A„_ ,. 

On  tire,  de  ces  équations  : 

A„  =  -  x"e'  (sin  x  —  cos  x)  —  -  A„_j  —  B„_,) ,         (  I  ) 

\  n 

B„  =  -  a:"e'  (sin  x  -4-  cos  x)  —  -  (A,._ ,  -4-  B„_,).          {'!) 

D'ailleurs  : 

Ao  =  /e^  sin  xrfx  =  e'  sin  X  —  Rq, 
Bq  ^=  Ce"  cos  xdx  =  e*  cos  X  -»-  Aq; 

et,  par  conséquent, 

1  1 

Ao=— e''(sinx  —  cosx),    Bo^=- e' (sin  x -+- cos  x).    (3) 

On  peut  donc,  de  proche  en  proche,  déterminer  Aj,B,, 

Ag,   Bg,    ... 

G8.  Si  les  intégrales  A„,  B„  sont  prises  entre  x= — » 
et  x=0,  les  relations  (1),  (2)  se  réduisent  à 

A„  =  -^(A„_.  -  B„_.),    B„  =  -  ^y(A„_,  -+-  B„_.). 

De  celles-ci,  on  conclut  aisément 

n[n — I)                                      nin — 1) 
A,  =  -nA„_.--^^A„  „  B,  =  -«B„  , i_-JB,_,.(4) 

Ainsi,  en  partant  de 

1  1  1 

Ao  =  —  -'      B„  =  -+-  -,      A,  =  -+-  -,      B,  =  0 , 
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on  peut,  au  nioycii  des  formules  (4),  calculer  séparémeni 
les  intégrales  A„  et  les  intégrales  B„  (*). 


(1  -+-  x^f 


-    1  +  e    0. 


e 

~^2 


(1  -^  xy 


0 
0 

e^  sin  xdx  et  /  e  "^  cos  xdx,  n  étant  un 
nombre  entier. 

IV.      r—± — =ii3 — ^. 

y    I  +  c-  +  e"      2  «1/3 

0 

V.  y"  e~''a;"~*rfa:  =  (n  —  1  )y*   e  ^x"~-dx, 

0  0 

pourvu  que  n —  1  soit  positif  (**). 

VI.  5e  n  est  îui  nombre  entier, 

y"  e-'x"-'f/x  =  i .  2 .  5 ...  (n  —  1)  (**). 

u 

(*)  Par  des  méthodes  que  nous  ne  pouvons  indiquer  ici,  on  trouve 

1.2.3....n  ,^^ 

A„  =  (-  1)»+* ;;:;j—  sm  {n  -t-  1)  J' 

1.2.3....n  JT 

B„  =  (— 1)"     ; — COS  (n -+-!)-• 

(**)  Ces  propositions  appartiennent  à  la  théorie  des  intégrales  eulé- 
riennes,  qui  a  été  l'objet  des  recherches  d'un  grand  nombre  de  Géomètres. 
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CHAPITRE   VII. 

INTÉGRATION  PAR  SÉRIES. 

«9.  On  a  vu,  dans  VAlf/èbre(Chsi\i.  X),  quelques  exem- 
ples du  développement  d'une  fonction,  résultant  du  déve- 
loppement de  la  dérivée.  Pour  généraliser  cette  théorie, 
supposons  qu'une  fonction  f(x)  ait  été  développée  en  série 
convergente,  de  manièri^  que 

f{x)  =  lli  -+-   U.,  +   Hz  -+-    •••  -4-  M„  -+-  R„.  (1) 

D'après  riiypolhèsc,  le  reste  R„  doit  tendre  vers  zéro, 
sinon  pour  toutes  les  valeurs  de  at;,  au  moins  pour  celles 
qui  sont  comprises  entre  deux  limites  données  a,  b.  Cela 
posé,  on  a  ce  théorème  : 

La  série  formée  par  les  intégrales  des  termes  de  la  sé- 
rie (1)  (*),  prises  entre  a  et  b,  est  convergente,  et  a  pour 
somme  l'intégrale  de  f(x)dx,  prise  entre  les  mêmes  limites. 

De  l'égalité  (1),  on  conclut 

f  f{x)  dx^=  r  Uidx  -+-  ■■•  -+-  y^  u„dx  -+-  r  R,.dx. 

a  a  a  a 

Soil  M  le  maximum  des  valeurs  que  prend  R^.  quand  ./• 
varie  entre  a  et  b.  On  a,  en  considérant  les  valeurs  abso- 
lues, 

/'R„(/x<M(6-fl). 

La  quantité  ÎM  tend  vers  zéro  quand  n  augmente;  le  fac- 
teur 6  —  a  est  supposé  fini;  donc 

^m/'''R,//.r  =  0; 
(*)  La  raultiplicalion  par  dx  csl  sous-onlemlue. 
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OU 

/  f{x)dx  =  f  iiifh  +  •••  -\-  f  vjx  -4-  •••;  (2) 

ce  qu'il  fallait  démontrer  (*). 

'ÎO.  Remarques.  —  I.  Au  lieu  d'adopter  b  pour  limite 
supérieure  de  chaque  intégrale,  on  peut  prendre  celle-ci 
entre  a  et  x  {x  étant  inférieur  à  h);  et  l'on  a  la  formule 

./*  f{^)  '^-^  ^^f^Kidx.  -H  •••  -^f\i^dx  H-  •••,         (3) 

an  a 

qui  donne,  en  série  convergente,  le  développement  de 
ff(x)dx. 

II.  Si  régalilé  (1)  se  réduit  à 

/'(a;)  =  «0  +  «iX  +  a^x"  -+-  •••  -+-  a„x"  -4-  •••, 

c'est-à-dire  si  la  fonction  /"(x)  est  développée  suivant  la 
série  de  Mac-Laurin,  la  formule  (5)  devient,  en  supposant 


/■ 


(x)  dx  =  QaX  -+-  Oi y-  eu h  •••   -H  fl„ h  •••     (4) 


III.  Celte  nouvelle  série,  qui  résulterait  aussi  de  la  for- 
mule de  Mac-Laurin,  directement  appliquée,  est  plus  con- 
vergente que  la  précédente  (**). 

IV.  5/  la  série  (1),  convergente  pour  toutes  les  valeurs 

{*)  Ce  théorème  et  cette  démonstration,  tirés  du  Cours  d'Analyse  de 
Slurm,  sont  contestés  par  MiM.  Darboux  et  Mansion.  (Voir  la  Nouvelle 
Correspondance  mathématique,  tome  III.) 

(**)  Par  exemple,  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  0  et  1,  la  série 
logarithmique 


converge  plus  rapidement  que  la  progression 
\  -{- X  -^-  x^  -\-  x^  -\-  ■ 
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(le  X  comprises  entre  a  et  b,  cesse  d'être  convergente  lorsque 
X  =  1) ,  la  formule  (2)  est  encore  vraie  {*). 

La  formule  (5)  est  démontrée  pour  toutes  les  valeurs 
(le  X  comprises  entre  a  et  b — z,  z  désignant,  suivant  l'usage, 
une  (juantité  positive  et  infiniment  petite.  Or,  les  deux  mem- 
bres de  cette  égalité  (5)  sont  des  fonctions  de  r,  constam- 
ment égales;  donc  leurs  valeurs  extrêmes,  finies  ou  infinies, 
répondant  à  x  =  b,  sojit  égales. 

V.  Chacune  des  formules  (2),  (3),  (4)  peut  être  consi- 
dérée de  deux  manières  différentes  :  1°  comme  faisant  con- 
naître le  développement  d'une  intégrale,  indéfinie  ou  dé- 
finie; 2°  comme  donnant  la  sommation  d'une  série.  On  a, 
par  exemple  (p.  152)  : 


/■ 


dx 


1  -f-  X 

et ,  si  l'on  fait  x  =  1  : 


X'          X' 

X" 

\- 

....±  — 

2        5 

H 

1     I     1  r'  dx 

2       ô       4  ./      1  -t-  X 


Applications. 

71.  Problème  I.  —  Développer  arc  sin  .r.  Si  l'on  repré- 
sente par  y  celte  fonction,  on  a 

1  -{  d    ,      1.5    .      l.ô.j   ^ 

y'= —  =(\  —  x-)    '  =  l-t--x-H x*H a*-+-  — 

•^      V/ÏZI^      ^  ^  2         l>.4  2.4.G 

Multipliant  par  dx,  puis  intégrant  à  partir  de  .r  =  0,  on 
trouve  la  formule  demandée  : 

1  a''       1 . 3  X*       1 .  5 . 5  x^ 

arc  sin  X  =  X  -+-  -  • 1 j h  •••      (5) 

2  ô        2.4  0        2.4.6  7  ^  ' 

(*)  On  ajoute  onlinuirenicnl,  à  cet  énoncé  :  «  pourvu  que  la  srrie  (2) 
soit  convergente.  «  Nous  pensons  quececomplémeut  n'est  pas  nécessaire. 
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On  en  conclut,  en  faisant  x=l  : 

TT  \  1.3  i.ô.li 

3  2.5.4       2.4.5.4-       2. 4. G. 7.4'  ^  -^ 

et,  en  supposant  x^^=\y  limite  pour  laquelle  l'égalité  sub- 
siste (70,  IV)  : 

TT                i           1.5  4.3.5 

—  =  4  ^ 1 -+- 


2  2.3       2.4.5       2. 4. G. 7  '  ' 

718.  Problème  II.  —  Déterminer 

/y»*  .-¥''*  'Y*'  -Y»^  «y®  'T*'  /¥*"  /r»" 

^  2        3        4        5        G        7        8        9  ^  ^ 

Pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  —  1  et  +  1,  exclu- 
sivement, (p.  28)  : 

dy 

~~=(\  -\-  X  —  X^)  -\-  (x'  -f-  x* X^)  -H  (x®  -4-  X'  X^)  -4-  ••• 

dx 

=  (4  -H  X  X-)  (4  -+-  x'  H-  x"  -4-  •••), 

OU 

dy       X*  —  X  —  4 
dx""      x'  — 4      ' 

puis,  attendu  que  rj  s'annule  avec  x  : 

"     (x^  —  X  —  4)fZx 


y 


/'     {x' 

0 


(x  —  4)  (x^  -+-  X  -4-  4) 


Appliquant  les  méthodes  indiquées  dans  le  Chapitre  VI,  on 
trouve 

y=il<^'-^^^"'.  (9) 

5  4  —  X 

ï».  Remarques.  —  I.  La  série  (8)  est  divergente  pour 
x=I  (p.  29).  Néanmoins  la  formule  (9)  subsiste  à  cette 
limite;  car  alors  y  devient  infini  (*). 

(*)  Cette  remarque  est  d'accord  avec  la  note  ci-dessus  (90,  IV). 
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II.  Si  l'on  lait  a;  =  — I,  on  trouve 

l  111111111  \ 

-12  =  1 1 H-  H i 

5  2       5       4       5       G       7       8       9       lOf 

111111  [^     ' 


II        12       15       14       i:i       16 
résultat  qui ,  combiné  avec 

11111111 

12  =  1 1 1 1 1 

2       5       4       .!>       G       7       8       y 

conduit  à  celui-ci  : 

\         2       5/        \4       D       6/        \7       8       9 

dont  la  vérification  est  facile. 
'SA,  Problème  III.  —  Évaluer 

x^       X*       x®       x'       x'       j'"       x'- 

U  =  X 1 H— 1 H---     (11) 

•^  5        4        G         7        y        10        12  ' 

Opérant  comme  pour  le  Problème  II ,  on  trouve 

/Ux  -\-  \ 
-. 
X-  +  X 

\  (12) 


'"^  (X  -4-  1)  (Ix 


1  ,  1  j^i/ô        , 

=  - 1  (x-  -t-  X  -t-  1  )  H arc  ti^ \ 

2  '^  '       \/ô         °x-h2  I 

De  là  résulte,  si  l'on  suppose  x=  1  : 

1  -  1111111 

-  13  H =  1  —  -H 1 1 1 (13) 

2  Gi/5  5      4       G       7       9       10       12 

îa.  Problème  I\'.  —  Éiulucr 

X*       x"'       x'        x*"'       X*       x' 

y  = 1 1 H-..  (14) 

"^250689 
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On  trouve,  encore  de  la  même  mam'ère, 

— =  -l(x*-+-x-+-l) arc  ta; ;  (ih) 

0 

et,  en  particulier, 

1  ,  77  111111 

—  13 = 1 1 — ■ H  •••      (IG) 

2  G[/ù       2       5       5       0       8       9  ^     ' 

76.  Remarque.  —  Les  premiers  membres  des  égalités 
(13),  (16)  sont  les  limites  dont  il  est  question  à  la  page  30. 
Conséquemment,  la  série 

12       4       12       112 

1  -\ 1 1 1 1 1_... 

234       1)       0789 

a  pour  somme  1 3.  C'est  ce  qu'il  est  aisé  de  vérifier. 

77.  Problème  V.  —  Développer 

(Ix 


/ 


\/{ï  —  bx){ax  —  x-) 


(17) 


en  supposant  les  constantes  a,  b  inféi'ieures  à  l'unité  (*). 
Par  la  formule  du  binôme, 

1  1  ,        1-3.,  ,  1.5.a...(2;j— 1), 


\/ï=^  2  2.4  2.4.0 2n 

Par  conséquent ,  si  l'on  fait 


x"</x 
A. 


l/ax  —  X* 

0 

on  aura 


'f 


.1.ô....(i»n-1) 
^^0  2.4 2n 


(*)  La  quantité  T  représente  (à  un  fadeur  [très)  lu  durée  de  roscillatiou 
du  pendule  simple. 
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De  ridcnlité 

/x a   x"  'r/x       .         ^ 
\      Jl_/  _^1^^^    r  x"  ' 
Vax  —  «*  ^  ^    l/ôx^ 

on  conclut,  en  intégrant  par  parties, 

A„  =  — [x-'l/ax  — x^]  (*) 

0 

-+-  (n  —  1)  /    x"~^dx  Vax  —  x"^  h-  -  oA„_j 

0 


rfx 


*  (ax  —  X*)  rfx       1 
l/ax  —  x^ 


OU 


A„  =  {n  —  1)  «A,._,  —  (h  _  1)  A„  +  -  oA„..,  ; 


et,  par  conséquent. 


A„           ^^^^      «A„_.. 

D'ailleurs 

Ao=   / 

^'''      dx                ^"          r/x 

J 

u 

l/ax— X*         /  .    /a*       /a 

-  X 

/ 

donc 

(1 

^         1.5.o...(2«-l)    ,^ 

A„  = o  'tt. 

2.4.6 2» 

La  substitution  de  cette  valeur,  dans  la  formule  (18),  donne 
enfin 


v^°°  r^  •  5 . 5 ...  (2;i  —  1  )-!* 


10) 


.P 


(*)  La  notation  [/"(x)]  représente,  en  général ,  f{là)  —  f{x).  Dans  le  cas 

ce 

actuel,  f{x)  s'annule  pour  x  =  x=:0  qi  pour  t^=  !:  =  a. 
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98.  Remarque.  —  Si,  dans  la  formule  (17),  on  suppose 
x==a  sin^  tp,  ab^c"^,  on  trouve 

-/       l/l  —  c^  sin*  y 
Comparant  avec  la  valeur  (19),  on  a  donc 

/    i7ï^kif^-ï^.[..4.C.........n    ']-'•"■  '^»> 

-      /^'  Ix.(/x  r  1  1.3  1.3.0  -] 

I.    /  =  —     1 H -H -H h--    • 

/      l/TH^  L       2.5'      2.4.5^      2.4.6.r         J 

0 


i  \  f/x        I         1.3         1.3.0 


l/^l  _  ^2  X        2-       2.4'       2.4.6'' 


"34 


IV.  Conclure ,  des  relations  précédentes  : 

\x.dx 


--I2. 


/*  sin  ((  1  x)  rfx       t       /"       <^ 
Vr^ =  7  —  --^- =  arctg«; 


Ix  1       5       0 

et,  en  particulier, 

''sin(Ix)r/x       ■ 


f 


Ix  4 

(*)  Legendre  ,  Traité  des  fonctions  elliptiques,  1. 1,  p.  6o. 
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0 

VII.       /       e''dx  =  i 1 h  •••=-• 

J  X  5       o       7  4 

0 

,,..,       n^  x^\v\xdx  /         1        1        1  \        -■ 

,7        1  -+-  cos  X  \         3       y       7  /        4 

0 

IX.  Former  le  développement  de  la  fonction  qui  a  pour 
dérivée  - — 5;  et  en  déduire  les  formules  suivantes  : 

I  I  1     \       /    1  \  1     \        '       1  I  1        \ 


\A     1.2     2.5/    \4.S     4.G     8.7/    ^16.9      16.10     52.11/ 

,14  1  1 

47r  =  5 1- 


5.  a        11.15        19.21        ^7.29 
11  1  1 


1.7        9.15         17.25       20.51 


1/1        1        I  \     /  '         '         M 

arc  te-  = 1 1 —    -.  h 1 h — 

^7       \1.2^       2.2^       5.2V        \3.2'^       G.2'*       7.2'V 

Y         C  1  -+-X  — \/l  -+-x^   ,                  ,    -         ,1-^2-4-1 
^       I       (/x  =  2— l/2-t- 1  

_  1  1  1.5  1.5.0 

"~     "~  2^  "^  274^  ""  2 . 4 .  G'  "^  2  . 4 .  () .  8- 

.x,,(M-^]^(i^i_!]^(l^l_l)^...=2„_,. 

\5     j     4/     \7     9     8/     \ll      15     12/  2 

XII.  Déiiioiiiror  la  Formule  de  (inder)iioiui  : 

^        r  i         a  2  5  1 

1    I  -+-  X  = 2  H .. x"'  -H  X* • 

2  -t-  X  L         2.5  5.4  4.5  J 

(*)  On  peut  rapprocher  ce  rcsullat  do  celui  qui  resiille  lie  la  t'oriiiule 
«Idiiiiée  à  la  page  595  (noie). 
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XIII.  /      cos^  X  1  (1  ■+■  cos*  x)  dx 

15\         2.7       Z 


6.8  0.8.10 


7.9       4.7.9.11 


il  i  I  1 

=  -     1  H -4- 1 

3  \         5.2       7.4       9.0 

XIV.  Théorème.  —  Si 

f{x)  =  fl,  cos  .T  -4-  •••  -+-  «„  cos  nx  -+-  •••, 
o  (x)  =  6,  cos  X  -4-  •••  -f-  6„  cos  ?ÎX  -+-  ••• 

jjowï  rfettac  àer«es  convergentes,  la  somme  de  la  série 

a,6,  -+-  aj)^  -4-  ■••  -+-  o„6„  -4-  ••• 

2 


f'.s7 


;./    f{j'-)'r{oc)dx. 


CHAPITRE  Mil. 

REMARQUES  SUR  LES  LMEGRALES  DÉFÎMES. 
Kenversemeut  des  limites. 

î».  En  supposant  ç' (jr)  =  /■(»•),  nous  avons  irouvé  (») 
la  formule  de  définition  : 

/'f{x)dx  =  .{b)-v(ay  (1) 

Il  en  résulte 

Ô9 
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e(,  par  conséquent, 

/"  f{x)  dx  =  — /*  f(x)  dx.  (2) 

Ainsi,  quand  on  intervertit  l'ordre  des  limites  d'une  intt-  - 
grale  définie,  on  doit,  en  même  temps,  dianfjer  le  signe  du 
résultat. 

80.  Cette  règle  est  surtout  utile  dans  les  changements 
de  variables.  Soit,  par  exemple, 

/*  2"   sin  xdx 


1  -+-  COS"  X 


Si,   pour  rendre  algébrique  la  différentielle,  on  \u)>f 
COS  x  =  z  (*),  il  vient 


^^    dz 


I  ^  z- 

ou,  par  ce  qui  vient  d'être  démontré, 

dz  T. 

\'\-  z^^  4 


=/ 


Partag-e  d'une  intégrale. 

81.  a  étant  une  quantité  intermédiaire  entre  les  limiii 
fl ,  6 .  on  a 

/7-(x)(/x=y(a)  — .(a), 

/•V(x)r/x=.(6)-.H; 

iloù,  |nîr  iitidilion, 

/7(x)  (/.r -^/"/(.r)  rfx  =/7(.r)  r/x. 


(*)  Cptie  Iransformalion.  omplovoe  pour  faire  uuo  application  «le  I;» 
règle,  nVsl  pas  nécessaire  :  il  est  visible  que  riulcgraie  gcncrale  esi 
—  arc  tg  (cos  x)  -h  C. 
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De  même, 

f    f  {x)  dx  -\-  f  '  f(x)  (Ix  -^  I  f{x)  dx  =  f  f'(x)  dx; 

Il  L^;  ,i  II 

et  îiinsi  de  suite.  On  peut  donc  décomposer  wie  intégrale 
définie  en  deux  ou  plusieurs  autres  intégrales,  dont  chacune 
commence  où  la  précédente  finit. 

H9.  Entre  aulres  iipplicalions  de  ce  tliéoi-ème ,  nous 
signalerons  celle  qui  a  i)our  objet  de  resserrer  les  limites 
données  :  si  Ton  peut  disposer  des  quantités  a,  j3,  y,  ...,  a, 
de  manière  que  chacune  des  intéiirales 

a  ce  / 

soit  nulle,  on  aura,  simplement, 

f''f{x)dx=/"'f{x)dx. 

a  /X 

83.  Exemple  : 

A  ^  f'       *  cos^  X  1  (1  -H  cos"  j)  dx , 

II 

n  étant  un  nombre  entier. 
Si  Ton  décompose  A  en 

n  3-  (2n-l)/T  2n.T 

chacune  des  2n  premières  intégrales  est  nulle,  parce  que 
les  éléments  en  sont,  deux  à  deux,  égaux  et  de  signes  con- 
traires (*).  Donc 

A  =J"       "  cos^  X  I  (I  -+-  cos-  x)  dx. 

Soit  maintenant  x  =  ^n--hz  :  les  limites  de  l'intégrale 

(*)  En  efîet,  pour  deux  valeurs  de  x  également  éloignées  de  (A- —  1)  ^ 
Cl  de  AîT,  ces' a;  a  des  valeurs  égales  el  de  signes  contraires,  tandis  (jue 
1  (I  -H  cos*  or)  a  des  valeurs  égales. 
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relative  à  z  sont  0  et  —  ;  en  sorte  que  la  formule  précédente 
devient 

■r 

A  = /"*  cos^z  1  (1  -+-  cos'z)  dz; 

0 

ou ,  ee  qui  est  équivalent ,  les  limites  étant  indépendantes 
de  la  variable, 

A  =y"^  ces' X 1  (  I -+- cos*  x)  (/x. 

u 

Telle  est  la  forme  à  laquelle  se  r(''(luit  l'intégrale  pro- 
posée (*). 

Intégrales  InfliileN  on   indéterminéex. 

84.  L'équation  fondamentale 

/V(x)r/x=?(6)-?(a)  (1) 

suppose  la  fonction  f{x)  finie  et  continue  depuis  x  =  a  jus- 
qu'à x^b.  De  plus,  quand  nous  l'avons  démontrée  (3,  4), 
nous  avons  admis,  tacitement,  que  les  limites  a,  b  étaient 
fiiiies.  Cette  seconde  liypotlièse  peut  être  écartée;  et,  pourvu 
que  f(x)  ne  devienne  pas  infinie  entre  x  =  a  eix^^b, 
V équation  (1)  définit,  dans  tous  les  cas,  l'expression 

ff{x)dxn- 

Dès  lors,  si  l'intéf/ralc  r/énérale,  z,  {\)  -h  C.  devient  infinie 

(*)  On  trouve  aisomenl 

A  =  —  -  -+-  -  l  1 1  (  I  -+-  l   2). 
!)        .) 

(*•)  CoppiuiaiU.  si  l'inU'grale  générale  devient  discontinue,  mais  non 
infinie,  pour  a"  =  a  ,  l'égalité  (1  j  ne  sullil  plus  :  on  la  remplace  |uir 

/•* 

/     /■(a-)rfj  =  r  (6)— 'i"i  f  (û-t- 0. 

•  éiaul  une  (juantilé  positive,  inCniment  petite.  La  même  remaniuc  s'ap- 
plique au  cas  où  la  fonction  f(.t)  serait  discontinue  pour  .r  =  6. 
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OH  indéterminée  pour  x  =  a  ou  pour  x  =  l),  //  en  sera  de 
même,  ordinairement,  pour  Vinté(jrale  définie. 
85.  Exemples  : 

/^'  dx 
—  =  l(l)-I(0)=  +  «; 

0 

2"  y"  eV/x  =  [e']"  =  H-  oc  ; 

0 

0°  I    cos  xdx  =  sin  (w  )  : 

u 

rintégrale  est  indéterminée. 

8«.  Remarquer.  —  I.  Le  dernier  cas  se  présente  toutes 

les  fois  que,  l'une  des  limiles  élanlinfmie,  la  fonction  f{x) 

est  périodique,  et,  alternativement,  positive  et  négative.  En 

effet,  l'intégrale  définie  peut  alors  être  assimilée  à  une  série 

indéterminée.  (Alg.,  ».) 

Soit,  par  exemple, 

^    ,  sin^x 


1  (1  -f-  sin^  x) 

probablement,  la  fonction  cp  (x)  sera  toujours  inconnue. 
Néanmoins,  si  l'on  prend  d'abord  6  =  2n7:-i-a,  et  que 
l'on  fasse 


»2mt+û; 


1  (1  -f-  sm'  x)  ,J         I  (1  -t-  sm  x) 

{k-i)7r  inr 

on  a 

f  (6)  —  a  (0)  =  «I  +  ?/2  -4-  «5  -<-  •••  -4-  î'-:™  -+-  Rsn* 

Or, 

«1  =  —  «2  =  -t-  «3  =  —  Mi  =  •••  =  —  «2, ; 

donc 

sin^x 


9{b)-?{0)=f"' 


tnr 


1(1-+-  sin"^  x) 


dx. 


(*)  La  fraction . ,  ""'  '„  ,  prend  la  forme  l  quand  sin  a;= 0.  Mais ,  comme 

\  '  l(l+sinSi)  '  "    '  -fi- 

la vraie  valeur  est  zéro,  aucun  des  éléments  de  l'intégrale  n'est  infini. 


614  CALCUL  INTÉGRAL. 

OU  (83) 


,(/.)-,(0)=/ ^^dx. 

,J    1(1-+-  sin  x) 


Si  maintenant  on  l'ait  croître  n  indéfiniment,  en  laissant  a 
variable  (mais  compris  entre  0  et  2~),  on  conclut,  de  la 
dernière  égalité,  f|uc  o  (x)  —  9(0)  <?>.7  finie  et  indéter- 
minée. 

II.  5/  la  fonction  ©(x)  devient  infinie  pour  x^a  et  pour 
x  =  b,  l'intégrale  peut  être  indéterminée.  Soient 

f[^x)  =  e^*x,     a  =  —  X,     6^-+-x: 


/é^'xdx  =    -  e""'       ^  »  — 
L2     J_ 


Intégrale  d'une  différentielle  dlMeontinne. 

Sî.  Si  la  fonction  /"(j)  devient  infinie  ou  seulement  dis- 
continue j)Our  une  valeur  a  de  x,  comprise  entre  les  limites 
a,  6,  les  théorèmes  des  n*"  (3)  et  (.j)  doivent  être  modifiés. 
Il  est  clair,  en  effet,  qu'un  terme  de  la  quantité 

devenant  infini,  l'égalité 

f'  f[x)  dx  =  /j'»i2  /"(^)  -^-^ 

n'a  pins  de  sens.  Pour  définir  le  |)remier  numbre,  on  sup- 
pose, comme  nous  l'avons  déjà  dit  (84,  note)  : 

J^f{x)dx  =  limf'~'f{x)dx,  (3) 

o  a 

f''f{x)dx  =  limf''f[x)dx;  (4) 

£,  >î  désignant,  suivant  l'usage,  des  quantités  positives,  infi- 
niment petites;  puis,  comme  ci-dessus  (81)  : 
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ff{x)  dx  =/7(^)  dx  -^/"[{x)  dx  C).  (5) 

a  a  iX 

-+'  dx 


88.  Exemples. 


_i.    ^=f^•'!l. 


La  fonction  -  devenant  infinie  pour  x  =  0,  il  y  a  lieu 
d'écrire 

/^°  dx       p-^^  dx       ,       p-^dx      ,       /^+*dx 
A=/ \- 1       — =:/<îh/ \- lim  1 

J  X       J  X  J  X  J  X 

=  lim  [I .  (—  f)  —  1  (—  d  )]  -4-  /<■?»  [(1  )  —  1  (;,)] 
=  //m[l(f)  — l(v)]  =  /«ml.(-j. 

Mais,  comme  les  quantités  £,  J?  sont  indépendantes  l'une  de 
l'autre,  la  fraction  -  peut  avoir  une  grandeur  quelconque; 
et,  on  conséquence,  l'intcgrale  A  est  indéterminée. 


„  /^-    dx  /^'     dx  /^-    dx 

^J    {x  —  \fj    {x  —  ifj    {x  —  lf 

0  0  1 

f'*~^dx  ,.      r"-     dx 

=  lim  I -+-  lim  I  - 

/     (x  —  \f  J    (X  — 1)- 

0  l+vi 

=  lim \    -f-  lim    —  1— -==  —  2-t-  lim  ( 


l'intégrale  est  encore  indéterminée  (''*). 

(*)  Presque  toujours ,  on  peut  se  dispenser  d'avoir  égard  aux  équations 
de  dcfinition  (5),  (4)  :  sauf  le  cas,  très-rare,  où  la  fonction  f{x)  serait 
discontinue,  mais  non  infinie, pou7-\-=x,  les  notions  précédentes  sufBsent, 

(**)  Si  l'on  écrit,  conformément  à  l'indication  donnée  dans  la  note  pré- 
cédente, 

I)  1  " 

on  a,  tout  de  suite, 
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II- 

INTÉGRALES  MULTIPLES. 


CHAPITRE   IX. 

PKÉLIMINAIRES. 
Des  intégrales  doubles. 

8».  De  l'égalité 

rfF       , 

nous  avons  conclu  (1) 

F  (x)  =fl\x)  dx. 

Soit  maintenant  une  quantité  U,  fonction  de  deux  vai  ia- 
hles  indépendantes  x,  y,  à  déterminer  par  la  condition 

uydx 


Il  en  résulte,  premièrement 
dV 


puis 

V=fdy/f{x,ij)dx.  (^2) 

Le  second  membre  de  cette  égalité  (2)  est  une  intégrale 
double.  Elle  est  définie  ou  indéfinie,  selon  que  les  limites 
des  intégrations  sont  ou  ne  sont  pas  assignées  :  pour  le 
moment,  nous  nous  occuperons  seulement  des  intégrales 
indéfinies. 
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»0.  D'après  la  manière  dont  la  formule  (2)  a  été  obte- 
nue, les  opérations  à  enccfiier  pour  trouver  U  sont  celles- 
ci  :  1°  on  intègre,  par  rapport  à  x,  l(x,  y)  dx,  en  regar- 
dant la  variable  y  comme  une  constante;  2°  V  étant  le 
résultat  de  la  première  intégration,  on  intègre,  par  rap- 
port à  y,  Vdy. 

»l.  Soit,  par  exemple, 

Alors 

V  = /"(ix'  —  Gx'y  ■+-  ôî/')  dx  =  x*  —  ^x^y  -f-  ôxy^; 

puis 

U  =  /  {x*  —  'ûx^y  -+-  ôxy^)  dy  =  x^y  —  xfy'^  -\-  xy^  (*). 

98.  Remarques.  —  I.  A  cause  du  théorème  exprimé  par 
I  égalité 


dydx       dxdy 
on  a 

U  =fdyff{x ,  y)  dx  =fdx  ff{x ,  y)  dy.  (3) 

Ainsi,  l'expression  d'une  intégrale  double  n'est  pas  altérée, 
quand  on  intervertit  l'ordre  des  intégrations  (**). 

II.  Dans  l'exemple  ci-dessus,  on  aurait  pu  employer  la 

formule 

U  =  Cdx  r{kxf  —  Gx^y  -+-  5^')  dy\ 

et  l'on  aurait  trouvé 

U  ^n^x'y  —  3x^^*  -+-  y^)  dx  ^=  x*y  —  x^^^  -+-  xy'^. 

III.  Si  l'ordre  des  intégrations  n'est  pas  encore  fixé,  on 

écrit 

\]=fff{x,y)dxdy. 

(*)  Cette  valeur  de  U  est  une  intégrale  particulière  :  on  verra,  ci- 
après,  comment  elle  doit  être  complétée. 

(**)  Dans  le  cas  des  intégrales  définies,  cet  énoncé  est  soumis  à  cer- 
taines restrictions. 
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FonctioDH  arbKraireii. 

»3.  Le  raisonnement  employé  à  loecasion  des  intégrales 
simples  (2)  prouve  que  : 

5/,  par  un  procédé  quelconque,  on  a  trouié  une  fonction 
F  (x,  y)  satisfaisant  à  la  condition 

dijdx 

la  fonction  la  plus  générale,  jouissant  de  la  même  propriété, 
est  donnée  par  la  formule 

U  =  F(x,y)-^.(x)+Y(y),  (4) 

dans  laquelle  (p  et^f  désignent  des  fonctions  arbitraires  (*). 
B4.  Application.  —  En  supposant 

d-[^ 

-T-r  =  ^^'  —  Cx-(/  -4-  ôij-, 
dydx 

nous  avons  trouvé  (9t) 

F  (x,  ?/)  =  x'u  —  x'y-  -t-  rf. 

(*)  Pour  ne  laisser  aucun  doule  dans  l'esprit  du  lecteur,  nous  ajoute- 
rons la  démonstration  suivante. 
Soit 

U  =  F(r.!/)H-R, 

R  étant  une  quantité  inconnue.  A  cause  de 

= =  f{^,y), 

dijilx      dydx 
on  a 

d^R 

dydx 

La  dérivée  de  —,  relative  à  y.  étant  nulle,  il  s'ensuit  que  j^est  une 
quantité  indépendante  de  y  : 

d\\ 

Donc 


dx 


R  =  P  (x)  -4-  Y  {y). 
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La  vak'ur  la  plus  générale  de  U  est  donc 
x*i/  —  x'^if  -t-  xy^  -4-  y  (x)  -+-  Y  (y). 

»5.  Remarque.  —  II  ne  servirait  à  rien  de  prendre, 

pour  eomplémeni  de  l'intégrale,  cp  (a;) -f- ^  (/y) -h  C  :  la 
conslantc  arbitraire  C  peut  être  supposée  contenue,  soit 
dans  9  (x),  soit  dans  ^  (?/). 

Intégrale»»  triples,  quadruples,  etc. 

06.  Les  nolions  précédentes  peuvent,  évidemment,  être 
étendues  au  cas  où  le  nombre  des  variables  indépendantes 
s'élève  à  trois,  quatre,  ...  Par  exemple, s/ 

S^  =  ^^"''^'^^  = 

\°  La  fonction  U  est  égale  à  l'intégrale  triple 

fdzfihjfj\x,  2/,  z)  dx  =jyy^f{^,y^  z)  dxdydz, 

que  l'on  peut  former  de  six  manières  différentes; 

2°  F(x,y,  z)  étant  une  valeur  particulière  de  U,  on  «, 
qénéralementj 

U  =  F  (X,  y,  c)  -t-  V  (//,  z)  -\-  Y  [z,x)  -t-  jz  (x,  y). 

»■?.  Application.  —  Soit 

f{x ,  y,  z)  =  CCS  x  -4-  ces  y  -f-  ces  z. 

On  peut  prendre 

ff{x,  î/,  c)  (Zx  =  sin  X  -+-  X  ces  y  -+-  X  ces  z , 
/}ly  f'f{x,y,z)dx= y  sinx-^xsin  y -^xycosz, 
rdz/}lyff{x,y,z)dx=F{x,y,z)=yzsinx-i-zxsiny-i'Xys'mz; 

donc 

U  =  î/ssinx-4-zxsin?/-+-xî/sinz-4-^(î/,  c)-+-  m  (z,  x) -+- ct (x ,  y) , 

les  fonctions  (f,W,u  étant  arbitraires. 


«20  CALCUL  INTÉGRAL. 

CHAPITRE  X. 

INTÉGRALES  DÉFLNIES  DOUBLES. 

»8.  Reprenons  encore  la  formule 

\}=fdyff{x,y)dx,  {->) 

mais  en  supposant  que  chacune  des  intégrales  simples  soit 
définie;  et,  pour  plus  de  simplicité,  admettons,  en  outre, 
<|ue  les  limites  des  intégrations  soient  jr-=0,  x=u,  y=0, 
//=6,  a  et  b  étant  des  constantes  (*).  S'il  en  est  ainsi,  l'in- 
tégrcde  définie  simple,  f  f  (x,  y)  dx,  est  indépendanic  do  \  : 

'n 

elle  se  réduit  à  une  fonction  de  y.  En  désignant  par  \  cette 
fonction,  on  a  doue 

0 

quantité  indépendante  de  x  et  de  y. 

»».  Remarque.  —  Si  la  fonction  /"(x,  y)  est  décompo- 
sable  en  /",  (x)  .  f.^  (y),  la  quantité  U  devient 

0  ô 

ou  plutôt 

f''M)^iyxrf[x)dx. 

0  0 

Ainsi,  dans  ce  cas,  l'intégrale  duid)le,  f  f  f  (  x,  y)  dxdy,  est 
égale  au  produit  de  deux  intégrales  simples  (**). 

(')  On  verra,  plus  loin,  comment  on  Iraile  le  cas  où  l'intcgrale  double 
doit  être  étendue  à  toutes  les  valeurs  de  x  et  de  y  satisfaisant  a  unr 
inégalité  donnée. 

(**)  Poisson  a  fait  un  lioureux  usa^'o  de  ooUe  remarque  pour  Jelerminer 
l'intégrale  /    e  ^*d.r ,  dont  la  valeur  est  5  I^t. 
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■ntcrprétadon  séomctrlque. 


100.  Théorème.  —  L'intégrale  f  d\J^'f(x,  y)  dx  repré- 

0  '  0 

sente  le  volume  v  du  corps  limite  par  les  trois  plans  coor- 
donnés et  par  les  siirfaces  dont  les  équations  sont 


Soil  CDEF  la  dernière  surface;  soient  AEFG,  BDF(i  les 
plans  représentés  par  x=^a,  y^b.  Soit  enfin  MNRP  la 
section  déterminée  par 

y  =  OR  =  const 
l/intégrale^YC'^"'  y)  c/x  représente  l'aire  de  cette  section  (4). 

0 

D'ailleurs,  si  l'on  représente  par  v  le  volume  du  corps  dont 
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il  sagit.  et  que  Ton  répète  mot  à  mot  la  démonstration 
donnée  au  n°  cité,  on  a 

dv 

— -=a<>eMNRP; 

".y 

ou,  ce  qui  est  équivalent, 

V  =/>LNRP)  (hj  =f"chjff[x,y)  dx  (*). 


CHAPITRE  XI. 

TRANSFORMATION  DES  VARIABLES  DANS  LES  INTÉGRALES 
DOUBLES. 


■01.  Lorsque,  pour  calculer  une  intégrale  simple 

\}=ff[x)dx, 

on  veut  remplacer  la  variable  x  par  une  nouvelle  variable  u, 
déterminée  par  l'équation  .r  =  (p(u),  le  problème,  comme 
nous  l'avons  monlré  (14),  ne  présente  aucune  diiricidlé  : 
on  a 

On  va  voir  (|n"il  n'en  est  plus  de  même  dans  le  cas  des 

intégrales  multiples. 

Considérons,   pour  jihis   de   simplicité,    une   intégrale 

double 

^=fdyff{x,!l)dx;  (I) 

(*)  Au  nioyoïi  de  cette  considération  géométrique,  on  peut  prouver. 
direclemcnt,  i'éciuatiun  foinlamenlaie -'^^— V-  Voir,  pour  ccUe  iuRC- 
nieuse  denionstratiou,  le  Comptiidium  der  hùheren  Analysis,  de  M.Schlo- 
milcli  (p.  7:2). 
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<'t  supposons  que  l'on  veuille  substituer,  à  x,  y,  de  nou- 
velles variables  u,  v,  liées  aux  |iremièrcs  par  les  équations 


x  =  'An,v),     »/  =  M(?A,i;). 


(2) 


On  se  tromperait  étraiigenuMii  si,  après  avoir  remplacé 
./•  et  y  par  leurs  valeurs  dans  f(x,  //),  on  faisait 

dxdii  =    — -  du  -^  —-dv]  \—-  du  -\--—dv\. 
\du  dv      I  \du  dv      J 

En  edet ,  la  nouvelle  différentielle,  au  lieu  d'avoir  la 
(orme  F  (?<,  v)  dndv,  aurait  celle-ci  : 

Adu^  -+-  Bdudv  -+-  Cdv^. 

Il  est  facile  de  comprendre  la  raison  de  cette  anomalie 
apparente.  Quand  on  inlcirre  f(x,y)dx,  on  suppose 
y  =  coiist  (90);  donc  l'on  doit  prendre,  simultanément , 

f/y  d'^   ,  dr  dr 

dx  =  -^du  -^ ai; ,      0  =  — -  du  -+-  -r-  dv  ; 

du  dv  du  dv 

ou,  en  éliminant  l'iuie  des  nouvelles  différentielles,  dv,  par 

exemple  :  *  _ 

d'Y 

ds       d-f  du 

du       dv  d'\ 

dv 

L'intégrale  proposée  devient,  par  cette  première  transfor- 
mation, 


-1 TT".    ^"  C)î 


dx  = 


du. 


d'\' 

du 

df  du 
dv  d'i' 

Ih 

(*)  Il  esl  sous-entendu  que  f{x,  y)  doit  être  remplacée  par  sa  valeur  en 
l'onction  de  m  et  de  y. 
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OU,  si  l'o/i  imervcriit  rorclre  des  inlégrations, 

r/v       d;  d7i 

(lu       dv  rf'i 

di^ 


d;j. 


(3) 


Dans  cette  formule,  l'intégration  relative  à  //  suppose 
'fi  =  const;  donc,  pour  éliminer  la  variable  y,  on  doit  faire 

di 
On  a  ainsi  l'expression  demandée  : 

(huis   laquelle  x  ci  y  doivent  être  remplacées  par  leurs 
valeurs  (2). 

108.  La  comparaison  des  formules  (1),  (4)  conduit  :i 
cette  règle:  Étant  proposée  l'intégrale  double  /y((\,\)  d\d\  : 
si  l'on  veut  transformer  les  variables  x,  y  en  de  nouvelles 
variables  u  ,  v,  on  doit  faire 

(dx  dii       dTdii\ 

.%ppllcation!ii. 

I03.  Si,  oc,  >/  étant  des  coordonnées  rectangulaires,  u,  r 

sont  des  coordonnées  polaires,  les  formules  (2)  se  réilui- 

seni  à 

X  ^=u  ces  V,     y  =  V  si  11  r. 

(*)  Nous  ne  pouvons,  dans  un  ouvraj^e  de  la  nature  de  celui-ci,  in.li- 
quer  les  formules  reialivos  au  cas  de  trois,  (juatre,  ...  7i  variables  :  le  lec- 
teur les  trouvera,  soit  dans  le  Calcul  intégral  de  M.  l'abbé  Moigno,  soit 
dans  II-  tome  XIV  des  Mevioircs  couronnes  par  r  Académie  de  Bruxelles. 
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On  lire,  de  celle-ci, 

dx  dy       dx  dy 


puis 


du  dv       dv  du 


U  =^  ff  (U^  cos  r,  \i  siu  V)  iidudv; 


comme  nous  le  vérilicrons  biciuùt  (*). 
104.  Soient  encore 

X  =  z<  (  1  —  »;) ,    y  =  uv  ; 

tiansformalion  eni|)lo\ée  par  Jacohi.  Il  en  résulte,  comme 
dans  Texempie  précédent, 

dxdy  =  iidudv. 


MlJCfffice. 


Au  moyen  des  équations 
a;*  y- 


u^  —  ir        Ir  —  u-        t"  —  u' 

x'  y-  z- 


ir  —  t'-        Ir  —  f-        c^  - 

x'-  ir  z^ 

a  —  IV       h  —  w       v  —  te 

calculer  dxdydz. 

(')  De  (lxcly=^ududi\  on  coiiclul,  par  l'intégration, 

1 

i/Jx  =  -  u'-dv, 


I  ]jdx  =  -   I  udi 


ponrvu  que  los  limites  soient  convenablement  clélerminées. 
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III. 

APPLICATIONS  GÉOMÉTRIQUES. 


CHAPITRE  XII. 

QUADRATURE  DES  COURBES  PLANES. 
Préliminaires» 

105.  On  a  déjà  vu  (4)  en  quoi  elle  consiste,  du  moins 
quand  la  courbe  est  rapportée  à  des  coordonnées  reclancu- 
laires.  Avant  de  passer  à  de  nou- 
velles applications,  nous  ferons  les 
remarques  suivantes  : 

1°  La  diirérenfielle  ;jdx  a  If 
même  signe  que  //.  Par  consé- 
quent, si  la  courbe  coupe  Taxe  des 

abscisses  aux  points  B,  D,  F 

rinléiirale 


y    ydx  =  aire  OAR  —  aire  BCD 


DLF 


L*a|)plication  de  la  formule  des  (|uadratures  peut  donc  con- 
duire à  un  résultat  négatif  ou  nul;  et,  |)ar  suite,  à  peu  près 
illusoire.  Du  reste,  si  b,  d ,  f, ...  icprésentent  les  distances 
OB,  OD,  OF,  ...  les  aires  OAB,  BCD,  DEF,  ...  sont  don- 
nées par  les  intégrales  : 

-t-  /     1/(1  X,     — /     .'/'/••'■>      "+"  /"  .'/''■'':• 
\i  'h  d 

etc. 


Û       £ 


p— X 


pour  équation 


QUADRATURE  DES  COURRES  PLAINES.  027 

!2"  Lairc  de  la  figure  limitée  par  deux  ordonnées  AB, 
„  MP,  et  par  deux  courbes  AM,  A,^I,,  se 

5  M. 

calcule  au  moyeu  de  la  formule 

ô"  Si  une  courbe  fermée,  convexe,  a 

f{x,y)  =  0,  (I) 

Taire  de  cette  courbe  est 
donnée  par  la  formule 

A=:/"(!/.-.V.)^/x,(2) 

dans  laquelle  y, ,  y.,  re- 
présentent les  deux  va- 
leurs réelles  de  y  qui  cor- 
0  c  p  f  respondenl  à  une  même 

valeur  de  a;;'ct  x,,  x.,  le  minimum  et  le  maximum  des 
valeurs  que  l'on  peut  attribuer  à  x.  Ces  limites  Xi,  x.2  sont 
fcléterminées  par  l'équation  (1),  jointe  à 

df 


^iU 


=or) 


(ô) 


Applications. 

106.  I.  Calculer  l'aire  de  l'ellipse  représentée  par 
X'  —  xy  -¥-  y-  —  X  —  y  —  2  =  0. 


(*)  D'après  la  formule 


dx 


dx 

'df 

dij 


réqualion  (5)  exprime  qu'aux  points  A,  B,  la  langente  est  [arallèle  à  l'axe 
des  ordonnées. 
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On  tire,  de  celte  équation, 

a:  -4-  1        1  ,  / ; 

y = —^  =^  ô  ^-  ^  ("^  -  ^-f  -  ^) , 

2/i  —  3/2  =  ^ —  5  {^*  —  2x  —  5). 

Les  limites  ac, ,  Xg  sont  les  valeurs  de  x  qui  aniiuktii  !•• 
radical;  savoir 

X,  =  —  1,     Xi=  -+-  3; 

en  sorte  qu'il  est  inutile  de  former  léquaiion  (ô).  La  lor- 
mule  (2)  devient 

A  =  1^5  y  ^'  dx  1/4  — (x— 1)1 
-1 

L'iinégrale  indéfinie  est  (34)  : 

1  . X  —  \ 

-(x  —  1)1/4  —  (x  —  1)H-  !2  arc  sin h  C; 

(If)iic,  le  radical  s'annuiant  aux  deux  limites  : 

A  =  2\/5  [arc  sin  (1)  —  arc  sin  ( —  1)]; 
ou 

A  =  2-1/ 5. 

107.   II.  Calcidcr  l'airv  de  l'ellipse  représentée  par 


y  =  (tx  -+-  h  d=  m  l    (x  —  x,)  (x»  —  x). 
D'après  la  formule  (2), 


A  =  "Im  I     dx  V  (x  —  X,)  (x,  —  x). 
j  < 

Pour  trouver  cette  intégrale,  nous  eni|)loioi()ns  la  iraMN- 
formalion  connue  (3.»,  111)  : 

X   X|  Xa  —  X, 

sin*  y  ces*  5> 
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li  Cil  résulte  : 

X  =  X,  cos^  ?  -+-  ^2  sin'^  9,    dx  =  (x^  —  Xj)  sin  ^jdf  ; 

puis 

A  =  m  (x2  —  Xif  f  '  sin'*  2p .  df 

0 

m 


=  —  (j-2  —  Xif  f  '  (I  —  cos  4=)  df, 

2  n 


c'esl-à-dire 


4    ^  ' 


On  peut  vérifier  ce  résultat  en  calculant  les  demi-axes 
(le  Tellipse,  et  en  appliquant  ensuite  la  formule  démontrée 
dans  le  paragraphe  suivant. 

Quadrature  de  l'ellipse. 

108.  L'éqdation 


donne 


'■>       a 


fi 


b 


ydx  =  -  fdx  V^a'  —  x^  (4) 

La  seconde  intégrale  représente  Taire  de  la  partie  du 
cercle  dont  le  rayon  est  a,  correspondant  à  la  partie  consi- 
dérée de  Tellipse  :  ces  deux  figures  sont  comprises  entre 
les  mêmes  parallèles  à  l'axe  des  ordonnées.  D'après  l'éga- 
lité (4),  ces  aires  sont  dans  le  rapport  -.  Cette  conclusion 
est  évidente  par  la  Géométrie.  En  particulier,  si  l'on  appelle 
E  l'aire  de  l'ellipse  entière, 

h  =  770  .  —  =  ~(ib. 
a 
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lO».  Remarques.  —  I.  Daprùs  la  dernière  formule, 
raire  de  l'ellipse  est  la  tuoijenne  fjéotnétrique  entre  les  aires 
des  cercles  décrits  sur  les  axes,  pris  comme  diamètres.  Si 
Ton  considère  la  podaire  de  l'ellipse,  relativement  au  centre, 
il  est  facile  de  prouver  que  Vaire  de  cette  courbe  est  la 
moyenne  arithmétique  entre  les  aires  des  deux  mêmes  cercles. 

En  effet,  rèqualion  de  la  podaire  étant 

a-x-  -f-  l'y-  =  (x-  -+-  ?/-)-, 
ou 

îâ  =  a'  cos"  ce  -I-  6'  sin-  ce,  (5) 

011  a 

0  0 

ou  bien 

II.  Si,  avec  l'équation  (o),  on  prend  celle-ci  : 

a-b' 

V-  =- z 7T— r-' 

«■  COS"  u  -+-  b-  sm"  X 

qui  représente  l'ellipse  donnée  (après  un  quart  de  révolu- 
tion), on  a 

iiv  =  ub. 

Ainsi,  la  podaire  d'une  ellipse,  relativement  au  centre, 
est  une  transformée,  par  rayons  recteurs  réciproques,  de  la 
même  ellipse,  après  que  celle-ci  a  fait  un  quart  de  révo- 
lution. 

Quadrature  de  la   parabole. 

110.  De  t/*  =  2/>x, 

on  tire 

AMP 


ydx  =  ~\''2p.x'=^xy. 
.)  o 
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Mais,  si  M  S  est  la  lan- 
genie,  on  a 

PS  =  2x ,     a  ire  PMS  =  xij  ; 

(Jonc 


AMP  =  - SMP, 
5 


et 


MAM  =^MSM'. 

ô 

Ainsi,  le  segment  parabolique  MAM'  est  les  deux  tiers  du 
triangle  formé  par  la  corde  MM'  et  les  tangentes  à  ses 
extrémités  (*). 

Quadrature  de  l'hyperbole   équilatcre. 

m.  Prenons  l'équation  de  l'hyperbole  sous  la  forme 
xy  =  \,  et  comptons  les  aires  à  partir 
de  l'ordonnée  AB  du  sommet.  Nous 
aurons 

y'^^  dx 

re  ABPM  =  /     —  =  1  x. 

.7     X 


airi 


Ainsi,  l'aire  déterminée  par  V hyperbole  équilatère,  une 
asymptote,  l'ordonnée  du  sommet  et  une  ordonnée  quel- 
conque, est  égale  au  logarithme  népérien  de  l'abscisse  cor- 
respondant à  cette  seconde  ordonnée  (**).  Cette  propriété 
remarquable  a  fait  donner  autrefois,  aux  logarithmes  népé- 
riens, le  nom  de  logarithmes  hyperboliques  (***). 

(*)  Ce  théorème  se  trouve  dans  les  OEuvres  dtArchimède. 

{'*)  On  ne  doit  pas  oublier  que  les  abscisses  sont  comptées  sur  Tasymp- 
lole,  à  partir  du  centre. 

(***)  La  dénomination  de  logarithmes  népériens  a  été  proposée  par 
Lacroix. 
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119.  Remarques.  —  I.  Si  l'on  nirnc  la  droite  OM ,  on  h 
OAB  -+-  BAMP  =  AOMP  -+-  MOP. 


Mais 


donc 


1       1       I 

aireUOV  =  -x.  -  =  -^=  aire  OAB; 

2x2 


aire  AOM  =  uire  BAMP  =  1 .  x  (*) 


II.  D'après  la  propriété  fondamentale  des  logarithmes, 
si  les  valeurs  de  x  croissent  en  progression  par  quotient, 
les  valeurs  de  A  sont  les  termes  d'une  progression  par 
différence.  Par  exemple,  si  Ton  suppose,  successivement  : 


on  aura 


X  =  e ,     X  =  e*,     X  =  e"',     x  =  e',  .. 


1,     A  =  2,     A  =  3,     A  =  4,...; 


en  sorte  que  l'aire  de  chacun  des  trapèzes  ayant  pour  hnsi- 
deux  ordonnées  consécutives  est  égale  à  1 . 


Quadrature  de   lu  cycloïde. 

113.  On  sait  que  (p.  500),  la  tangente  MT  est  paral- 
lèle à   la   corde  M'A  du  cercle 
décrit  sur  AB  comme  diamèlic. 
"^'    Donc 

dx       DM        DM' 

di/~  XD~ldV 

I 


=  -l    !j{^2a-y), 


dx^djjy 


"2(1  —  y 


(*)  Ce  rosullat  m'a  été  indiqué  par  M.  Petilbois. 


QUADRATURE  DES  COURBES  PLANES.       0", 

La  formule  ordinniro  est 

M>W=f'ydx. 

Kilo  devient,  puisque  //  csl  uiainlennnt  la  variable  indt'i»  ii- 
dante  : 

m^  =f' dijV  ^2ay  —  y\ 

o 

Celte  intégrale  représente  Faire  du  demi-segmenl  circu- 
laire ADM'.  On  a  donc  ce  théorème  : 

aire  AMP  =  aire  ADM'  (*). 

En  particulier, 

I      , 
aire  AEC  ==  aire  AM  B  =  -  tto". 
2 

Kl  comme 

AECB  =  7rn .  2a  =  2~a-, 

il  s'ensuit  que 

1  5 

aire  ACB  =  27ra^ izd-  =  —  -na^. 

9  9 

Pai-  suite,  la  cydoïde  entière  est  équivalente  à  trois  fois  le 
cercle  générateur  (**). 

(*)  On  peut  le  démontrer  sans  faire  usage  du  signe /.  En  eflel,  la  rc- 

laUon 

dx  _  DM' 

dy  ~"  ftîF' 
étant  mise  sous  la  forme 

MP.dj-  =  DM'.d,7, 

il  en  résulte  que  les  éléments  des  aires  AMP,  ADM'  sont  respect! ventent 
égaux;  donc  ces  aires  sont  égaies. 

{*')  On  attribue  à  Galilée  la  découverte  de  celte  propriété  renianiuahie. 
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l'iinploi   ili'.s  coordoiiuéefi  polaire». 

114.  L'élément  de  surface  est  le  irianiile  niixtilifjne 
OMM';  ou,  en  négligeant  une  quantité 
du  deuxième  ordre,  le  secteur  OMP. 
Donc,  amsi  que  nous  l'avons  déjà  dé- 

.%^        montré  (t03.  note), 

Applicutioii.s. 

115.  I.  Soit  relli|)se  représentée  par 

V 
u  = : 

1  —  e  cos  « 

A=-p-/ -.  (6) 

Pour  que  la  diiïérentiellc  devienne  algébrique,  posons  (eo) 


1 


doîi  résultent  : 


dl  1  —  /- 

=  '2  arc  \s  f ,      r/cc  =  ^ ^  ?      cos  k  = -. 

"  1  -+-  t-  1  -+-  ^- 

I  —  e  -+-  (1  -+-  e)  «* 


)  —  e  coï 


A=p^ 


1  ^-  /- 

(1  -H  r-)  (// 


J  [  1  —  e  -+-  (I  -*-  e)  «*]* 
La  Iraclion  se  décompose  en 

1     r I 2e  1 

1  -+-  e Ll  —  c  -+-  (1  -+-  e)  <-  "^  [l  —  e  -+-  (I  -<-e)f-]U' 
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lioiic 

p^       P  dt  ]fe      p  dt 


A 


i-i-ej  \  —  c-i-{\-\-e)e      '  i-^ej  [i  —  e -^- {\ -h  e)  f]' 
Prenons  encore 


^  =  «\/ 

V   1  +  e 


l;i  lormule  précédente  devient 


A  = —  ■  arc  la  a   •  ' 


(1  -+-  e)  1/1  -  e^         "  (i-  e'f  -^  C^ -^  '^'f 

Mais  (81) 

r'    doL  i  4        a 

/ T",  =  -arc  te  a  H -; 

J{\  +  aJ        2  ^  21-t-a*' 

donc,  si  Ton  compte  Taire  à  partir  de  l'axe  focal, 

'jf      r                     ea    "I 
A  =  — r   arctga-+-- -y  (7) 

1  -+-  e 


Pour  w  =  — :      «:=! 


/l  -+-  e 


A  =  -^-^  [arc  tg  \/\^  +  ^e  V/l  -  ri- 
l*<)ur  u  =  n  :     f=-+-ao,     a=-Hco; 


A  = 


{i-é-y^ 


X 


(A'ite  dernière  valeur  doit  égaler-  ab.  Effectivement, 


O""^'    2 


6^  ]/a-  —  b' 

p=—>  e  = ; 

a  a 

donc 


6*      a'       77  7T 

A  =  — —    —  =3  — aO 
o-    h'    2       2 
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II.  Si  l'ellipse  est  rapportée  à  son  centre, 
a'  sin^  w  -+-  b'^  cos'  «' 


^-a'b'f- 
2      y  a 


sin*  ce  -+-  b^  cos^  w 
Nous  avons  trouvé  (««),  pour  valeur  de  cette  intégrale, 

l.-,rclg(ï,g.); 


donc 

A  =  -a6arctg   -tg« 
2                 \6 

Si 

b 
a 

I 

A  :^—  TTub: 
8 

en  sorte  que  le  secteur  considéré  est  le  huitième  de  l'ellipse. 

Des  considérations  géométriques  fort  simples  permettent 

de  vérifier  ce  résultat. 

116.  Remarques.  —  I.  Il  est  facile  d'abréger  les  cal- 
culs précédents.  Sur  le  grand 
axe  AA',  comme  diamètre, 
décrivons  la  demi-circonlV'- 
rence  AB'A';  menons  l'or- 
donnée PMM  ,  le  rayon  vec- 
"'^   teur  F'M   cl   le  rayon  O.M'. 


A'        F  0  p 

Les  coordonnées  rectangulaires  de  M  sont 

OP  =  o  CCS  'f,     PM  =  b  sin  v  [*); 

a  (1  —  e-)  CCS  X 


donc 


F'P 


ae  -4-  a  ces  y  =  m  ces  u  = 


I  —  e  ces  -- 


(*)  L'angle  r  est  ce  (|iie  l'on  appelle,  eu  Astronomie,  anotnalie  excen- 
trique :  w  est  Vanomalic  vraie. 
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OU  (1  —  e-)  cos  w 

e  -+-  cos  «j  =  ^-- (8) 

4  —  e  cos  « 

On  tire,  de  celte  équation  : 

e  -t-  cos  y  .  ,- sin  ç» 

cos  w  = ■>      sin  co  =  V/  1  —  e 


1  -t-  e  cos  y  1  -f-  e  cos  •,. 

4  —  e^  .       ,        (1  —  e'*)  sin  «rf^ 

1  —  ecosco  = 5     smocaoo  =  - ■ — -■ 

i  -h  e  cos  'Y  (1  H-  e  cos  v)* 

rfcc  =  i/^T^r^ — "h — 

1  -H  e  cos  y 
La  l'orniule  (6)  devient 

i 


Si  Ton  compte  les  aires  à  partir  de  FA,  Ton  a  donc 


A  =  aire  F'MA  =  -  cr  V\  —  é-  (w  -+-  e  sin  ç.).         (1 0) 

11.  De  simples  considérations  géométriques  conduisent 
au  même  résultat.  Si  Von  rnultipUe,  par  ~,  les  ordonnées 
fie  tous  les  points  du  contour  F'iM'A,  on  obtient  F'JMA. 
Ainsi 


aire  F'MA  =  aire  F  M'A  ,  -  =  aire  F'MA  l/l  —  e'. 

a 

Or, 

1  I 

(lire  F'MA  =  aire  F'M'O  ■+-  aire  OM'A  =  -  «e .  a  sin  -j  h —  o^t  : 

"2  •        c)      ■  ' 

etc. 

III.  De 

e  -+-  cos  9 


cos  « 


d  -f-  e  cos  ^ 
un  tire 

i  —  cos  w       (1  —  e){i  —  cos  ç,) 

i  -+-  cos  w       (1  -t-  e)  (1  -+-  cos  t) 
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OU 


\  %  /l  — e      1 

2  ^     \  -^-  e      2 


IV.   Enfin,   la  même  valcm'  de  cos  «  donne,  comni» 
équation  de  l'ellipse, 

M  =  «  (1  -+-  e  ces  s). 

JEacefcice», 

I.  Quadrature  de  Thyperbole  rapportée  à  ses  axes. 

II.  Quadrature   de    la  logarithmique  représentée  p;ir 

y^ae".  Quand  x  augmente  indéfiniment,  l'aire  limit«'( 
par  la  courbe  et  les  parties  positives  des  axes  tend-elle 
vers  une  limite? 

III.  Dans  quel  cas  peut-on  évaluer  Taire  A  de  la  couiIm 
doni  l'équation  est 

X*'"  -4-  y-'"  =  1 , 

m.  étant  un  nombre  entier?  Vers  quelle  limite  tend  A, 
(|uand  m  augmente  indéfiniment? 

IV.  Quadratures  de  la  cissoïde  et  de  la  lemuiscale. 

V.  Déduire,  des  propriétés  de  l'ellipse,  les  formule^  : 


r 
r 


ih  1 


Asin-w-i-:2Bsin  x  cos  cc-f-C  cos-x     [/\C—B- 


arcti 


(h  _        1 

Asin'cc— 2Bsini;coscc-i-Ccos-i;     \/AC—]ï''  - 

(U  _ 

A  sin"w-H2B  sin  x  ces  i.-+-C  cos-cc     [/^C—i^- 


I — h  arc 


IS 


li 

' 

-B\ 

1 

l/AC- 
B 

1 

l/AC- 

-\r\ 

RECTIFICATION   DES  COLUIIES  PI.ANES.  HôO 

CFÏAPITRF  MIF. 

RECTIFICATION  DES  COURUES  PLANES. 
Coorilonnérs  rec(Hiisiilnire.<;. 

ii'3'.   A  cause  de  la  fonmile 


(ls  =  f/.r  i/|  -+-  ?/'"\ 
on  a 

.s  =  CdxV  1  -4-  _*/'-. 

Par  conséquent,  une  rectification  ne  tlilTère  pas  essentielle- 
ment d'une  quadrature  :  à  une  constante  près ,  la  lon- 
iiueur  .s  égale  l'aire  de  la  courbe  qui  aurait  pour  équation 


.êpplicatioii.ti. 

lis.  I.  Soit  i'2  =  2p^  l'équation  de  la  parabole.  On  a 

dx       p  ' 
donc  (31) 


/""     .    /  x^       a;  1/  X-  -+-  //'       ;; 

rhy  \-^-= — - — '--^'- 
^      p-       ^p       - 


X  -+-  l///-  -H  X- 


Si  l'on  appelle  A  l'aire  comprise  entre  les  axes,  une  ordon- 
née, et  l'hyperbole  ayant  pour  é(|u;ition 

Y"  ^  X"  ■+-  ]j-, 

{*)  On  suppose,  bien  entendu,  que  les  deux  intégrales  sont  prises  à 
partir  d'une  même  valeur  de  x. 
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on  irouvc 


1        /—, ;       1    a:  -f-  l/x"  -+-  p* 

A  =  -  X  \/  %-  -\-  ir  -\ —  I 

Donc,  eonformémenl  à  la  remarque  précédeiile, 

A  =  ps. 
II.  Prenons  ré(jualion 

x'  -4-  î/"  =  o^. 
Il  en  résiillc 

dij  ==  —  \a^  ■ —  x' )^  X   ^  dx, 

puis 

/"\^  . 
ds  =  I—     ax; 

el ,  par  eonsé(juent,  en  supposant  *•  =  ()  j)()ur  x  =  0  : 

5       ^  1 
s  =^~  [ax'Y. 

La  longueur  d'un  quadraiis  de  la  courbe  est  donc 

l=-an. 


l'ooriioiiiiooN  poltiireN. 

■  I».   On  a  vu,  dans  le  Calcul  di/fcrciiticl  i^lfiH).  iji:e 
rrléinenl  ds  est  donné  par  récjiîalion 

(/a"  =  du'  ■+-  «■</c". 

Si  done,  eonnne  on  le  sup|)Ose  ordinaiicnien!.  '.>  oi  la 
\aiial»le  indépendanle,  on  aura 


»=y,/.v,''-(;-|^)-        (I 


(*J  Li's  formules  do  la  page  507  (.•oiuiiiiseiil  a»  niriuo  résultai 
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AppllcaUonM. 

1*0.  I.  On  arrive  à  un  résiiliat  simple  et  remarquable 
si  Ton  prend  la  spirale  loc/arilftmiqiie,  représentée  par 

u  =  ae~", 

et  si  l'on  cherche  la  longueur  de  l'arc  compris  entre  le  pôle 
et  le  point  situé  à  la  distance  a  du  pôle  :  cet  are  est  com- 
posé d'une  infinité  de  spires  (*).  Comme 

du 
au 

la  formule  (1)  devient 

0 

ou,  à  cause  de 

ye-"(/co  =  — e-"-t-  C  : 

s  =  al/2. 

Ainsi,  Varc  dont  il  s'agit  est  équivalent  à  la  diagonale  du 
carré  construit  sur  a  comme  côté  (**). 

11,  Soit  encore  la  spirale  d'Archimède,  dont  l'équation 

est 

u  =  a«. 

Il  en  résulte,  si  l'on  prend  u  pour  variable  indépen- 
dante : 


=  /     du\/i-^^-^- 


(*)  En  effet,  le  pôle  est  un  point  asymplolique,  délerminé  par  «=-i-ao  . 

(**)  Si  l'on  cherche  les  longueurs  des  spires  successives,  ou  trouve 
qu'elles  forment  une  progression  par  quotient,  ayant  pour  premier  terme 
«1/2(^1  — e-«),  et  dont  la  raison  est  e^*.  Couséquemnient ,  la  somme 
des  longueurs  des  a  premières  spires  a  pour  limite  a  y  2. 

41 
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Cette  intégrale  ne  diffère  pas  de  celle  qui  donne  la  lon- 
gueur /  de  la  parabole  ayant  pour  équation  ./-=:2a?/(ll3). 
Donc,  en  supposant  x  =  u,  on  aura  l  =  s.  En  d'auires 
termes  : 

Si  l'on  construit  la  spirale  d'Archimède  et  la  parabole 
respectivement  représentées  par 

te  =  aco ,     a;^  =  Sa?/  ; 

que  l'on  prenne,  sur  la  première  courbe,  un  point  quel- 
conque M ,  puis,  sur  la  seconde,  le  point  M'  dont  l'abscisse 
égale  le  rayon  vecteur  de  M  ;  les  arcs  OM,  OM',  comptés  à 
partir  de  l'origine,  ont  même  longueur  (*). 

Ejcerciccs. 

I.  Si,  dans  l'équation  ordinaire  de  l'ellipse,  on  suppose 


b  =^  a  \/ \  —  e'^,     X  :^  o  sin  -V ,    y  ^^b  ces  v , 
on  trouve  que  la  longueur  d'un  (|uadrans  de  la  courbe  est 


s  =  uf  ■  d-^V'\  —  e"^  sin''^  ^. 

Développer  en  série  cette  intégrale  elliptique  (**). 

II.  Rectifications  de  la  cbainette  et  de  la  cissoïde  (***). 

III.  Théorème.  —  Si  l'on  considère  les  courbes  représen- 
tées par 

I      2   \! 
w  =  a  I  ces  -  w  I  ,      u  =  a  (ces  2«)    % 

la  longueur  totale  de  la  première  est  égale  à  six  fois  la  dif- 
férence entre  l'arc  injini  de  la  seconde  et  son  asymptote, 
l'origine  commune  étant  sur  /  a.rt'  polaire.      (^^'.  IIoberts.) 

(*)    M.  Mansion  aUrilme  oeUe  romar(iue  à  Rolterval. 
("*)    Voir  ci-dessus  (58»). 
(*•  *)  Pages  480,487. 
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CHAPITRE  XIV. 

VOLUMES  ET  AIRES  DES  CORPS  DE  RÉVOLUTION. 
TolumcM. 

i»l.  Soit  y  =  f(x)  l'é(|iia(ioii  (runc  courbe  AB.  Si  l'on 
coiisidèic  le  corps  cngcridré  par 
M'_^ — 1  la  figure  ABB'A'  tournant  au- 
tour de  Ox,  on  peut  prendre, 
pour  élément,  le  volume  du  cy- 
lindre MPP  Q,  cY'sl-à-dire  Tiif^dx. 
__a.  En  effet,  MQQ'  est  infiniment 
petit  par  rapport  à  MPP'.M'.  La 


0       A' 

formule  est  donc 


V  =  T^r  y'^dx. 


K^ 


Applications. 

i««.  I.  Le  volume  cycloïdal,  engendré  par  AMP,  serait 

V  =  77  f  y^dx. 


donc 


Mais  (113) 
dx  =  dy 


'■2a- y  ^ 


V  =  T.f^y  V'-lay  —  y^'dy. 


Pour  intégrer,  on  remplace  le  facteur  y  par  a  —  («  —  //); 
ce  qui  donne 


V  =  aT^  f  dy  V'-lay  —  y^  —  ^/*^(«  —  y)  f^y  ^^''^ay  —  y'- 
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D'après  l'un  des  théorèmes  démontrés  ci-dessus  (tl3), 
la  première  intégrale  égale  aire  AM'(}  =  aire  AMP;  l'autre 

est  K2«y-Z/'r  =  iQ>I'';  donc 

r  =  a7r.AMQ  — -Qm'. 
5 

Dans  le  cas  de  la  demi-cycloïde  tournant  autour  de  Ax, 

V  =  ar .  -  TTtt  =  -  r"a  . 
2  2 

Celte  expression  représente  la  moitié  du  lohnne  du  tO)i' 
engendré  par  le  demi-cercle  AB  tournant  autour  de  Ay. 

II.  Supposons  que  le  demi-segment  AQM  tourne  autour 
de  A//.  En  désignant  par  «i  le  nouveau  volume,  nous  aurons 

Vi  =  Tzf"x-dy.  (I) 

0 

L'intégration  par  parties  change  cette  formule  en 
r^  =  Tzx^y  —  27r  /   xydx  =  -^'y  —  r^, 

0 

pourvu  que  l'on  fasse 

Vi  =  '±T.  f  xydx.  (2) 

0 

D'ailleurs,  nx^y  est  le  volume  du  cylindre  engendré  p;ii 

APOM;  donc 

r,  =  ro/.APM. 

A  cause  de  dxj^^dy  [/  °  ~  ^  > 


Vo  =  2;r  y^    X  V  "lu y  —  y'ily- 

0 

lue  nouvelle  intégration  par  |»arties  donne 

f  xV  'luy  —  yhly  -  ^  x.  AQM'  —  /  '  AQM  (/x. 
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Le  demi-scgmcnt  circubire  AQM'  a  pour  mesure 


-  a*  arc  cos '■ (a  —  y)  \/'-2ay  —  1/  ; 

donc 

Vï  =  TT    a*x .  arc  cos x  {a  —  y)  \/'-2ay  —  y* 

/^»  fj j»  — I 

—  a' /    rfar  arc  cos 1- /"  (a  —  ?/)  rfx  \/'2ay  —  y'^  . 

0 

Posons  arc  cos^^^  =  2G.  Il  résulte,  de  cette  translor- 

ination  : 

t/  =  2asin^0,     rf?y  =  4a  sin  9  cos  Or/e, 

2o  —  y  =  '2a  cos*  e,     dx  =  2a  (I  -+-  cos  2e)  de, 

dx  arc  cos ^  =  ftaf  (  i  -+-  cos  2e) .  erfe 

et  0 

n 

=  o  (26' -+- 2e  sin  2e -f- COS  20  —  i) , 

^ o 

f'{a  —  y)  dx  y/'iay  —  «/*  =  2«y  (1  -f-  cos  2e)  cos  2e  sin  2e(/9 

0 
■5       1       „  \ 

puis 


=  aM COS*  2e cos'  2e   ; 

Le       2  5  J 


Vj  =  TT    a^x  arc  cos '■ x{a  —  y)  V*2ay  —  v" 

L  « 


—  a'  (2e*  -t-  2e  sin  2e  -+-  cos  2e  —  1  )  )    (5) 

\ 

-f-  - 

6 


a^  (0  —  3  cos*  2e  —  2  cos^  2e)  . 


Si  le  point  M  coïncide  avec  C  : 

y  =  2a,     x  =  7ra,      6=^*» 

donc  Vi  =  vo/ ACD  =  raM- -t- —  1  ;  (4) 

et  V,  =  vol  ACB  =  roM  -  r*  —  -^  1 .  (5) 


646  CALCUL  INTÉGRAL. 

■  83.  Remarque.  —  En  fonction  de  la  variable  6,  les 
équations  du  point  M  sont,  comme  on  le  recoimait  aisé- 
nienl  : 

X  ^  a  (!2ô -+- sin  26) ,    y  =  a{\ — cos  2e); 

ou ,  si  ion  remplace  29  par  9  : 

a;  =  a  (y -4- sin  y),     ?/  =  o(l  —  cos?). 
Par  conséquent. 

v^  =  77  n  x^dv  =  T.â" C  (53  -+-  sin  ?)■  sin  pt/t.  (G) 

îi  b 

On  a 

(vH-sini.)'-sin-^=-/sin  -^-+-^(1  —  cos2j.)  -+-  -(ôsinî)  —  sin  ô-J; 

donc 

/(-j  -t- sin  ^)- sin  u^  =  -/  (-  —  cos  v|  -+-  v  [2  sin  a  —  -sin2j-j 

1  /  1        -  \       . 

H —   5  COS  y  —  cos  2  jj  -+-  -  cos  o?    -+-  C  , 
4  \  3  / 

/    (i;-t-sin«)^sia^rff  =  '/(-  —  cosj.)  -+-  ■■.  [2 sin--  —  -sin--^| 

H OCOS  j  —  C0S2y  -4- -cos  05 

4\         '  '5         '3/ 

Quand  il  s'agit  de  la  demi-cycloïde  tournant  autour  de 
O//,  0=^,  0  =  7:  :  l'intégrale  précédente  se  réduit  à 
f  7T^  —  I  ;  et  la  formule  (6)  devient 

\2 
comme  précédemment  (*). 

(*)  Ce  calcul,  plus  simple  que  le  premier,  montre,  une  l'ois  de  plu?, 
combien  le  choix  des  Iransformalions  est  imporlanl. 
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1»4.  Le  volume  d'un  corps  de  révolution  a  pu  être  dé- 
ternu'né  par  une  seule  intégration,  parce  que  les  sections 
parallèles  sont  des  cercles,  dont  les  aires  sont  immédiate- 
ment connues.  Le  même  procédé  réussit  toutes  les  lois  que 
le  corps  considéré  admet  des  sections  parallèles  semblables 
^  et  simples,  telles  que  des  cercles, 

^des  ellipses,  etc.  Considérons,  par 
exemple,  la  surlace  engendrée  par 
une  droite  MN,  de  longueur  don- 
née, glissant  sur  deux  droites  AB, 
CD,  non  situées  dans  un  même 
plan.  En  supposant,  pour  plus  de 
simplicité,  que  ces  directrices  soient 
rectangulaires,  on  trouve  aisément  l'équation 

(c  -t-  zf        (c  —  zf         °  ^' 

y  étant  l'angle  de  la  génératrice  avec  Taxe  des  z  (*). 

On  peut  prendre,  pour  élément  du  volume,  un  cylindre 
ayant  pour  hauteur  dz.  Les  demi-axes  de  la  base  sont 

(c-+-z)tgr,    (c  — z)tgr; 


donc 


V  =  27r  tg^  rf\c'  —  z')  dz  =  ^  ne'  tg- 


(*)  Sur  le  plan  des  xy,  la  droite  MN  se  projette  suivant  une  droite  mn, 
dont  la  longueur  I  est  constante,  et  qui  s'appuie  sur  les  deux  axes.  De  là 
résulte  que  le  contour  apparent  de  la  surface,  relatif  au  plan  considéré, 
a  pour  projeclion  la  courbe  représentée  par 

2  2  2 

a:^  +  y^  =  l\ 
courbe  dont  il  a  été  question  plusieurs  fois. 
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La  section  par  le  plan  de  xy  est  un  cerelc  dont  le  ravoti 
égale  c  Ig-/;  donc  le  corps  considéré  est  les  |  du  cylindre 
de  même  base  et  de  même  hauteur;  et,  si  7  =  j,  le  même 
corps  est  équivalent  à  la  sphère  dont  le  rayon  serait  c. 

AireN  des  surlaces  île  révolution. 

i«5.  Si  la  courbe  plane  AB  tourne  autour  de  0^,  elle 
cniïendre  une  surface  de  révolution, 
dont  rélémeiit  jieut  être  supposé 
confondu  avec  la  surface  conique 
décrite  par  la  corde  MM=  rfv. 
Ainsi 

(/A  =  27r  Ix  -+--(/-r)  ds; 

ou  ,  en  négligeant  une  quantité  du  deuxième  ordre  : 

(/A  =  "iTTxds  ; 
puis 

A  =  ^Trf  ^  xds. 

il 

Appllcatiou  à  l'ellipsoïde  de  révolution. 

t«e.  Soit  —-+-^=1, 

a         y 
y  étant  supérieur  à  a.  On  a 

dy  r*  j:       .         ,,      a*  +  ir'  —  «•)  JT* 


a  ^  oc-  —  X' 

TT     /^-^     ,  .  a'  -^  (r'  —  a')  X* 
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On  simplifie  cnlle  formule  en  prenant  //  pour  varial)Ie. 
En  effet, 

a'  —  X  =  —  î/*,       xdx  = ydy, 

y  y 

donc 

^ — zi —  /  '''^  V  -1 — i  -  y- 

r         ,/  ^     y   —a. 


A  =  2 
L'intégrale  indéfinie  est  (»5) 


arc  sm 

y- 


1,  \/_z!__  ^    i_zL. 

2  ^   V    ^î  _  a*        ^'  "*"  2  r'  —  a' 

conséquemment , 


l/^TT 


0 

4       «r*  1      r* 


2  v/ç^2  _  ^^t      2  r'  —  a' 


arc  sin 


puiJ 


Vr'- 

-a* 

r 

l/r'- 

a* 

A  =  Tra^ -+- TT —  arc  sin — '- (9) 

V/r'  —  «'  ^ 

I«7.  Remarques.  —  1.  Comme  on  a  supposé  y>c(.,  y>0, 
A  représente  la  moitié  de  l'aire  de  l'ellipsoïde  de  révolu- 
tion, allongé. 

II.  Si  a  devient  égal  à  y,  le  second  terme  prend  la  forme  5. 
Mais  

y              .   V/r'  — a' 
lim  — ^^^^^i::^  arc  sin =  1  ; 

donc 

A  =  2-al 

En  effet,  Taire  de  la  sphère  est  47ra2. 
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I.  Calculer  le  volume  de  rellipsoïde  de  révolution  rcpré- 
scnlé  par 

x^  -\-  y^  -^  z^  -^  xy  -\-  yz  -^  zx  ==  fl^ 

II.  On  donne  le  foliiim  qui  a  pour  équation 

,        ^«  — a: 
a  -+-  X 

Cl  Ton  propose  de  déterminer  : 

1"  Le  volume  de  la  /m<<7/e  engendrée  par  la  deini-boucle, 
tournant  autour  de  l'axe  des  abscisses; 

2°  Le  volume  de  Vanneau  engendré  par  la  boucle  entière, 
touinant  autour  de  Taxe  des  ordonnées; 

5"  Le  volume  du  corps  terminé  par  la  surface  que  dé- 
crit la  branche  indéfinie,  tournant  autour  de  son  asymptote. 

m.  Trouver  le  volume  de  la  |)artie  commune  au  cylindre 
qui  a  |)Our  é(juation  x^-i-?/^  =  a-,  et  au  corps  limité  par  la 
surface  dont  l'équation  est  z  =  l  (1-i-x^  -h  y^). 

IV.  Aire  de  Thyperboloïde  de  révolution,  à  une  nappe 
ou  à  deux  nappes. 

V.  Aire  et  volume  du  paraboloïde  de  révolution. 
V\.  Le  segment  paraboloïdique,  déterminé  par 

—  -+-^  =  22,      z  =  l>, 
a         b 

est  la  moitié  du  cylindre  de  même  base  et  de  même  hauteur. 

VII.  Calculer  le  volume  du  cône  de  révolution,  en  le 

décomposant  en  tranches  parallèles  à  un  plan  méridien  (*). 

{*)  Ce  procédé  couduil  à  la  relation 


/ 


siii*Ocos  0(70.  1  (ooIt  Ol  =  —  • 
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GjI 


CHAPITRE  XV. 

VOLUMES  QUELCONQUES. 


t»8.  Soit  d'nborcl  un  corps  terminé  par  une  surface 

donnée  CDEF,  par  les 
plans  coordonnés ,  et 
par  deux  plans  ADEG, 
BGEF,  respectivement 
parallèles  à  yz  et  xz. 
On  prend,  pour  élé- 
ment du  volume,  le 
petit  parallélipipède 
X  MNPQM'N  P  Q'  ayant 
pour  base  dxdy,  et 
dans  lequel  MM'  =  z; 
en  sorte  que 

dv  =  zdxdy. 

Si  on  laisse  x  constant,  et  que  l'on  fasse  varier  ?/,  de  0  à 
0B  =  6,  on  aura  le  volume  d'une  tranche  parallèle  au 
plan  yz  ;  ce  volume  est  dxj^  zdy.  Comme  z  =  f{x,  y),  le 

0 

résultat  est  de  la  forme  cp  (x)  dx.  11  faut  ensuite  faire  la 
somme  de  toutes  les  tranches,  c'est-à-dire  intégrer 

y  (x)  dx  =  dx  C  zdy^ 

0 

de  3c  =  0  à  x  =  rt.  On  a  donc 

r  =  y"  dx  f  zdy, 

0  0 

en  sorte  que  le  volume  v  est  donné  par  une  intégrale  double. 
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1«9.  Considérons,  en  second  lieu,  nn  corps  limité  par 
une  surface  donnée;  et,  pour  plus  de  simplicité,  suppo- 
sons-la convexe.  L'élément  du  volume  sera  (-j  — z^)(hcly: 
d'où  résulte 

V  =y"*  dx/"'  (z ,  —  Zi)  cl  y.  (  I  ) 

Dans  celle  formule  : 

1°  Zi,  Zg  sont  les  deux  valeurs  réelles  de  r,  tirées  de 
¥(x,y,  z)  =  0,  équation  de  la  surface  donnée; 

2°  2/i>  2/2  sont  la  plus  petite  et  la  plus  grande  valeur  de 
y  qui  répondent  à  une  même  valeur  de  x,  dans  l'équation 
9  (^»  !/)  =  0  du  cylindre  circonscrit  à  la  surface  (p.  544); 

3"  af-, ,  j-j  sont  le  minimum  et  le  maximum  de  x,  tirés 
de  celte  dernière  équation  :  ces  limites  sont  des  constantes. 

Applications. 

130.  I.  Soit  la  sphère  représentée  par 

et,  pour  fixer  les  idées,  admettons  qu'elle  soit  située  dans 
l'angle  des  coordonnées  positives. 
On  a 

X  =  c  d=  \/r*_(x  — o)*  — (v  — 6)*; 

donc,  par  la  formule  (1), 

V  =  2y''  dxf'\ly  [/R' —  {x  —  aY' —  [y  —  bf. 

Le  cylindre  circonscrit,  parallèle  à  l'axe  des  z,  a  pour 
équation 

{x-(iY-^{y-bY  =  ï{'-, 

ainsi 

y,  =  b—  l/R*  —  (x  —  iiY,     y,  =  b-^\    IV  —  (.r  —  «)-. 
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De  plus, 

X,  =  a  —  R ,     Xj  =  a  -♦-  R. 

Soient,  pour  un  instant, 

R*  —  (x  —  ay  =  p*,     y  —  b  =  \: 
riiitôgrale  rchitive  à  y  est 

—  Y  V/p^  —  Y^  H —  p*  arc  sin  — 
I 


=  -(^-6)\/R^-(x-af-{t/-6)* 

1  y  —  6 

H-  -  [R*  —  [x  —  af\  arc  sin  — 


l/R^  —  (X  —  a)* 

Le  premier  terme  s'annule  pour  .v=2/i  et  pour  y=y-i', 
le  second  devient 

donc,  par  soustraction, 

y.dy=^[R^-(x-a)^; 

puis 

r  =  T/'*[R^  — (x  — afjrfx. 


L'intéa;rale  indéfinie  est 


-•D 


1 

R^x  — -(x  — af-t-C; 


conséqucmment 


t;  =  7r    R^(a-+-R)— R'(«  — R)  — gR"^  — 5Ï^J='^R'• 
^.  z  =  ±-l/a^  — x^— y. 
c 
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I^a  surface  est  symélri(iiie  par  rapport  à  tous  les  plan* 
coordonnés;  ainsi,  Ion  peut  prendre 


V  =  —  r  xdxj^^'  ihj  \/  a^  —  x'-  —  »/*, 

C   0  0 


en  supposant 


La  première  intégrale  a  pour  valeur 

[-  î/K  a*  —  x^  —  V^  -+-  -  («■  —  x^\  arc  sin  — -     -. 


ou 


Donc 


^K-n 


2-    r*"  7za^ 

=  — y     {a'-x')xdx  =  —  n. 


Ejeet'ricen. 

I.  Volume  commun  au  paraboloïde  el  au  cylindre  dont 
les  équations  sont 

î/^  -t-  z'  =  à-ax,     X-  -4-  ?/■  ^  2ax. 

II.  Même  question,  les  équations  éîant 

y^  -+-  z*  =^  ax ,     x'  -+-»/"  =  2«x. 

III.  Trouver  le  volume  de  riiyperboloïde  à  une  nappe, 
limité  par  deux  plans  parallèles  au  plan  de  l'ellipse  de  gorge. 

IV.  On  donne,  dans  le  plan  z.r ,  un  quart  de  circonl'é- 

(*)  La  romarqiie  faile  ci-dessus  (i«-l)  i>erniet  d'airiver  à  ce  résullal  au 
moyen  d'une  intégrait'  simple.  En  elïet ,  les  sections  faites  dans  la  surface, 
parallèlement  au  plan  yz,  sont  des  ellipses. 
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lence,  (|iii  a  pour  centre  l'origine  O,  dont  le  rayon  est  R, 
et  dont  les  extrémités  sont  sur  les  axes  Ox,  Oz.  Une  cir- 
eonlérenee  égale  à  la  première,  et  située  dans  un  plan  pa- 
rallèle au  plan  des  xy,  se  meut  de  manière  que  son  centre 
décrit  le  (juadrans  donné.  Calculer  le  volume  linnlé  par  les 
trois  plans  coordonnés  cl  par  la  surface  qu'engendre  la  cir- 
conférence mobile. 

V.  Volume  d'un  onglet  cylindrique,  déterminé  par 

X*  -t-  ?/*  =  o*,     Z  =  X  tg  y. 


CHAPITRE  XVI. 

AIRES  DES-SURFACES  QUELCONQUES. 

131.  En  remontant  aux  principes  exposés  en  Géométrie, 
on  est  conduit  à  prendre,  comme  élément  de  la  surface, 
un  parallélogramme  infiniment  petit,  situé  dans  le  plan 
tangent,  et  dont  la  projection,  sur  le  plan  des  xy,  a  pour 
mesure  dxdy.  Conséquemment,  <:/.\=^,  y  étant  l'angle 
de  la  normale  avec  Or.  On  a  trouvé  (p.  345) 


ces  V  =  ■ 


l/l  -+-  /j-  -+-  (f- 
ainsi 

Relativement  aux  limites ,  les  règles  à  observer  sont  les 
mêmes  que  pour  la  détermination  d'un  volume  (189). 
Ajoutons ,  pour  compléter  l'analogie ,  que  A  est  le  volume 
limité  par  la  surface  dont  l'équatinn  serait 

Z  =  1/  1  -t-  p"  -+-  r/'. 
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Applicutlon. 


■  3«.  Mesurer  la  partie  AEC  de  la  surface  d'une  sphère, 
jjg  intérieure  au  cylindre  de  révo- 

lution dont  une  génératrice  OC 
passe  par  le  centre  0,  et  dont  la 
base  OAD  a  pour  diamètre  le 
rayon  de  la  sphère  (*). 

Les  équations  des  deux  sur- 
faces sont 


X  -^  y-  -+-  z^  ^  «- 

y-  =  x  {a  —  x). 


On  (ire,  de  1  équation  (1)  : 


(lone 


P  = 

-  — 

X 

z 

5 

7 

== 

y. 

a 

1 

-t-  //  ■+■ 

7^ 

= 

Xt 

= 

V 

r  — X* 

-/ 

A 

-:) 

-^/..ï 
«, 

1 

n 

/; 

rf.r(/^ 

l 

—  £-  — 

.y* 

(1) 


•^) 


Les  limites  sont 


?/,  =  (),     ?yi=l/x(a  —  x),     X,  =  0, 
Linlégrale  indéHnie,  relative  à  //,  est 


l    rr 


(*)  Ce  inublènie  est  eoiiim  sous  le  nom  de  /<?  Fciirtre  de  Viiiani. 
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conséquemmeiu 

I       —  =  arc  sin\  /  ; 

^y        Va'  —  x^  —  tf  V    n  -+-..: 

\  =  af    dx .  ;u'c  sin  \  / (4) 

0 

arc  siii\  / =  o. 

V    a  -^  X 


|iiiis 


Soil 


(]ollc  transformalion  donne 


-"^  .  .  (lO 

=  sur  0,     x  =  a  tg-  0 ,     dx  =  2«  li:  0 - 


'î  do 


=  '■2(1-/     oi"0 (o) 


A 

0 


On  a 

f/O  1 


/  0  tg  e —  =  _  0  ig-  9 /  (g-2  Of/ô  ; 

y  tg^ erfe  =  /  ^ —  rfe  =  (a  g  _  q; 


cos  0 
puis 


et  enfin 


/2               (/o           r         1 
Q'ge ^  = : 
cos'e      4       2 


A  =  (--I)a-'. 


133.    Autre   méthode.  —  Si    l'on    lait   x^=uco<'Si, 
!l  =  u  sin  w  (103)  : 

dxdy  =  iidiidu. 
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De   plus,    réqualion   de   la    circonférence   ODA    élani 
u  =  a  cos  w ,  les  limites  sont 

»,  =  0,      ?/.,  =  «  cos  ce,      W,  =  0,      cc^=— • 

I.a  roi'nîiilc  (5)  devient  donc 


A  = 


''-     /  —  ■ 


L'intégrale  relative  à  x  est  [ — V^a-  —  ît^J^  "  "  =  rt  —  «sinoi; 
en  sorte  que 

A  =  u'f  -  (  1  —  sin  ce)  (/ce , 

u 
DU 

A  =  (r[--0; 


comme  ci-dessus. 

134.  Remarque.  —  Le  triangle  spliérique  ABC  a  pour 
mesure  -^;  donc  AECB^=«-.  Ainsi,  le  tricnigle  cunilifjue 
AECB  est  équivalent  au  carré  du  rai/on  de  la  t^phére.  Le 
volume  de  ADOCBAE  a  également  une  expression  lort 
sim})le  :  il  est  les  l  de  «^  (*). 

Atre  de  rvllipsoïtle. 


i»5.  So;t      i-W  '^]  -i-(-i  =  i 


réiiualion  de  la  surface.  On  en  lire 

dz'  y'x'  y- y' 


(*)  Ce  ivsiillal  cuiioux  a  clé  Umuvc  \k\v  l'ubhé  Uossiil  uk- ou  ITÔ;),  nii-i  l 
v'ii  181  il. 
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Donc,  A'  élanl  le  huitième  de  Taire  clierchée, 

,_/,_2:)£:_f,_Ll£ 


A'  =  /  /  .uw ,  /      ■    ^^^  ;„    ^"^' 


L'intéfiiale  doit  être  étendue  à  toutes  les  valem-s  posi- 
tives de  x'  et  de  y',  satisfaisant  à  la  relation 

a-  â-    ^ 

Si  Ton  fait 
—  ^=x,    '~=y,     1 r^«')     1 7,  =  l>'i    A'^a'iA, 

'/.  S  a  p 


on  irouvc 


•-y/^-v^-"" 


V  (G) 

^' -+-/<'•  ) 

Désignons  par  z  la  valeur  positive  du  radical;  alors  Tin- 
tégrale  A  (\t\\en[.jy-dxdij  :  elle  peut  être  considérée  (l«8) 
comme  représentant  le  volume  de  la  partie  du  cylindre 
dont  l'équation  est  x--^y-=^\,  comprise  entre  les  plans 
coordonnés  et  la  surAice  S  représentée  |)ar 


\  —  x-  —  y- 
ou,  plus  simplement,  par 

{^  -  «')  X-  -f-  {^  -  h'-)  y^-  =  z'--\.  (7) 

En  supposant  a>  3>y,  on  a  1  >«->  6-.  Donc  les  sec- 
lions  faites  dans  la  surface,  par  des  plans  parallèles  aux  xy. 
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sont  des  ellipses  GDH  :  les  limites  sont  un  point,  répon- 
(lanl  à  r=l,  et  le  cercle  représenté  par  oc- h- »/-=!. 
Lnc  première  partie  du  volume  est  celui  du  cylindre 

droit  AOBA  Cir,  ayant 
pour  hauteur  0C^=1;  sa- 
voir, I  ;:.  Nous  pouvons 
prendre,  comme  élément 
de  la  seconde  partie,  levd- 
lume  d'un  cylindre  ayant 
pour  hauteur  dz,  et  dont 
la  hase  serait  la  couronne 
IIGEF,  comprise  entre  le 
cercle  EF  et  Tellipse  GII. 
Les    demi-axes   de   cette 

ellipse  sont,  d'après  l'é- 

^    (juation  (7)  : 


DG 


DH 


z-  —  1 


Conséquemment,  le  cylindre  élémentaire  dont  il  s'agit  ;» 
pour  mesure 

.1. ^^ — 


H 


V{Z' 

et  la  l'orniule  (G)  devient 

1 

■+-  - 
4 

136.  Soit 


cr){z^-b-)] 


i 
A  =  - 


J        l         y{z^-cr)l^-lr)] 


(8) 


■:/■[ 


I  — 


i^[z-  —  i?)  (c-  —  6- 


i] 
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On  poiil,  (Ir  (lifféronlcs  inniiières,  siinplilicr  cclto  iiilr- 
gralc.  Voici  colle  qui  a  été  proposée  par  .M.  (iliyseiis  (*). 
En  désignant  par  U  le  radical,  on  a,  idenliqucmcnl, 

z         R  c-R 

donc 

/zMz      R  p  dz 

el ,  par  conséquent, 

La  quantité  entre  parenthèses  semble  indéterminée  pour 
z  =  oc  ;  niais,  si  on  Téerit  ainsi  : 

-t  _  (^2  _  a^)  (- -  _  6-^)  _  (a^  -i-  6-^)  z^-  —  crh'' 
'  z  [z'  -t-  R]  2  (z«  -f-  R) 

on  voit  que  la  limite  cherchée  est  zéro.  La  formule  (9) 
devient  donc 

et  la  formule  (8)  : 
4A 


—  =1/(1  — «')(!— //) 

(Iz 


y      l/(z^-a^)(z^-^0  ^ 


z-l/(z-^— a-)(z-— 6-) 
i 


(10) 


1*)  N'ouvelle  Correspondance  matliématiqiie,  l.  III,  p.  42.  Emile  Ghy- 
sens,  Répétiteur  d'Analyse,  à  l'École  des  Mines  (Liège),  vient  de  mourir 
à  l'âge  de  trente  ans.  Ce  jeune  homme,  déjà  connu  par  quelques  travaux 
intéressants,  donnait  de  grandes  espérances. 
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La  (Icicrminalion  do  l'aire  tic  rdlipsoïde  est  ainsi  rô- 
(Juilc  aux  quadratures.  Quant  aux  inlùirraks  contenues 
dans  la  formule  (10),  elles  dépendent  des  fonctions  ellip- 
tifjucs. 

f  Sî.  Ellipsoïde  de  révolution.  —  Si  a  =  h,  la  formule  (8) 
<levicnt 

4  r"f/z  (1— fO  r^(  dz  dz  \ 

TT  J    z'—a'  '■2a  J       \z—a       z-^a^ 


ou 


Kl  comme 


TT      77 1  —  a^    \  —  a 

A= 1 

4       8       a        1  -+-  a 


«  =  -  V  r/^  —  v' 


8 A'  =  27ra-  -+-  77  -^£^^:::;  1 ■        ( H  ) 

Va^  —  r^   a— V/a'  — r' 

Telle  est  l'expression  de  Taire  de  Vellipsoidc  de  rêiolutio)t, 
aplati  (*). 

Exei'cicvê. 


I.  Appliquer,  à  riiyperboloïde  gauche,  la  méthode  pré- 
cédente (135)  :  on  suppose  que  la  surface  est  limitée  par 
deux  plans  parallèles  au  plan  de  Tcllipse  de  gorge. 

II.  C-alculcr  Taire  du  paraboloïde  dont  l'équation  est 
z  =  x]i,  en  supposant 

0<x<o,     0<^<6. 

(*)  On  a  vu,  oi-ilossus(i«0\  IcM'as  i\c\'cUipsouie  de  révolution. allouée. 
Au  fond,  les  deux  l'onnules  sont  identiciiies  :  comme  on  l'a  vu  dans  un  cas 
analogue  à  celui-ci  (•*),  on  passe  aisémenl  de  l'une  à  l'autre. 


AllîKS  DKS   SUnFACES  QUELCONQIES.  00/ 

IIF.   Kvnliicr  lo   volniue  de  l'ellipsoïde  an  iiioycii  dc^ 
variables  u,  v  liées  à  x,  //  par  les  cuiualioiis 

x^  î/  X'  y- 

^        _  I 1 ^ =:^    I 


IV.  TiiÉoRÈMF..  —  Soient  i\,  0,  cp  /a  distance  de  roi  iaine 
nu  plan  tangent  en  un  point  d'une  surface,  et  les  angles  qui 
déterminent  la  position  de  cette  droite.  Si  l'on  fait,  pour 

abréger, 

d\\  I     d-R 

\j  =^  Il  sin  0  -\ eus  0  ^ î 

do  sin  0  d/ 

cos  0  dix        d-R 

sin  e  d-j       dmf 

d'R 

dfP' 

Vaire  de  la  surface  est  donnée  par  la  formule 

(^^  .  ROBERTS.) 

V.  Calculer  l'aiie  de  la  surface  ayant  pour  é(|uati()n 

z  =  arc  sin • 

4 

VI.  Démontrer  Yidentité 

f^f^  (cos^"x-4-cos^"--x  cos^  g-\ hcos'^x  cos'^"-"7y+cos"^"^)  dxd]j 


VII.  Prouver  que 


/""■/ 


du  \  ah 

-  arc  tiï 


(c^  -H  x^  -+-  ^fY       ^  '•  l/fr  -4-  //  -+-  c' 
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\III.  Prouver  que 


//;:,.,,v/ï:^7V^4-S=r(" 


cji      ab] 


riiilégrale  éfaiit  élcntliic  ;i  tons  les  points  de  la  surface 
iej)iésciilée  par 

x'-       y-       z' 
(c       Ir       €.- 

IX.  Vérifier  que 

X.  Démontrer  la  formule 


./y; 


\/(a;-  H-  ^-)-  —  2  («-  —  6')  (x-  —  y-)  -+-  (a-  —  b']'- 

a  -+-  6 
=  7:1 


b 

l'intégrale  s'étentlant  à  toutes  les  valeurs  de  x  et  de  fj  qui 

■véiident  la  relation 

a;"'       V' 

—  -+-  —  ^1. 


ERRATA. 


TnjiC    'Si,  ligne  13.  Au  lieu  de  :  la  série  est,  lisez  :  la  série 

Vl  —  II., +  11^  —  /(4-4-- 
l'Sl 

Pat;e    uo,  li^ne  10.  Au  lien  de  :  -, — =,  lisez  :  -. r. 

—  156,    —      a  (en  remontant).  Ait  lieu  de  :  -r^.  Usez  ;  .-t^. 

—  171 ,    —      6.  Au  lieu  de  :  46-i  -t- 1"^,  lisez  :  92^  +  342. 

—  179,    —      8.  —  y(cos^-t-l/— Isin'^), //se: 

fy  (cos  'f  -{-  V —  1  sin  J-). 

—  188,    —    io.  Au  lieu  de  :  siom-i.  lisez  :  sini^m-j'. 

—  —     —    d6.  —  — A,  lisez: — Am. 

—  190,  —  7  (en  remontant;.  Au  lieu  de  :  B,3  K'^,  lisez  :  B,3 1/^  =  (). 

—  202,  —  9  —  —         21  o28, /i«ez  ;  23  328. 

—  284,  —  iG.  Au  lie    de:  ^^,  lisez  :^—. 

—  336,  —  S  IcnrcmonVàin).  Au  lieu  de  :J\{x),  lisez  : 'Y  {x). 

—  351 .  —  5.  Au  lieu  de  :  2£  tg  ONP,  //se:  •  r!^  =  tg  ONP. 

ON  V'' 

—  363,    —      3.  —  228, //«ez:  288. 

—  374,  lignes  7  et  17.  Au  lieu  de  :  arc  cos  .r ,  lisez  :  {  arc  cos  x. 

—  395.  Les  paragraphes  o»  et  6"  doivent  être  rétablis  ainsi  : 

5»  Soient  «  =  0,  6>0.  Les  formules  (16)  donnent  ?  =  f .  Conséquemmcnt, 

;  (b  y—)  =  \{b]  +  (2A-  + 1  -r  V^^.  (22) 

6»  En  particulier, 

;  {V~\)  =  (2A-  +  i)  r  l/=n[.  (2;^' 
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l'âge  476,  ligne  avant-derniùre.  Au  lieu  de  :  de.  Usez  :  du. 

—  i8i ,  —  9.  A u  lieu  de  :  n cos 0«-f-FN  cos i;,  lisez  :  n cos Q=u—F'S cos  *. 

—  _  —  i;î.  —  cos^O, //se:  :  cos^O. 

—  ol7,  —  i;i  —  y7t ,  lisez  :  Vx . 

—  olio,  —  4.  —  ^, //.se:  :  j- 

—  060.  —  .">.  —  ■  I  ■ ,  lisez  :  , ,  , . 

—  ?i68,  —  7  (en  remonlant).  i4j<  lieu  de  :  renferne,  laez  :  renferme. 

—  ;)89,  —  S.  Au  lieu  de  :  sinP->-i,  lisez  :  sinP+^x. 

—  oilfi,  —  anté-pénultième.  Au  lieu  de  :  y",  lisez  :  ijn. 

—  6-29,  —  i.  Au  lieu  de  :  x^  —  x^,  lisez  .-x^  —  Xi. 

—  IXM).  —  l!2,  —       {a-cos,-u-+b-s\n-(^),lisez  :{a-cos-i>:+b-sin-cc]d^. 

—  (>i6,    —      8.  —  x-dv,  lisez  :  x-dy. 
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